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ВПЛИВ  ПЕРЕНОРМОВАНОЇ  ЕНЕРГІЇ  ОБМЕЖЕНИХ  ТА 
ІНТЕРФЕЙСНИХ  ФОНОННИХ  МОД НА ЕНЕРГЕТИЧНИЙ  СПЕКТР 

ПЛОСКОЇ  БАГАТОШАРОВОЇ  НАНОСТРУКТУРИ 

Виконані дослідження електрон-фононної взаємодії у плоских наносистемах, знайдено вигляд 
гамільтоніанів взаємодії електрона з обмеженими та інтерфейсними фононами у представленні 
вторинного квантування. Визначено поведінку парціальних внесків усіх типів фононів в залеж-
ності від параметрів наносистем. 
Ключові слова: наносистема, наноплівка, фонон, гамільтоніан, енергетичний спектр, електрон-
фононна взаємодія. 
 
Проведены исследования електрон-фононного взаимодействия в плоских наносистемах, найде-
но изображение гамильтонианов взаимодействия электрона с ограниченными и поверхностны-
ми фононами в представлении вторичного квантования. Определено поведение парциальных 
вкладов всех типов фононов в зависимости от параметров наносистем. 
Ключевые слова: наносистема, нанопленка, фонон, гамильтониан, энергетический спектр, 
электрон-фононное взаимодействие. 
 
The article describes the researche of electron-phonon interaction in the plane nanosystems; the image 
of the Hamiltonian interaction of electron with confined and interface optical phonons in the represen-
tation of secondary quantization. The behaviour of all phonon tapes depending on geometrical pa-
rameters of nanofilms is defined. 
Keywords: nanosystem, nanofilm, phonon, Hamiltonian, energy spectra, electron-phonon interaction. 
 

Вступ 
Останнім часом експериментатори і тео-

ретики виявляють великий інтерес до вив-
чення квантових плівок [1,2] і каскадних 
лазерів, створених на їхній основі. 

На атомному рівні електрон-фононна вза-
ємодія виникає внаслідок зміщення атомів 
відносно їх рівноважних положень в ідеаль-
ній гратці, що зумовлює порушення пері-
одичності потенціального поля, яке супро-
воджується локальними змінами електронних 
або діркових станів, і навпаки – локальні змі-
ни станів заряджених квазічастинок приво-
дять до локальних деформацій гратки і до 
зміни збудження фононної підсистеми. Фор-
мально електрон-фононна взаємодія виявля-
ється навіть при нульовій абсолютній тем-
пературі внаслідок існування віртуальних 
фононів. 

В арсеналі фізики твердого тіла вже є де-
тально розроблена теорія електрон-фононної 
взаємодії для масивних іонних і ковалент-

них напівпровідникових кристалів [3]. Що 
ж стосується напівпровідникових низько-
розмірних систем різної симетрії, то тут те-
орія взаємодії електронів, дірок та екситонів 
з фононами знаходиться у стані розвитку. 
Найбільша частина теоретичних досліджень 
присвячена циліндричним [4,5] і сферичним 
квантовим точкам [3,6], оскільки ці наноси-
стеми є найпростішими. Експериментальні 
дослідження нанокристалів різних геомет-
ричних форм виконуються методом резонан-
сного раманівського розсіювання [7], піко-
секундною раманівською спектроскопією [8] 
та іншими складними методами. Більшість 
теоретичних праць грунтуються на моделі 
діелектричного континууму, яка дозволяє 
аналітично отримати потенціали поля поля-
ризації обмежених і інтерфейсних фононів 
"з перших принципів", тобто без будь-яких 
"підгоночних" параметрів. Для квантових 
плівок електрон-фононна взаємодія дослі-
джувалась тільки для одного шару плівки, 
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проте каскадний лазер складається з декіль-
кох шарів таких плівок, а відповідної теорії 
електрон-фононної взаємодії для таких сис-
тем не має. 

При дослідженні фізичних властивостей 
багатошарових квантових плівок важливим 
фактором, який впливає на спектр випромі-
нювання каскадного лазера є електрон-фо-
нонна взаємодія. Тому, щоб мати змогу ке-
рувати таким лазером, необхідно знати вплив 
усіх типів коливань, що присутні в наносис-
темі. Це можна зробити тільки дослідивши 
закони дисперсії фононних мод і їх внесок 
у перенормування енергії електрона. 

Постановка задачі 
Розглядаємо багатошарову наносистему 

(рис.1). Розміри такої системи вважатимемо 
відомими: 
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Задачу будемо розв'язувати у наближен-
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та прямокутних потенціальних бар'єрів 
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Для знаходження перенормованого спек-
тра при наявності електрон-фононної взає-
модії необхідно розв'язати таке стаціонарне 
рівняння Шредінгера: 

 
Рис. 1. Геометрична та потенціальна схема 
багатошарової наноструктури. 
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де eH
)

 – гамільтоніан електрона, phH
)

 – га-

мільтоніан фононів, intH
)

 – гамільтоніан 
взаємодії електронів із фононами. 

Хвильові функції при відсутності фоно-
нів для і-го (i=–2, –1,…,4) шару задаються 
так: 
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Ввівши квантовану хвильову функцію за 
правилом 
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згідно теорії вторинного квантування [1-3], 
можна отримати гамільтоніан "чистих" (не-
взаємодіючих) електронів у вигляді: 
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n
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де +
na) , na)  оператори породження і зни-

щення, які задовольняють ферміонним кому-
таційним співвідношенням. 

Щоб знайти гамільтоніан взаємодії елек-
тронів з фононами, потрібно записати опера-
тор потенціалу поля поляризації у зображен-
ні вторинного квантування за всіма змінни-
ми системи. 
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Знаходження гамільтоніану взаємодії 
фононів з електронами у представленні 
вторинного квантування 

Гамільтоніан взаємодії фононів з елект-
ронами intH

)
, згідно загальної теорії поши-

рення поляризаційних коливань [9], у нано-
кристалі можна представити у вигляді: 

IeLe HHH −− +=
)))

int ,            (10) 
де LeH −

)
 – гамільтоніан взаємодії електро-

нів з обмеженими фононами, та IeH −
)

 – га-
мільтоніан взаємодії електронів з інтерфей-
сними фононами. 

Згідно загальної теорії, спектр власних 
частот обмежених оптичних коливань jLΩ  

збігається з частотами повздовжніх коли-
вань у масивному кристалі [9]. Сам гаміль-
тоніан такої взаємодії можна подати у пред-
ставленні вторинного квантування за фонон-
ними змінними: 
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де +
− jnqb
)

, 
jnqb

)
 – оператори породження і 

знищення фононів, jnq  – квазіхвильове чи-

сло, що нумерує вітку фононного коливан-
ня, j∞ε , j0ε  високочастотна і низькочастот-
на діелектричні проникливості j-го середо-
вища, jnA  і jnZ  деякі коефіцієнти, які одно-

значно будуть визначені у процесі подальших 
перетворень. 

Для того, щоб уможливити врахування 
впливу обмежених фононів на спектр елек-
трона, необхідно у (11) перейти до предста-
влення вторинного квантування за всіма змін-
ними системи: 
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Тоді гамільтоніан взаємодії електронів з 

обмеженими фононами у представленні вто-
ринного квантування за всіма змінними сис-
теми буде: 
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– функції зв'язку системи. 
Аналогічні перетворення можна проро-

бити для гамільтоніана взаємодії електронів 
з інтерфейсними фононами: 
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+
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.      (15) 
Після математичних перетворень гамільто-
ніан взаємодії електронів з інтерфейсними 
фононами у представлені вторинного кван-
тування за всіма змінними системи такий: 

)(),( ,,'

,
',

'
qsqsnn

sq
nn

n
nIIe bbaasqFH −

++
− += ∑

)))))
, (16) 

де функції зв'язку інтерфейсних фононів 
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Lj – товщина j-го шару плівки, )(zj
IΦ  – по-

тенціал поля поляризації інтерфейсних фоно-
нів, ωqs – частоти інтерфейсних коливань. 

Перенормований спектр нашої системи 
слід шукати із рівняння Дайсона 

{ } 1),()(),( −
µµµµµ ω−−ω=ω kMkEkG ,  (18) 

яке задає при T=0 K зв'язок між Фур'є-обра-
зом функції Гріна Gµµ(k,ω), масовим опера-
тором Mµµ(k,ω) і перенормованою енергією 
електрона фононами Eµ(k). 

Обмежуючись системами зі слабким зв'яз-
ком в однофононному наближенні, масовий 
оператор представимо у вигляді: 

),(),(),( ω+ω=ωµµ kMkMkM IL ,   (19) 
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де доданок ML(k,ω) описує внесок у перенор-
мування енергії електронного рівня, що від-
повідає взаємодії основного стану електро-
на з усіма обмеженими фононами, а дода-
нок MI(k,ω) – взаємодії основного стану 
електрона з усіма інтерфейсними фононами. 

Отже перенормовану енергію основного 
стану електрона слід шукати у вигляді: 

ILEE ∆+∆+= 1010
~ ,          (20) 

де E10 енергія основного стану без врахуван-
ня взаємодії, ∆L і ∆I парціальні зсуви енергії 
спричинені взаємодією електрона із обме-
женими і інтерфейсними фононами: 

)),(Re( ω=∆ kM LL ,          (21) 
)),(Re( ω=∆ kM II .          (22) 

Аналіз отриманих результатів 
Розрахунки виконувались для наносис-

теми In0.53Ga0.47As/In0.52Al0.48As, параметри 
якої наведені в таблиці 1. 
Таблиця 1. Параметри шарів досліджуваної нано-
системи 
Напів-

провідник m, me U, меВ ε∞ ωLO, 
меВ 

ωTO, 
меВ 

In0,52Al0,48As 0,075 516 12,7 40 35 
In0,53Ga0,47As 0,042 0 14,1 34 28 

На рис.2а наведена залежність парціально-
го внеску обмежених фонів в енергію основ-
ного рівня електрона ∆L(10) при зміні тов-
щини двох зовнішніх шарів наносистеми x. 
Видно, що найбільший внесок у спектр ма-
ють фонони, які знаходяться у об'ємі зов-
нішніх шарів. При поступовому збільшенні 
товщини шарів парціальний внесок від об-
ластей "-1" і "3" зростатиме, оскільки збіль-
шуватиметься площа перекриття хвильових 
функцій електрона і потенціалів поля поля-
ризації обмежених фононів, що входять у 
функцію зв'язку (14). 

При подальшій зміні товщини зовнішніх 
шарів парціальний внесок обмежених фоно-
нів почне зменшуватись, оскільки хвильова 
функція електрона буде розпливатись по 
об'єму зовнішніх шарів, спричиняючи змен-
шення значення інтегралу перекриття фонон-
них і електронних функцій. 

На рис.2б наведена залежність парціаль-
них внесків обмежених фононів від товщини 
зовнішніх шарів системи для різного значен-
ня квантового числа n=1, 2, 3. Видно, що 
основний внесок у перенормування енергії 
дає стан із значенням квантового числа n=1, 
оскільки перекриття хвильової функції елек-
трона і потенціалу поля поляризації обме-
жених фононів у даному випадку буде най-
більший. 

На рис.3а наведена залежність парціаль-
них внесків кожної вітки інтерфейсних фо-
нонів, які виникають на межах середовищ 

)( iI ω∆± , і сумарний парціальний внесок ∆I 
інтерфейсних фононів у спектр електрона 
при зміні товщини зовнішніх шарів. Зазна-
чимо, що при малій товщині шарів внесок 
інтерфейсних фононів максимальний і по-
тім повільно зменшується при збільшенні їх 
розмірів, що спричинено зменшенням інтег-
ралу перекриття у функціях зв'язку (17). 

На рис.3б наведена залежність сумарно-
го парціального внеску всіх типів фононів 
системи на спектр електрона основного рі-
вня при зміні товщини зовнішніх шарів. Як 
видно з рисунка, при малих розмірах основ-
ний внесок у перенормування спектра ос-
новного рівня електрона дають інтерфейсні 
фонони. При збільшенні товщини зовніш-
ніх шарів помітним стає вплив обмежених 
фононів, оскільки товщина шару вже є до-
статньою для виникнення таких коливань. 
При подальшому збільшенні товщини, вплив 
усіх типів фононів зменшується так, що 
сумарний парціальний внесок знаходиться 
між парціальними внесками фононів відпо-
відних масивних монокристалів. 

Висновки 
Отримані результати дозволяють знайти 

парціальні внески у перенормування енергії 
електрону кожного типу коливань, що при-
сутні в системі, а також дослідити еволю-
цію спектра в залежності від товщин шарів 
плівок. Крім того, побудована теорія дає 
можливість розрахувати внесок фононних 
коливальних мод у спектр екситона. 
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Рис. 2. Залежність парціального внеску обмежених фононів кожного шару системи від товщини х зов-
нішнього шару (а) і парціальних внесків при взаємодії основного рівня електрона із обмеженими фо-
нонами (б). 
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Рис. 3. Залежність парціального внеску інтерфейсних фононів від розмірів зовнішніх шарів (а) і сумар-
ний парціальний внесок в енергію основного рівня електрона, інтерфейсних і обмежених фононних 
мод при зміні параметрів системи (б). 
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