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ВПЛИВ ВЕЛИЧИНИ І РОЗТАШУВАННЯ ЗОСЕРЕДЖЕНИХ СИЛ  
НА ФОРМУВАННЯ МУАРОВИХ КАРТИН В LLL-ІНТЕРФЕРОМЕТРІ 

Досліджено особливості формування Х-хвильових муарових зображень, що виникають при дії 
одновимірних рядів локальних зосереджених сил на вихідну поверхню аналізатора трикриста-
льного LLL-інтерферометра. Наявність постійного фазового зсуву в одній із інтерферуючих 
хвиль в аналізаторі інтерферометра приводить до зменшення періоду, контрастності та розміру 
області прояву деформаційних муарових смуг. Область ефективної взаємодії фазового та дефор-
маційного муарів залежить не тільки від величини постійного фазового зсуву, а також від вели-
чини та характеру розташування локальних зосереджених сил у рядах. 
Ключові слова: LLL-інтерферометр, муарові смуги, зосереджена сила, деформаційне поле. 
 
Исследованы особенности формирования рентгеновских муаровых изображений, возникающие 
при действии одномерных рядов локальных сосредоточенных сил на исходную поверхность 
анализатора трикристального LLL-интерферометра. Наличие постоянного фазового сдвига в 
одной из интерферирующих волн в анализаторе интерферометра приводит к уменьшению пе-
риода, контрастности и размера области формирования деформационных муаровых полос. Об-
ласть эффективного взаимодействия фазового и деформационного муара зависит не только от 
величины постоянного фазового сдвига, а также от величины и характера расположения ло-
кальных сосредоточенных сил в рядах. 
Ключевые слова: LLL-интерферометр, муаровые полосы, сосредоточенная сила, деформаци-
онное поле. 
 
We study the mechanisms of forming X-ray moiré images arising under the action of one-dimensional 
rows of local concentrated forces at output surface of a surface of triple-crystalline-interferometer. 
Presence of constant phase shift of one of the interfering waves in the interferometer’s analyzer results 
in diminishing of period, contrast and area of deformation moir é fringes. It is shown that the area of 
efficient interaction of phase and deformation moir és depends on both the magnitude of the constant 
phase shift and on the magnitude and character of arrangement of local concentrated forces in rows. 
Keywords: LLL-interferometer, moiré image, point force, deformation fringes. 
 

Вступ 
Динамічна теорія розсіяння Х-хвиль, яка 

є основою більшості дифракційних методів 
діагностики структури реальних кристалів, 
поки що, не дає строгих аналітичних роз-
в'язків навіть для простих дефектів. Тому 
сьогодні широко використовують моделю-
вання дифракційних процесів у реальних 
кристалах, які містять дефекти кристалічної 
будови. Кількісні і якісні розподіли дефор-
маційних полів в областях локалізації дефек-
тів на Х-хвильових топограмах визначаються 
шляхом співставлення змодельованих і екс-
периментально отриманих зображень. 
Особливо складно проаналізувати при-

роду утворення дифракційного контрасту 
для кристалів, які містять комплекси дефек-

тів різного типу і концентрацій. Це обумов-
лено тим, що ще не встановлено роль усіх 
факторів, які впливають на розподіл інтен-
сивності Х-хвиль у реальних кристалах. Як 
правило, не завжди відомий результуючий 
вплив дії декількох факторів, хоча для кож-
ного з них він може бути добре відомий. 
Значно спростити задачу вивчення ком-

бінованого впливу дефектів на дифракцію 
Х-хвиль можна використовуючи моделю-
вання в спеціально підібраних умовах, де 
дифракційні ефекти проявляються більш в 
повній мірі, а вплив зовнішніх чинників керо-
ваний. Найбільш ефективним є застосування 
для цієї мети моделі зосередженої сили, яка 
дозволяє створювати в кристалі як довгопе-
ріодні, так і локалізовані деформації. 
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Х-хвильова інтерферометрія на даний 
час є дуже потужним засобом дослідження 
медичних та біологічних зразків у фазовій 
томографії. При цьому на якість інтерферен-
ційних зображень суттєво впливають дефек-
ти структури та макродеформації, які при-
сутні у пластинах інтерферометра [1,2]. Не 
менш важливим є врахування розподілу 
фази в Х-хвильових пучках, які інтерферу-
ють в аналізаторі інтерферометра. Тому до-
слідження впливу різноманітних факторів 
на формування муарових зображень є прак-
тично важливим завданням. 
Багатьма дослідниками показано: 
• створене інтерференційною взаємодією 

хвильових полів унікальне фазове зобра-
ження – муар, дозволяє безпосередньо ви-
значати зміщення атомних площин криста-
лічної гратки [3]; 

• формування груп когерентних пучків 
Х-хвиль та їх взаємної суперпозиції є важли-
вим завданням Х-хвильової інтерферомет-
рії, що приводить до вивчення особливос-
тей динамічного розсіяння Х-хвиль в пружно 
деформованих монокристалах, і є важливим 
підгрунтям для подальшої розробки мето-
дик визначення компонент тензора дефор-
мацій у реальних монокристалах [4]; 

• Х-хвильові інтерферометричні методи 
є ефективними при визначенні показників 
заломлення та густин біологічних речовин, 
однорідності розподілу густини для непро-
зорих об'єктів у фазовій томографії [2,5]; 

• можливість формування топографіч-
ного зображення в результаті інтерференції 
висококогерентного падаючого і розсіяного 
об'єктом Х-хвиль таке, як і у відомій схемі 
осьової (in-line) голографії [6,7]; 

• ефективність методів цифрової оброб-
ки (методів вейвлет-аналізу) експеримента-
льних муарових і топографічних зображень 
для комп'ютерної реконструкції неоднорід-
ностей розподілів показників заломлення 
медико-біологічних об'єктів [8,9]. 

Методика проведення числового екс-
перименту 
Якщо в одній із пластин Х-хвильового 

LLL-інтерферометра (рис.1) існують пору-

шення ідеальності кристалічної гратки, то 
це призводить до локальної зміни вектора 
дифракції з H

r
 на HH

rr
∆+  і, як наслідок, до 

зміни розподілу інтенсивностей R0 і Rh пуч-
ків в площині розсіяння і формування від-
повідної геометрії інтерференційної картини. 
При цьому принципове значення має різни-
ця фаз ϕ, з якою інтерферуючі хвилі прихо-
дять на поверхню кристала-аналізатора. 
Знаючи різницю фаз і зміну періодів муа-
рових смуг, можна дослідити вплив тих чи 
інших факторів на формування інтерферен-
ційного хвильового поля. 

 
Рис. 1. Схема Х-хвильового LLL-інтерферо-
метра: S – розчеплювач, М – дзеркало, А – 
аналізатор. 

Зауважимо, що теорія Джіверса [10], роз-
винена для дифракції електронів, може бути 
застосовна і для розсіювання Х-хвиль у ви-
падку симетричних відбивань. Тоді інтерфе-
ренційне хвильове поле, яке формується на 
виході з інтерферометра [11-13] має вигляд: 
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результуючі хвильові поля вздовж напрям-
ків I і II після дифракційного відбивання і 
заломлення (індекси 0 і h, відповідно) в плас-
тинах S, М і А LLL-інтерферометра (рис.1). 
Знак "*" – комплексно спряжена величина. 

Для спрощення розрахунків можна вва-
жати, що після проходження перших плас-
тин інтерферометра в кристалі-аналізаторі 
А накладаються лише дві плоскі когерентні 
хвилі рівної інтенсивності: 
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Тоді розподіл інтенсивності, який виникає 
в аналізаторі інтерферометра, можна описа-
ти такою суперпозицією хвильових полів: 
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де ϕ=ϕI–ϕII – різниця фаз, що набігає вздовж 
одного з напрямків I або II. 
У слабко деформованих кристалах або 

на значній відстані від джерела деформації 
(наприклад, лінії дислокації) амплітуди E0,h 
хвильових полів повільно змінюються і фор-
мування муарової картини пов'язано, в ос-
новному, з їх фазовою невідповідністю. Це 
дозволяє використовувати ейкональне на-
ближення теорії Като [14], в якій вектор 
дифракції H

r
 є функцією просторових ко-

ординат і грає роль повільно змінюваного 
показника заломлення. У цьому випадку 
розмір неоднорідності L перевищує екстин-
ційну довжину Λ. Такий підхід дозволяє 
виділити в амплітудах швидкозмінні фазові 
множники [15]: 
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де S+, S– – два ейконали (фази), що відпові-
дають двом різним гілкам дисперсійної по-
верхні. 
Для знаходження комплексних амплітуд 

хвиль на виході з кристала-аналізатора ви-
користовуємо систему рівнянь Такагі [16], 

яку після підстановки (5), можна предста-
вити у вигляді: 
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−α=α 2)( 0 , α0 – характе-

ризує розорієнтацію кристалу як цілого, 
2/)(~

hhC χχ|=|χ , H
r

 – вектор дифракції, U
r

 – 
поле зміщень. 
Для опису хвильового поля всередині 

однієї з пластин інтерферометра викорис-
товуємо наближення [17] 

)],(2exp[ rrHHihh
A rrrr

∆+∆+π−χ=χ ,    (8) 
де rr∆  описує зміщення або поворот атом-
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них площин, χh – коефіцієнт Фур'є-поляри-
зованості. 
Оскільки )( HrrH

rrrr
∆−=∆ , то в (8) замі-

нимо аргумент функції ),( rrHH rrrr
∆+∆+  на 

)()( HrrH
rrrr

∆+∆ . 
Існування нетривіального рішення рів-

няння 0̂ˆˆ =EDs  вимагає, щоб детермінант 

матриці sD̂  дорівнював нулю. У розгорну-

тому вигляді це умова для ейконалів +S  і 
−S  є рівнянням в частинних похідних пер-

шого порядку [11]: 
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Рівняння (9) аналогічно одновимірному 
релятивістському рівнянню Гамільтона-
Якобі для частинки масою χ± ~  в деякому 
змінному зовнішньому полі, тобто: 
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Відмінність полягає в тому, що коефіці-
єнт χ~  комплексна величина ( )γ−χ=χ i~  і, 

як наслідок, траєкторії і ейконали +S  і −S  
також комплексні. Фізично це обумовлено 
загасанням Х-хвильового поля в кристалі. 
У разі довільних χ і γ рівняння (9) переходить 
в систему двох нелінійних рівнянь щодо дій-
сної та уявної частин ейконалу iqsS += . 
Оскільки для Х-хвиль s>q, то можна вва-
жати, що уявна складова ейконалу незначна 
порівняно з її дійсною частиною. 
Використовуючи загальний метод теорії 

збурень і опускаючи громіздкі проміжні 
викладки, отримаємо рівняння, які при ві-
домих граничних умовах для 0E  і hE  на 
вхідній поверхні кристала дозволяють ви-
значити в нульовому та першому набли-
женні зміну амплітуди поля вздовж траєк-
торії: 
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У загальному випадку фаза дифрагова-
ного інтерференційного пучка пов'язана з 
фазою структурної амплітуди бреггівських 
відбивань. Якщо відбиваючі площини де-
формовані, то ефективна фаза структурної 
амплітуди локально модифікується. Коли 
така дифрагована хвиля в кристалі інтерфе-
рує з іншою хвилею, то локальні зміни ін-
тенсивності спостерігаються вздовж пере-
різу пучка. Отримане зображення буде то-
пографічною картиною розподілу локаль-
них спотворень гратки [1,20].  
Якщо трикристальний інтерферометр 

формує картину муару внаслідок зсувів 
атомних площин у кристалі-аналізаторі по 
відношенню до двох перших пластин LLL-
інтерферометра, то ці зсуви описуються 
функцією 

)(rUr rrr
=∆ .                     (11) 

Фазовий зсув між дифрагованими хви-
лями в аналізаторі, дорівнює 

UH
rr

π=ϕ 2 .                     (12) 

Якщо зміщення )(rUr rrr
=∆  таке, що H

r
∆  

не залежить від rr , то вираз (12) аналогіч-
ний Λ−π /)(2 0xx . Оскільки ϕ входить до 
аргументу експоненціальної функції, то муа-
рова картина буде мати вигляд періодичних 
контурів однакової інтенсивності, перпен-
дикулярних до вектора H

r
∆ . При цьому, 

якщо відстані між пластинами інтерферо-
метра не одинакові або вони повернені, або 
зміщені, то це відобразиться відповідним 
вигином муарових смуг і істотно зміниться 
їх контрастність [10,19]. 
Якщо поле зміщень дефекту )(rU rr

 склад-
ним чином залежить від координат, то фаза 
ϕ, яка набігає вздовж одного з шляхів роз-
повсюдження хвильового поля, визначаєть-
ся функцією зміщень атомних площин, яка 
не володіє парністю до зміни напрямку век-
тора дифракції H

r
. 

Зазначимо, що в аналізі експерименталь-
них муарових картин розглядають, в основ-
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ному, три характерних випадки залежності 
періоду муарових смуг Λi від величини H

r
∆  

[1, 20-23]: 

dd
d

dd
dd

ddΗD
D //1/1

11

12

21

21 ∆
≅

−
=

−
=

∆
=Λ  – 

дилатаційний муар, коли кристалічна грат-
ка одного з кристалів інтерферометра стис-
нута або розтягнута; 

( ) ε
=

ε
=

∆
=Λ

d
dΗR

R )2/sin(2/1
11  – ротацій-

ний муар, коли змінюється тільки напрямок 
H
r

 на кут ε, а міжплощинні відстані 
ddd == 21 ; 

22
111









Λ

+







Λ

=
Λ RDM

 – змішаний муар, 

коли H
r

 змінюється як за величиною, так і 
за напрямком. 
Смуги дилатаційного муару паралельні 

напрямку площини дифракції, а ротаційно-
го – перпендикулярні. 
При дії зосередженої сили P на напівбез-

межне середовище вздовж координати z 
поле атомних зміщень описується співвід-
ношенням [24]: 
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(13) 

де 222 zyxr ++= , xi
r

, yi
r

, zi
r

 – одиничні 

орти осей координат, G – модуль зсуву, ν – 
коефіцієнт Пуассона, Р – навантаження. 
Співвідношення (13) дозволяє підбором 

величини навантаження Р, напрямом дії і 
областями розміщення локальних сил на 
поверхні кристала моделювати поля пруж-
них напружень і деформацій, які можуть 
виникати у разі нанесення подряпин або 
утворень дислокаційних скупчень. 
Отже, використовуючи вирази (10) для 

амплітуд хвильового поля 0E  і hE , а також 
враховуючи співвідношення (3), (4) і (6) 

отримуємо можливість моделювання муа-
рових розподілів інтенсивності при наявно-
сті різних структурних дефектів у пласти-
нах інтерферометра, або у випадку дії пев-
ним чином розподілених зосереджених сил 
на вихідну поверхню кристала-аналізатора 
рентгенівського LLL-інтерферометра [11-
13, 25,26]. 

Результати і обговорення 
Для модельного представлення подря-

пини у вигляді нерівномірного розподілу 
сил в рядах, необхідного збільшення зага-
льної деформації на краях, що можна дося-
гти або збільшенням абсолютного значення 
сил на краях (рис.2 крива 1), або згущенням 
однакових сил від середини до країв (рис.2 
крива 2). В даній роботі вибрано обидва ва-
ріанти. Зосереджені сили були різні за ве-
личиною і розміщувалися параболічно, 
експоненціально і хаотично (їх кількість 
дорівнює семи). Такий вибір базувався на 
дослідженнях проведених в праці [18]. 
Тут і надалі під "потужністю" подряпини 

будемо розуміти суму всіх зосереджених сил, 
які ми розподілили в кількості семи і визна-
чили у співвідношенні (11). Зростання по-
тужності мікроподряпини Р в цілому при-
водить до збільшення числа муарових смуг 
і зменшення їх періодів та більш сильного 
вигину смуг структурного муару. Спостеріга-
ється також зміна контрасту центральної 
смуги (темна-біла-темна-біла). Вочевидь це 
мусить свідчити про витіснення чергової сму-
ги структурного муару за границі картини. 

 
Рис.2. Схема нерівномірного за величиною 
(1) і розташуванням (2) розподілу сил вздовж 
подряпини. 
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На експериментальному муаровому зо-
браженні подряпини на рис.3 спостеріга-
ється асиметрія не тільки в розподілі муа-
рових смуг з обох кінців подряпини – у 
правій частині муарові смуги більш витяг-
нуті вздовж подряпини (еліпсоподібні), в 
лівій – колоподібні і водночас на одну муа-
рову смугу більше. Це може свідчити про 
те, що при скрайбуванні навантаження на 
початку було більше ніж на закінченні по-
дряпини. Проведені теоретичні розрахунки 
муарових картин на рис.4 підтверджують 
цю гіпотезу. 

На рис.4-7 наведені розраховані топо-
грами, змодельовані при різних варіантах 
розміщення різних за величиною зосередже-
них сил, але при їх рівномірному місцепо-
ложенню. Вибрані найбільш показові муа-
рові зображення. На рис.5 розраховані муа-
рові картини при параболічному розподілі 
за величиною зосереджених сил. Деформа-
ційні муарові смуги формуються на закін-
ченнях подряпини – в області більш знач-
них за величиною зосереджених сил. В об-
ласті менших за величиною деформаційних 
полів формується тонка структура муару.  

 а)    б) 
Рис.3. Експериментальні муарові зображення подряпин, утворених індентором вздовж напрямку 

]101[  на вхідній поверхні Si (111) аналізатора LLL-інтерферометра [27] (лінія подряпини паралельна 

220H
r

): без структурного муару, L=1 мм, P=0,2 Н (a), при наявності фазового муару L=2 мм, P=0,4 Н (б). 
Відбивання (220) CuKα-випромінювання.  

 
                     (15,9,6,6,6,3,3)                     (15,9,6,6,6,3,3)               (24,15,10,10,10,5,5) 

      г)   д)   е) 
                (15,15,15,13,10,10,10)           (30,18,15,12,9,6,3)          (30,18,15,15,15,10,10) 

Рис.4. Розраховані муарові зображення модельних подряпин із 7 експоненційно розподілених зосере-
джених сил в ряд через 800 мкм без структурного муару (а) та при його наявності Λ=1800 мкм (б-е). 
Подряпина знаходиться паралельно вектору дифракції. Відбивання (220) CuКα1. Значення величини 
зосереджених сил вказані під відповідними рисунками. 
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Із збільшенням потужності подряпини 
зростає кількість і період муарових смуг і 
відбувається зближення двох груп муаро-
вих смуг (рис.5б-г). 
На рис.6 розподіл сил на центральній час-

тині подряпини рівномірний і різко збіль-
шується лише при наближенні до її кінців. 
Із збільшенням потужності Р подряпини кі-
лькість муарових смуг зростає, та зближу-
ються перші з утворених по центру смуги. 
Основна відмінність між муаровими карти-
нами на рис.5 і рис.6 в тонкій структурі 
розподілу інтенсивності вздовж подряпини. 
Цікаво, що різні за потужністю ділянки 

подряпини формують не тільки різну кіль-
кість деформаційних смуг, але й зміщують 

геометричний центр початку утворення де-
формаційних муарових смуг в бік прикла-
дання значніших за величиною зосередже-
них сил, тобто в центр рівноваги деформа-
ційного поля. 
На рис.7 зосереджені сили є значними не 

тільки на закінченнях подряпини, але й в 
самому центрі. Стає очевидним, що муарові 
смуги починаються в області локалізації 
деформаційного поля поблизу зосередже-
ного навантаження. Різниця з попередніми 
картинами – в перетині деформаційних муа-
рових смуг в областях локалізації зосере-
дженого навантаження, а також в тонкій 
структурі деформаційного муару поблизу 
лінії подряпини. 

 а)    б) 
                                        (15,9,6,3,6,9,15)                  (15,9,6,3,6,9,15) 

 в)    г) 
                                     (24,15,12,8,12,15,24)          (30,24,12,6,12,24,30)  

Рис.5. Теж, що й рис.4, але розподіл зосереджених сил параболічний. 

 а)   б)   в) 
                  (15,9,6,6,6,9,15)                  (15,9,6,6,6,9,15)               (24,15,9,9,9,15,24) 

Рис.6. Теж, що й рис.4, але розподіл сил на центральній частині подряпини рівномірний і різко збіль-
шується лише при наближенні до її кінців. 
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 а)   б)   в) 
                 (15,9,6,15,6,9,15)                (15,9,6,15,6,9,15)            (24,15,12,24,12,15,24) 

Рис.7. Теж, що й рис.4, але розподіл хаотичний. 

Отже, вибрані розподіли за величиною 
зосереджених сил, в цілому, формують різ-
ні за формою деформаційні смуги. При 
цьому, формування деформаційних муаро-
вих смуг поблизу областей локалізації зна-
чних за величиною деформаційних полів 
поблизу зосередженого навантаження та на 
значних відстанях від них, суттєвим чином 
залежить від характеру розподілу величини 
зосередженого навантаження по довжині 
подряпини. 
Взаємодія структурного (фазового) і де-

формаційного муарів суттєво залежить від 
періоду першого. Фазовий муар подавляє 
або звужує область проявлення деформа-
ційного муару. 
На картинах без структурного муару 

спостерігається взаємодія деформаційних 
полів мікропоряпин через формування від-
повідних муарових розподілів інтенсивнос-
ті, які залежать від величини та відстані 
між зосередженими локальними силами, 
характеру їх розподілу – рівномірного або 
нерівномірного. Отже, формування муаро-
вих зображень залежить від величини при-
кладених локальних сил (слабких або силь-
них деформацій), відстані між ними та від 
періоду фазового муару. 
Разом з тим було цікаво чи існує функціо-

нальна залежність кількості муарових смуг 
від суми розподілених по подряпині зосе-
редженних сил Р. Для цього за допомогою 
програми Image Profil визначалась кількість 
муарових смуг на однаковій довжині L в 
одному місці на серіях розрахованих муа-
рових зображень. Кожна серія відрізнялась 
характером розподілу сил. 
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Рис.8. Залежність кількості муарових смуг від 
потужності зосереджених сил вздовж лінії 
подряпини, нанесеної паралельно вектору 
дифракції. (Лінія виміру показана на рис.4б). 

На графіку (рис.8) наведено залежність 
кількості смуг від сумарного навантаження 
для рівномірного, параболічного і експоне-
нційного розподілів. Для симетричних від-
носно центру подряпини розподілів плавне 
зростання, а для експоненційного розподілу 
залежності не виявлено. 
Отже, характер утворення муарової кар-

тини залежить не від характеру загального 
деформаційного поля створеного при нане-
сенні подряпини, а визначається локальними 
областями найбільшої деформації безпосе-
редньо біля подряпини. 

Висновки 
Досліджено особливості формування му-

арових картин у випадку дії паралельно ве-
ктору дифракції, певним чином розподіле-
них локальних зосереджених сил, на вихід-
ну поверхню кристала-аналізатора трикри-
стального LLL-інтерферометра. Таке моде-
лювання дозволяє відтворювати складні 
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розподіли деформацій в реальних кристалах. 
Межі візуалізації деформаційних муаро-

вих смуг нелінійно залежать від періоду 
фазового муару, величини навантаження 
локальних зосереджених сил і характеру їх 
розподілу. 
Наявність фазового муару змінює (змен-

шує) область візуалізації деформаційного 
муару і дозволяє вимірювати потужність і 
характер спадання деформаційного поля 
подряпини. Наприклад, при збільшенні пе-
ріоду фазового муару на 30% область візу-
алізації деформаційного муару зростає на 
20% і навпаки. 
Характер утворення муарової картини 

залежить не від характеру загального дефо-
рмаційного поля створеного при нанесенні 
подряпини, а визначається локальними об-
ластями найбільшої деформації безпосере-
дньо біля подряпини. 
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