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Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò âîäíîãî ãîñïîäàðñòâà òà ïðèðîäîêîðèñòóâàííÿ, Ðiâíå

ÓÌÎÂÈ ÎÁÌÅÆÅÍÎÑÒI ÐÎÇÂ'ßÇÊIÂ
ÍÅËIÍIÉÍÎÃÎ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÎÃÎ ÐIÂÍßÍÍß

x′′ + F (x′, x) = y(t)

Íàâåäåíî óìîâè iñíóâàííÿ îáìåæåíèõ íà R ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâ-
íÿííÿ x′′ + F (x′, x) = y(t), t ∈ R.

We obtain a conditions for the existence of bounded on the R solutions of nonlinear di�erential
equation x′′ + F (x′, x) = y(t), t ∈ R.

1. Îñíîâíèé îá'¹êò äîñëiäæåíü. Ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç C0 áàíàõîâèé ïðîñòið îáìå-
æåíèõ i íåïåðåðâíèõ íà R ôóíêöié x = x(t)
çi çíà÷åííÿìè â R iç íîðìîþ

∥x∥C0 = sup
t∈R

|x(t)|,

à ÷åðåç Cm, äå m ∈ N, � áàíàõîâèé ïðî-
ñòið åëåìåíòiâ x ïðîñòîðó C0, äëÿ êîæíîãî

ç ÿêèõ
dx

dt
, . . . ,

dmx

dtm
∈ C0, ç íîðìîþ

∥x∥Cm = sup
k=0,m

∥∥∥∥dkxdtk
∥∥∥∥
C0

.

Òóò
d0x

dt0
= x.

Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

d2x

dt2
+ F

(
dx

dt
, x

)
= h(t), t ∈ R, (1)

äå F : R2 → R � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ i
h ∈ C0.

Ó öüîìó ðiâíÿííi ôóíêöiÿ F ìîæå áóòè
íåäèôåðåíöiéîâíîþ â óñiõ òî÷êàõ ìíîæèíè
R2.

Íàñ öiêàâèòèìóòü óìîâè iñíóâàííÿ îáìå-
æåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1).

Çàçíà÷èìî, ùî íåëiíiéíi äèôåðåíöiàëü-
íi ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó áóëè îá'¹êòîì
äîñëiäæåíü áàãàòüîõ ìàòåìàòèêiâ (äèâ., íà-
ïðèêëàä, [1]�[6]). Îñîáëèâà óâàãà áóëà ïðè-
äiëåíà ç'ÿñóâàííþ óìîâ iñíóâàííÿ ïåðiîäè÷-
íèõ ðîçâ'ÿçêiâ öèõ ðiâíÿíü.

2. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò. Ïðè äîñëiäæå-
ííi ðiâíÿííÿ (1) áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ëi-
íiéíèé îïåðàòîð Lk1,k2 : C

2 → C0, ùî âèçíà-
÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

(Lk1,k2x)(t) =
d2x(t)

dt2
+ k1

dx(t)

dt
+ k2x(t), (2)

äå k1 i k2 � òàêi äiéñíi ÷èñëà, ùî öåé îïå-
ðàòîð ìà¹ íåïåðåðâíèé îáåðíåíèé L−1

k1,k2
, i

x ∈ C2. Ìíîæèíó âñiõ òàêèõ îïåðàòîðiâ ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç E .
Òåîðåìà 1. Íåõàé äëÿ êîæíîãî ÷èñëà

H > 0 iñíóþòü òàêi ÷èñëî r > 0 i îïåðà-
òîð Lk1,k2 ∈ E , ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

max
|x1|6r, |x2|6r

∣∣F (x1, x2)− (k1x1 + k1x2)
∣∣ 6

6 r∥∥L−1
k1,k2

∥∥
L(C0,C1)

−H. (3)

Òîäi äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ h ∈ C0 ðiâíÿííÿ
(1) ìà¹ õî÷à á îäèí ðîçâ'ÿçîê x ∈ C2.

Öå òåîðåìà � îêðåìèé âèïàäîê òåîðåìè
ïðî iñíóâàííÿ îáìåæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíié-
íèõ äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâ-
íÿíü ç âèêîðèñòàííÿì ëîêàëüíèõ ëiíiéíèõ
àïðîêñèìàöié ðiâíÿíü [7].

Ùîá ìîæíà áóëî çàñòîñîâóâàòè òåîðåìó
1 äî ðiâíÿííÿ (1), ïîòðiáíî çíàòè, êîëè îïå-
ðàòîð Lk1,k2 : C2 → C0 ìà¹ îáåðíåíèé íå-
ïåðåðâíèé îïåðàòîð L−1

k1,k2
, çîáðàæåííÿ îïå-

ðàòîðà L−1
k1,k2

i íîðìó
∥∥L−1

k1,k2

∥∥
L(C0,C1)

. Òîìó
äàëi íàâåäåìî óìîâè íåïåðåðâíî¨ îáîðîòíî-
ñòi îïåðàòîðà Lk1,k2 , ç'ÿñó¹ìî, â ÿêîìó âèãëÿ-
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äi ïîäà¹òüñÿ îïåðàòîð L−1
k1,k2

, i çíàéäåìî äëÿ
öüîãî îïåðàòîðà íîðìó

∥∥L−1
k1,k2

∥∥
L(C0,C1)

.

3. Óìîâè îáîðîòíîñòi Lk1,k2 i çîáðà-
æåííÿ L−1

k1,k2
. Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòíå ðiâíÿ-

ííÿ
λ2 + k1λ+ k2 = 0.

Ðîçâ'ÿçêàìè öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ äiéñíi ÷èñëà

λ1 =
−k1 −

√
k21 − 4k2
2

, (4)

λ2 =
−k1 +

√
k21 − 4k2
2

, (5)

ÿêùî
k21 − 4k2 ≥ 0,

i êîìïëåêñíi ÷èñëà

λ1 =
−k1 − i

√
4k2 − k21

2
, (6)

λ2 =
−k1 + i

√
4k2 − k21

2
, (7)

ÿêùî
k21 − 4k2 < 0.

Çãiäíî ç [8] âèçíà÷åíèé ðiâíiñòþ (2) îïå-
ðàòîð Lk1,k2 ìà¹ íåïåðåðâíèé îáåðíåíèé
L−1
k1,k2

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

{λ1, λ2} ∩ {z ∈ C : Re z = 0} = ∅. (8)

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêè:
1) k1 > 0, k2 > 0, k21 > 4k2;
2) k1 < 0, k2 > 0, k21 > 4k2;
3) k1 > 0, k21 = 4k2;
4) k1 < 0, k21 = 4k2;
5) k1 > 0, k21 < 4k2;
6) k1 < 0, k21 < 4k2;
7) k2 < 0.

Î÷åâèäíî, ùî òiëüêè â öèõ âèïàäêàõ âè-
êîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (8).

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî îïåðàòîð L−1
k1,k2

ó
âèïàäêàõ 1) i 5) ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

(L−1
k1,k2

y)(t) =

=

t∫
−∞

eλ2(t−s) − eλ1(t−s)

λ2 − λ1
y(s)ds, (9)

ó âèïàäêàõ 2) i 6) � ó âèãëÿäi

(L−1
k1,k2

y)(t) =

=

+∞∫
t

eλ1(t−s) − eλ2(t−s)

λ2 − λ1
y(s)ds, (10)

ó âèïàäêó 3) � ó âèãëÿäi

(L−1
k1,k2

y)(t) =

t∫
−∞

(t− s)eλ1(t−s)y(s)ds, (11)

ó âèïàäêó 4) � ó âèãëÿäi

(L−1
k1,k2

y)(t) =

+∞∫
t

(s− t)eλ1(t−s)y(s)ds (12)

i ó âèïàäêó 7) � ó âèãëÿäi

(L−1
k1,k2

y)(t) =

=

t∫
−∞

eλ1(t−s)y(s)

λ1 − λ2
ds+

+∞∫
t

eλ2(t−s)y(s)

λ1 − λ2
ds, (13)

äå y ∈ C0.
4. Çíàõîäæåííÿ íîðìè

∥∥L−1
k1,k2

∥∥
L(C0,C1)

.

Âèçíà÷èìî íîðìó
∥∥L−1

k1,k2

∥∥
L(C0,C1)

â êîæíîìó
ç ðîçãëÿíóòèõ âèïàäêiâ.

4.1. Äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ. Ïðè
çíàõîäæåííi íîðìè

∥∥L−1
k1,k2

∥∥
L(C0,C1)

áóäåìî

âèêîðèñòîâóâàòè ñïiââiäíîøåííÿ (9)�(13) òà
íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
Ëåìà 1. Íåõàé ôóíêöiÿ G : R → R íåïå-

ðåðâíà íà R \ {0} i äëÿ äåÿêèõ ÷èñåë N ≥ 1
i γ > 0 çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

|G(t)| ≤ Ne−γ|t|, t ∈ R. (14)

Òîäi äëÿ íîðìè ∥Υ∥L(C0,C0) ëiíiéíîãî íåïå-
ðåðâíîãî îïåðàòîðà Υ : C0 → C0, ùî âèçíà-
÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

(Υx)(t) =

∫
R

G(t− s)x(s)ds,

äå x ∈ C0, âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

∥Υ∥L(C0,C0) =

∫
R

|G(s)|ds. (15)
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Äîâåäåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî

∥Υ∥L(C0,C0) =

= sup
∥x∥C0=1, t∈R

∣∣∣∣∣∣
∫
R

G(t− s)x(s)ds

∣∣∣∣∣∣ . (16)

Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî íîðìîâàíîãî åëåìåí-
òà x ∈ C0 (∥x∥C0 = 1) âèêîíóþòüñÿ ñïiââiä-
íîøåííÿ

sup
∥x∥C0=1, t∈R

∣∣∣∣∣∣
∫
R

G(t− s)x(s)ds

∣∣∣∣∣∣ 6
6 sup

∥x∥C0=1, t∈R

∫
R

∣∣G(t− s)
∣∣|x(s)|ds 6

6 sup
t∈R

∫
R

|G(t− s)|ds =
∫
R

|G(s)|ds,

òî

∥Υ∥L(C0,C0) ≤
∫
R

|G(s)|ds. (17)

Äàëi âèêîðèñòà¹ìî î÷åâèäíå ñïiââiäíîøåí-
íÿ

sup
∥x∥C0=1, t∈R

∣∣∣∣∣∣
∫
R

G(t− s)x(s)ds

∣∣∣∣∣∣ >
> sup

∥x∥C0=1

∣∣∣∣∣∣
∫
R

G(−s)x(s)ds

∣∣∣∣∣∣ (18)

i íåïåðåðâíi é îáìåæåíi íà R ôóíêöi¨

yn(t) =
zn(t)

∥zn∥C0

, n ∈ N,

äå

zn(t) =


2n+1
√
sin |t|G(−t), ÿêùî |t| ≤ π

2
,

2n+1
√
G(−t), ÿêùî |t| > π

2
.

Î÷åâèäíî, ùî

∥yn∥C0 = 1, n ∈ N,

i
lim

n→+∞
yn(t) =

=

 1, ÿêùî G(−t) > 0,
0, ÿêùî t = 0 àáî G(−t) = 0,
−1, ÿêùî G(−t) < 0.

Òîìó çàâäÿêè (14)

lim
n→+∞

∣∣∣∣∣∣
∫
R

G(−s)zn(s)ds

∣∣∣∣∣∣ =
=

∫
R

G(−s) lim
n→+∞

zn(s)ds =

=

∫
R

|G(−s)|ds =
∫
R

|G(s)|ds.

Iç öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ òà ñïiââiäíîøåíü
(16) i (18) âèïëèâà¹, ùî òàêîæ

∥Υ∥L(C0,C0) >
∫
R

|G(s)|ds.

Òîìó íà ïiäñòàâi (17) âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíî-
øåííÿ (15).

Ëåìó 1 äîâåäåíî.
Äàëi çíàéäåìî íîðìó

∥∥L−1
k1,k2

∥∥
L(C0,C1)

.

4.2. Âèïàäîê k1 > 0, k2 > 0, k21 > 4k2.
Âèçíà÷èìî

∥∥L−1
k1,k2

∥∥
L(C0,C1)

, óðàõîâóþ÷è, ùî∥∥L−1
k1,k2

∥∥
L(C0,C1)

= max{a, b},

äå
a = sup

∥y∥C0=1

∥∥L−1
k1,k2

y
∥∥
C0
,

b = sup
∥y∥C0=1

∥∥∥∥∥d
(
L−1

k1,k2
y
)

dt

∥∥∥∥∥
C0

.

Îñêiëüêè

eλ2(t−s) − eλ1(t−s) > 0,

ÿêùî s < t, òî çàâäÿêè ñïiââiäíîøåííþ (9) i
ëåìi 1

sup
∥y∥C0=1

∥∥L−1
k1,k2

y
∥∥
C0

=

=
1

λ2 − λ1

0∫
−∞

(
e−λ2s − e−λ1s

)
ds =

=
1

λ2 − λ1

(
− 1

λ2
+

1

λ1

)
=

1

λ1λ2
=

1

k2
.
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Òóò âèêîðèñòàíî òå, ùî λ1λ2 = k2.
Îòæå, ∥∥L−1

k1,k2

∥∥
L(C0,C0)

=
1

k2
. (19)

Òåïåð âèçíà÷èìî sup
∥y∥C0=1

∥∥∥∥∥d
(
L−1
k1,k2

y
)

dt

∥∥∥∥∥
C0

.

Âèêîðèñòà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

d
(
L−1
k1,k2

y
)
(t)

dt
=

=

t∫
−∞

λ2e
λ2(t−s) − λ1e

λ1(t−s)

λ2 − λ1
y(s)ds, (20)

ùî âèïëèâà¹ ç (9). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç t∗ äî-
äàòíå ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî

λ2e
λ2t∗ − λ1e

λ1t∗ = 0. (21)

Òàêå ÷èñëî iñíó¹, îñêiëüêè ôóíêöiÿ

µ(t) = λ2e
λ2t − λ1e

λ1t

íåïåðåðâíà íà ïðîìiæêó [0,+∞),

µ(0) > 0

i
µ(t) < 0

äëÿ âñiõ äîñèòü âåëèêèõ äîäàòíèõ t. Òîìó íà
ïiäñòàâi (20) i ëåìè 1

sup
∥y∥C0=1

∥∥∥∥∥d
(
L−1
k1,k2

y
)

dt

∥∥∥∥∥
C0

=

=

0∫
−∞

∣∣λ2e−λ2s − λ1e
−λ1s

∣∣
λ2 − λ1

ds =

=

+∞∫
0

∣∣λ2eλ2t − λ1e
λ1t
∣∣

λ2 − λ1
dt =

=

t∗∫
0

∣∣λ2eλ2t − λ1e
λ1t
∣∣

λ2 − λ1
dt+

+

+∞∫
t∗

∣∣λ2eλ2t − λ1e
λ1t
∣∣

λ2 − λ1
dt =

=

t∗∫
0

λ2e
λ2t − λ1e

λ1t

λ2 − λ1
dt+

+

+∞∫
t∗

λ1e
λ1t − λ2e

λ2t

λ2 − λ1
dt =

2
(
eλ2t∗ − eλ1t∗

)
λ2 − λ1

.

Îñêiëüêè íà ïiäñòàâi (21)

t∗ =
1

λ2 − λ1
ln
λ1
λ2
,

òî

sup
∥y∥C0=1

∥∥∥∥∥d
(
L−1

k1,k2
y
)

dt

∥∥∥∥∥
C0

=

=

2

((
λ1

λ2

) λ2
λ2−λ1 −

(
λ1

λ2

) λ1
λ2−λ1

)
λ2 − λ1

. (22)

Îòæå, çàâäÿêè (19) i (22) ñïðàâäæó¹òüñÿ
ðiâíiñòü ∥∥L−1

k1,k2

∥∥
L(C0,C1)

=

= max


1

k2
,

2

((
λ1

λ2

) λ2
λ2−λ1 −

(
λ1

λ2

) λ1
λ2−λ1

)
λ2 − λ1

 .

Íà ïiäñòàâi (4) i (5)∥∥L−1
k1,k2

∥∥
L(C0,C1)

=

= max

{
1

k2
, ω1(k1, k2)

}
, (23)

äå
ω1(k1, k2) =

=

2

(
k21−2k2+|k1|

√
k21−4k2

2k2

)−|k1|+
√

k21−4k2

2
√

k21−4k2√
k21 − 4k2

−

−
2

(
k21−2k2+|k1|

√
k21−4k2

2k2

)−|k1|−
√

k21−4k2

2
√

k21−4k2√
k21 − 4k2

. (24)

4.3. Âèïàäîê k1 < 0, k2 > 0, k21 > 4k2.
Ó öüîìó âèïàäêó äëÿ

∥∥L−1
k1,k2

∥∥
L(C0,C1)

òà-

êîæ âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (23). Öå
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ìîæíà âñòàíîâèòè áåçïîñåðåäíüî, âèêîðè-
ñòîâóþ÷è (10) çàìiñòü (9). Ìîæíà òàêîæ çâå-
ñòè öåé âèïàäîê äî ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó
çàìiíîþ t íà −t.

4.4. Âèïàäîê k1 > 0, k21 = 4k2. Ñïî÷àò-
êó çíàéäåìî

∥∥L−1
k1,k2

∥∥
L(C0,C0)

. Âèêîðèñòîâóþ-

÷è (11) i ëåìó 1, îòðèìó¹ìî

∥∥L−1
k1,k2

∥∥
L(C0,C0)

=

0∫
−∞

se−λ1sds =
1

λ21
=

1

k2
.

Îòæå, ∥∥L−1
k1,k2

∥∥
L(C0,C0)

=
1

k2
. (25)

Äàëi âèçíà÷èìî sup
∥y∥C0=1

∥∥∥∥∥d
(
L−1
k1,k2

y
)

dt

∥∥∥∥∥
C0

.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ

d
(
L−1
k1,k2

y
)
(t)

dt
=

=

t∫
−∞

(1 + λ1(t− s))eλ1(t−s)y(s)ds,

ùî âèïëèâà¹ ç (11), òà äîäàòíå ÷èñëî

τ ∗ = −λ−1
1 , (26)

íà ïiäñòàâi 1 îòðèìó¹ìî

sup
∥y∥C0=1

∥∥∥∥∥d
(
L−1
k1,k2

y
)

dt

∥∥∥∥∥
C0

=

=

0∫
−∞

∣∣(1− λ1s)e
−λ1s

∣∣ ds =
=

+∞∫
0

|1 + λ1τ |eλ1τdτ =

=

τ∗∫
0

(1 + λ1τ)e
λ1τdτ −

+∞∫
τ∗

(1 + λ1τ)e
λ1τdτ =

=
(
τeλ1τ∗

)∣∣τ∗
0

−
(
τeλ1τ∗

)∣∣+∞
τ∗

= 2τ ∗eλ1τ∗ .

Òîìó íà ïiäñòàâi (26) i òîãî, ùî λ21 = k2

sup
∥y∥C0=1

∥∥∥∥∥d
(
L−1
k1,k2

y
)

dt

∥∥∥∥∥
C0

=
2

e
√
k2
.

Iç öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ i (25) âèïëèâà¹, ùî∥∥L−1
k1,k2

∥∥
L(C0,C1)

= max

{
1

k2
,

2

e
√
k2

}
. (27)

4.5. Âèïàäîê k1 < 0, k21 = 4k2. Öåé
âèïàäîê çâîäèòüñÿ äî ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó
çàìiíîþ t íà −t. Òîìó òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü (27).

4.6. Âèïàäîê k1 > 0, k21 < 4k2. Âèçíà-
÷èìî

∥∥L−1
k1,k2

∥∥
L(C0(R,R),C1(R,R))

, âèêîðèñòàâøè

(9). Îñêiëüêè íà ïiäñòàâi (6) i (7)

eλ2τ − eλ1τ =

= e−
k1
2
τ

(
ei
√

4k2−k21
2

τ − e−i

√
4k2−k21

2
τ

)
=

= 2ie−
k1
2
τ sin

√
4k2 − k21

2
τ (28)

i

λ2 − λ1 = i
√
4k2 − k21,

òî (
L−1
k1,k2

y
)
(t) =

= 2

+∞∫
t

e−
k1
2
(t−s) sin

√
4k2−k21
2

(t− s)√
4k2 − k21

y(s) ds

i òîìó (
L−1
k1,k2

y
)
(t) =

= 2

+∞∫
0

e−
k1
2
τ sin

√
4k2−k21
2

τ√
4k2 − k21

y(t− τ) dτ

äëÿ âñiõ y ∈ C0 i t ∈ R.
Îòæå, íà ïiäñòàâi ëåìè 1∥∥L−1

k1,k2

∥∥
L(C0,C0)

=

=
2√

4k2 − k21

+∞∫
0

e−
k1
2
τ

∣∣∣∣∣sin
√

4k2 − k21
2

τ

∣∣∣∣∣ dτ.
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Ôóíêöiÿ

∣∣∣∣sin √
4k2−k21
2

τ

∣∣∣∣ ïåðiîäè÷íà ç ïåðiî-

äîì

T =
2π√

4k2 − k21
. (29)

Òîìó

2√
4k2 − k21

+∞∫
0

e−
k1
2
τ

∣∣∣∣∣sin
√

4k2 − k21
2

τ

∣∣∣∣∣ dτ =

= 2

T∫
0

e−
k1
2
τ

∣∣∣∣sin √
4k2−k21
2

τ

∣∣∣∣√
4k2 − k21

dτ

(
+∞∑
n=0

e−
k1
2
nT

)
=

=

T∫
0

e−
k1
2
τ

∣∣∣∣sin √
4k2−k21
2

τ

∣∣∣∣√
4k2 − k21

dτ
2

1− e−
k1
2
T
=

=

T∫
0

e−
k1
2
τ

∣∣∣∣sin √
4k2−k21
2

τ

∣∣∣∣√
4k2 − k21

dτ
2

1− e
− k1π√

4k2−k21

.

Íà ïiäñòàâi (28) i (29)

2√
4k2 − k21

T∫
0

e−
k1
2
τ

∣∣∣∣∣sin
√

4k2 − k21
2

τ

∣∣∣∣∣ dτ =

=
1

λ2 − λ1

T∫
0

(
eλ2τ − eλ1τ

)
dτ =

=
1

λ2 − λ1

(
eλ2τ

λ2
− eλ1τ

λ1

)∣∣∣∣T
0

=

=
1

λ2 − λ1

(
eλ2T

λ2
− eλ1T

λ1

)
+

1

λ1λ2
=

=
1

k2

(
1 +

λ1e
λ2T − λ2e

λ1T

λ2 − λ1

)
=

=
1

k2

(
1 +

λ1e
− k1

2
T − λ2e

− k1
2
T

λ2 − λ1

)
=

=
1

k2

(
1 + e−

k1
2
T
)
=

1

k2

(
1 + e

− k1π√
4k2−k21

)
.

Òóò âèêîðèñòàíî òå, ùî

eλ1T = eλ2T = e−
k1
2
T .

Îòæå,

∥∥L−1
k1,k2

∥∥
L(C0,C0)

=
1 + e

− k1π√
4k2−k21

k2

(
1− e

− k1π√
4k2−k21

) . (30)

Òåïåð âèçíà÷èìî sup
∥y∥C0=1

∥∥∥∥∥d
(
L−1

k1,k2
y
)

dt

∥∥∥∥∥
C0

.

Âèêîðèñòà¹ìî (6), (7) i ïîäàìî (20) ó âèãëÿäi√
4k2 − k21
2
√
k2

·
d
(
L−1
k1,k2

y
)
(t)

dt
=

=

+∞∫
0

e−
k1
2
τ

(√
4k2 − k21
2
√
k2

cos

√
4k2 − k21

2
τ−

− k1

2
√
k2

sin

√
4k2 − k21

2
τ

)
y(t− τ)dτ.

Îñêiëüêè(√
4k2 − k21
2
√
k2

)2

+

(
k1

2
√
k2

)2

= 1,

òî ìîæíà âèêîðèñòàòè ñïiââiäíîøåííÿ

sinα =

√
4k2 − k21
2
√
k2

, cosα =
k1

2
√
k2
,

äå

α = arcsin

√
4k2 − k21
2
√
k2

= arccos
k1

2
√
k2
.

Îòðèìà¹ìî√
4k2 − k21
2
√
k2

cos

√
4k2 − k21

2
τ−

− k1

2
√
k2

sin

√
4k2 − k21

2
τ =

= sin

(
α−

√
4k2 − k21

2
τ

)
.

Òîìó äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ y ∈ C0√
4k2 − k21
2
√
k2

·
d
(
L−1
k1,k2

y
)
(t)

dt
=
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=

+∞∫
0

e−
k1
2
τ sin

(
α−

√
4k2 − k21

2
τ

)
y(t− τ)dτ.

Îòæå, çàâäÿêè ëåìi 1√
4k2 − k21
2
√
k2

· sup
∥y∥C0=1

∥∥∥∥∥d
(
L−1
k1,k2

y
)

dt

∥∥∥∥∥
C0

=

=

+∞∫
0

e−
k1
2
τ

∣∣∣∣∣sin
(
α−

√
4k2 − k21

2
τ

)∣∣∣∣∣ dτ.
Âèçíà÷èìî ïðàâó ÷àñòèíó öi¹¨ ðiâíîñòi. Âè-
êîðèñòà¹ìî íîâó çìiííó iíòåãðóâàííÿ s, ùî
âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

α−
√
4k2 − k21

2
τ = −

√
4k2 − k21

2
s.

Òàêîæ âèêîðèñòà¹ìî ÷èñëî

τ0 =
2α√

4k2 − k21
.

Òîäi íà ïiäñòàâi (30)

+∞∫
0

2
√
k2e

− k1
2
τ√

4k2 − k21

∣∣∣∣∣sin
(
α−

√
4k2 − k21

2
τ

)∣∣∣∣∣ dτ =

=
2
√
k2e

− k1
2
τ0√

4k2 − k21

0∫
−τ0

e−
k1
2
s

∣∣∣∣∣sin
√
4k2 − k21

2
s

∣∣∣∣∣ ds+
+
2
√
k2e

− k1
2
τ0√

4k2 − k21

+∞∫
0

e−
k1
2
s

∣∣∣∣∣sin
√
4k2 − k21

2
s

∣∣∣∣∣ ds =
=

2
√
k2e

− k1
2
τ0√

4k2 − k21

0∫
−τ0

e−
k1
2
s

∣∣∣∣∣sin
√
4k2 − k21

2
s

∣∣∣∣∣ ds+

+

e−
k1
2
τ0

(
1 + e

− k1π√
4k2−k21

)
√
k2

(
1− e

− k1π√
4k2−k21

) =

=

e−
k1
2
τ0

(
1 + e

− k1π√
4k2−k21

)
√
k2

(
1− e

− k1π√
4k2−k21

) −

−2
√
k2e

− k1
2
τ0√

4k2 − k21

0∫
−τ0

e−
k1
2
s sin

√
4k2 − k21

2
sds.

Äàëi âèêîðèñòà¹ìî âiäîìó ôîðìóëó∫
eax sin bxdx =

eax(a sin bx− b cos bx)

a2 + b2
+ C,

äå C � äîâiëüíà ñòàëà [9]. Îòðèìà¹ìî

0∫
−τ0

e−
k1
2
s sin

√
4k2 − k21

2
sds =

=
e−

k1
2
s

k2

(
−k1

2
sin

√
4k2 − k21

2
s−

−
√

4k2 − k21
2

cos

√
4k2 − k21

2
s

)∣∣∣∣∣
0

−τ0

=

=
e

k1
2
τ0

k2

(
−k1

2
sin

√
4k2 − k21

2
τ0+

+

√
4k2 − k21

2
cos

√
4k2 − k21

2
τ0

)
−

−
√

4k2 − k21
2k2

=

=

e
k1
2
τ0

(
−k1

2
sinα +

√
4k2−k21
2

cosα

)
k2

−

−
√

4k2 − k21
2k2

= −
√
4k2 − k21
2k2

.

Òàêèì ÷èíîì,

−2
√
k2e

− k1
2
τ0√

4k2 − k21

∫
−τ0

e−
k1
2
s sin

√
4k2 − k21

2
sds+

+
e−

k1
2
τ0

√
k2

· 1 + e
− k1π√

4k2−k21

1− e
− k1π√

4k2−k21

=

=
e−

k1
2
τ0

√
k2

1 +
1 + e

− k1π√
4k2−k21

1− e
− k1π√

4k2−k21

 =
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=
2e−

k1
2
τ0

√
k2

(
1− e

− k1π√
4k2−k21

) =

=
2

√
k2

(
1− e

− k1π√
4k2−k21

)e− k1 arcsin

√
4k2−k21

2
√

k2√
4k2−k21

i

sup
t∈R, ∥y∥C0(R,R)=1

∣∣∣∣∣d
(
L−1
k1,k2

y
)
(t)

dt

∣∣∣∣∣ =

=
2

√
k2

(
1− e

− k1π√
4k2−k21

)e− k1 arcsin

√
4k2−k21

2
√

k2√
4k2−k21 .

Îòæå, ∥∥L−1
k1,k2

∥∥
L(C0,C1)

=

= max{ω2(k1, k2), ω3(k1, k2)}, (31)

äå

ω2(k1, k2) =
1 + e

− |k1|π√
4k2−k21

k2

(
1− e

− |k1|π√
4k2−k21

) (32)

i
ω3(k1, k2) =

=
2

√
k2

(
1− e

− |k1|π√
4k2−k21

)e− |k1| arcsin

√
4k2−k21

2
√

k2√
4k2−k21 .

(33)
4.7. Âèïàäîê k1 < 0, k21 < 4k2. Öåé

âèïàäîê çâîäèòüñÿ äî ïîïåðåäíüîãî âèïàä-
êó çàìiíîþ t íà −t. Òîìó òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü (31).

4.8. Âèïàäîê k2 < 0. Âèçíà÷èìî∥∥L−1
k1,k2

∥∥
L(C0,C1)

, âèêîðèñòîâóþ÷è (13) i ñïiâ-
âiäíîøåííÿ

d
(
L−1
k1,k2

y
)
(t)

dt
=

=
1

λ1 − λ2

 t∫
−∞

λ1e
λ1(t−s)y(s)ds+

+

+∞∫
t

λ2e
λ2(t−s)y(s)ds

 ,

ùî âèïëèâà¹ ç (13), äå òàêîæ y ∈ C0 i t ∈ R.
Öi ñïiââiäíîøåííÿ ìîæíà ïîäàòè âiäïîâiäíî
ó âèãëÿäi (

L−1
k1,k2

y
)
(t) =

=
1

λ1 − λ2

 +∞∫
0

eλ1τy(t− τ)dτ+

+

0∫
−∞

eλ2τy(t− τ)dτ


i

d
(
L−1

k1,k2
y
)
(t)

dt
=

=
1

λ1 − λ2

 +∞∫
0

λ1e
λ1τy(t− τ)dτ+

+

0∫
−∞

λ2e
λ2τy(t− τ)dτ

 .

Çàâäÿêè ëåìi 1∥∥L−1
k1,k2

∥∥
L(C0(R,R),C0(R,R))

=

=
1

λ2 − λ1

 +∞∫
0

eλ1τdτ +

0∫
−∞

eλ2τdτ

 =

=
1

λ2 − λ1

(
eλ1τ

λ1

∣∣∣∣+∞

0

+
eλ2τ

λ2

∣∣∣∣0
−∞

)
=

=
1

λ2 − λ1

(
− 1

λ1
+

1

λ2

)
=

= − 1

λ1λ2
= − 1

k2

i

sup
∥y∥C0(R,R)=1

∥∥∥∥∥d
(
L−1
k1,k2

y
)

dt

∥∥∥∥∥
C0(R,R)

=
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=
1

λ2 − λ1

−
+∞∫
0

λ1e
λ1τdτ +

0∫
−∞

λ2e
λ2τdτ

 =

=
1

λ2 − λ1

(
−eλ1τ

∣∣+∞
0

+ eλ2τ
∣∣0
−∞

)
=

=
2

λ2 − λ1
=

2√
k21 − 4k2

.

Òàêèì ÷èíîì,

∥∥L−1
k1,k2

∥∥
L(C0,C1)

= max

{
− 1

k2
,

2√
k21 − 4k2

}
.

Îòæå, íîðìà
∥∥L−1

k1,k2

∥∥
L(C0,C1)

äëÿ îáåðíå-

íîãî îïåðàòîðà L−1
k1,k2

çíàéäåíà.
Íà ïiäñòàâi ïðîâåäåíèõ äîñëiäæåíü ìîæ-

íà ðîçãëÿíóòè âèçíà÷åíó íà ìíîæèíi

A = R2 \ {(t1, t2) : t2 = 0 àáî t1 = 0 i t2 > 0}

ôóíêöiþ
S(k1, k2) =

=


S1(k1, k2), ÿêùî k21 > 4k2 > 0,
S2(k1, k2), ÿêùî k21 = 4k2 > 0,
S3(k1, k2), ÿêùî 0 < k21 < 4k2,
S4(k1, k2), ÿêùî k2 < 0,

(34)

äå

S1(k1, k2) = max

{
1

k2
, ω1(k1, k2)

}
,

S2(k1, k2) = max

{
1

k2
,

2

e
√
k2

}
,

S3(k1, k2) = max {ω2(k1, k2), ω3(k1, k2)} ,

S4(k1, k2) = max

{
− 1

k2
,

2√
k21 − 4k2

}
i ω1(k1, k2), ω2(k1, k2) i ω3(k1, k2), � ôóí-
êöi¨, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè (24), (32)
i (33). Öÿ ôóíêöiÿ ¹ íåïåðåðâíîþ íà ìíîæè-
íi A , îñêiëüêè íàâiòü ó çàãàëüíîìó âèïàäêó
íîðìà îáåðíåíîãî îïåðàòîðà A−1 íåïåðåðâ-
íî çàëåæèòü âiä îïåðàòîðà A [10]. Íåïåðåðâ-
íiñòü ôóíêöi¨ S(k1, k2) íà A ìîæíà ïåðåâi-
ðèòè òàêîæ i áåçïîñåðåäíüî.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ êîæíîãî k2 > 0

lim
|k1|→+∞

ω1(k1, k2) = 0 (35)

i
lim
k1→0

S(k1, k2) = +∞.

Îòæå, ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíå òâåðäæå-
ííÿ.
Òåîðåìà 2. Îïåðàòîð Lk1,k2 : C2 → C0

äëÿ âñiõ (k1, k2) ∈ A ìà¹ íåïåðåðâíèé îáåð-
íåíèé L−1

k1,k2
i∥∥L−1

k1,k2

∥∥
L(C0,C1)

= S(k1, k2).

5. Ïðèêëàäè. Íàâåäåìî ïðèêëàäè çà-
ñòîñóâàííÿ òåîðåìè 1.
Ïðèêëàä 1. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå äîäàò-

íå ÷èñëî a > 2 i ðîçãëÿíåìî íåïàðíó íåïå-
ðåðâíó íà R êóñêîâî-ëiíiéíó ôóíêöiþ ωa(t),
ùî íà ïðîìiæêó [0,+∞) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâ-
íîñòÿìè

ωa(t) = −t,
ÿêùî t ∈ [0, a0),

ωa(t) = −a2n + a+ 1

a− 1

(
t− a2n

)
,

ÿêùî t ∈ [a2n, a2n+1), n ∈ N ∪ {0}, i

ωa(t) = a2n+1 − a+ 1

a− 1

(
t− a2n+1

)
,

ÿêùî t ∈ [a2n+1, a2n+2), n ∈ N ∪ {0}.
Áóäåìî ââàæàòè, ùî â ðiâíÿííi (1) ôóíê-

öiÿ F (x1, x2) ìà¹ âèãëÿä

F (x1, x2) = G(x1, x2) + ωa(x2), (36)

äåG : R2 → R � íåïåðåðâíà i îáìåæåíà íàR2

ôóíêöiÿ (öÿ ôóíêöiÿ ìîæå áóòè íåäèôåðåí-
öiéîâíîþ íà R2). Âèêîðèñòà¹ìî ïîçíà÷åííÿ

b = sup
(x1,x2)∈R2

|G(x1, x2)|.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è ãðà-
ôiê ôóíêöi¨ ωa(t), ùî äëÿ êîæíîãî ÷èñëà
rn = a2n, n ∈ N, âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåí-
íÿ

max
|x1|6rn, |x2|6rn

|F (x1, x2)− (−x2)| 6

6 b+ max
|x1|6rn, |x2|6rn

|ωa(x2) + x2| =

= b+ 2a2n−1 = a2n −
(
a2n − 2a2n−1 − b

)
.
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Îñêiëüêè

lim
n→+∞

(
a2n − 2a2n−1 − b

)
= +∞,

òî äëÿ êîæíîãî ÷èñëà H > 0 iñíó¹ òàêèé íî-
ìåð n0 ∈ N, ùî

max
|x1|6rn, |x2|6rn

|F (x1, x2)− (−x2)| 6

6 rn −H (37)

äëÿ âñiõ n > n0.
Çà òåîðåìîþ 2 îïåðàòîð L0,−1 ìà¹ íåïå-

ðåðâíèé îáåðíåíèé L−1
0,−1 i∥∥L−1

0,−1

∥∥
L(C0,C1)

= S(0,−1) = 1. (38)

Òîìó íåðiâíiñòü (37) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

max
|x1|6rn, |x2|6rn

|F (x1, x2)− (0x1 + (−1)x2)| 6

6 rn
S(0,−1)

−H.

Îòæå, íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1 äèôåðåí-
öiàëüíå ðiâíÿííÿ (1), â ÿêîìó ôóíêöiÿ
F (x1, x2) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (36), ìà¹
äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ h ∈ C0 õî÷à á îäèí
ðîçâ'ÿçîê x ∈ C2.
Ïðèêëàä 2. Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíå

ðiâíÿííÿ

d2x

dt2
+ l

(
dx

dt

)
+ z

(
dx

dt

)
+ ω(x) = h(t), (39)

äå l : R → R � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, ùî âè-
çíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

l(x) =

{
x ln |x|, ÿêùî |x| > e,
x, ÿêùî |x| < e,

z � äîâiëüíèé åëåìåíò ïðîñòîðó C0, ω � ðîç-
ãëÿíóòà ó ïðèêëàäi 1 ôóíêöiÿ ωa ïðè a = 10
i t ∈ R.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ ôóíêöi¨

F (x1, x2) = l(x1) + z(x1) + ω(x2) (40)

âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 1.
Ðîçãëÿíåìî ÷èñëà rn = 102n+1, n ≥ 1. Ïî-

êëàäåìî k1 = ln rn i k2 =
9

10
. Âèêîðèñòîâóþ-

÷è ìåòîäè äèôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííÿ, ëåã-
êî ïîêàçàòè iñíóâàííÿ òàêîãî ÷èñëà n0 ∈ N,
ùî

max
|x|6rn

|l(x)− (ln rn)x| =
rn
e

(41)

äëÿ âñiõ n > n0. Óðàõîâóþ÷è òå, ùî ôóíêöiÿ
ω(x) ¹ êóñêîâî-ëiíiéíîþ i íåïàðíîþ, ëåãêî
ïîêàçàòè, ùî äëÿ êîæíîãî n ∈ N âèêîíó-
þòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

max
|x|≤rn

|ω(x)− k2x| =

= max
{∣∣ω (102n)− k210

2n
∣∣ ,∣∣ω (102n+1

)
− k210

2n+1
∣∣} =

= max
{
102n−119, 102n

}
=

19

100
rn.

Çàâäÿêè ðiâíîñòi (41) äëÿ âñiõ n > n0

max
|x|6rn

|l(x) + z(x)− (ln rn)x| 6
rn
e

+ ∥z∥C0 .

Òîìó äëÿ n > n0

max
|x1|6rn, |x2|6rn

∣∣∣∣l(x1) + z(x1) + ω(x2)−

−
(
(ln rn)x1 +

9

10
x2

)∣∣∣∣ 6
6 max

|x1|6rn
|l(x1) + z(x1)− (ln rn)x1|+

+ max
|x2|6rn

∣∣∣∣ω(x2)− 9

10
x2

∣∣∣∣ 6
6
(
1

e
+

19

100

)
rn + ∥z∥C0 .

Îñêiëüêè
1

e
+

19

100
<

9

10
, òî äëÿ êîæíîãî ÷è-

ñëà H > 0 iñíó¹ òàêèé íîìåð n1 > n0, ùî

max
|x1|6rn, |x2|6rn

∣∣∣∣l(x1) + z(x1) + ω(x2)−

−
(
(ln rn)x1 +

9

10
x2

)∣∣∣∣ 6 9

10
rn −H (42)

äëÿ âñiõ n > n1.
Íà ïiäñòàâi (34) i (35) iñíó¹ òàêå ÷èñëî

n2 > n1, ùî

S

(
ln rn,

9

10

)
=

10

9

äëÿ âñiõ n > n2. Òîìó (42) ìîæíà ïîäàòè ó
âèãëÿäi

max
|x1|6rn, |x2|6rn

∣∣∣∣le(x1) + z(x1) + ω10(x2)−
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−
(
(ln rn)x1 +

9

10
x2

)∣∣∣∣ 6
6 rn

S
(
ln rn,

9
10

) −H,

äå n > n2.
Îòæå, äëÿ ôóíêöi¨ F (x1, x2), ùî âèçíà÷à-

¹òüñÿ ðiâíiñòþ (40), âèêîíóþòüñÿ óìîâè òå-
îðåìè 1. Òîäi äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (39)
äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ h ∈ C0 ìà¹ õî÷à á îäèí
ðîçâ'ÿçîê x ∈ C2.

Çàçíà÷èìî, ùî â äèôåðåíöiàëüíîìó ðiâ-
íÿííi (39) ôóíêöiÿ l(x) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

lim
|x|→+∞

l(x)

x
= +∞

(ïðè |x| → +∞ öÿ ôóíêöiÿ øâèäøå çðî-
ñòà¹, íiæ áóäü-ÿêà ëiíiéíà ôóíêöiÿ), ôóí-
êöiÿ ω(x) ¹ îñöèëþþ÷îþ, ïðè÷îìó

lim
|x|→+∞

ω(x) = +∞

i
lim

|x|→+∞
ω(x) = −∞,

à ôóíêöiÿ z = z(x) ìîæå áóòè íåäèôåðåí-
öiéîâíîþ íà R. Òîìó ç'ÿñóâàòè iñíóâàííÿ
íàâiòü ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ðiâíÿ-
ííÿ äëÿ êîæíî¨ ïåðiîäè÷íî¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè
h ∈ C0 çà äîïîìîãîþ ìåòîäiâ, âèêëàäåíèõ,
íàïðèêëàä, â [6], íåìîæëèâî.
Ïðèêëàä 3. Ðîçãëÿíåìî íåïàðíó íåïå-

ðåðâíó ôóíêöiþ G : R → R, ùî íà ïðîìiæêó
[0,+∞) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

G(x) =

= −



0, ÿêùî x ∈ [0, 1],
2(x− 1), ÿêùî x ∈ I0,
−2(x− 2) + 2, ÿêùî x ∈ I1,
2 (x− 22) , ÿêùî x ∈ I2,
−2 (x− 23) + 23, ÿêùî x ∈ I3,
2 (x− 24) , ÿêùî x ∈ I4,
−2 (x− 25) + 25, ÿêùî x ∈ I5,

...
2 (x− 2n) , ÿêùî x ∈ In,
−2 (x− 2n+1) + 2n+1, ÿêùî x ∈ In+1,

...,

äå
I0 = (1, 2],

I1 =
(
2, 22

]
,

I2 =
(
22, 23

]
,

...

In =
(
2n, 2n+1

]
,

...,

i äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

d2x

dt2
+ Ω(x) = h(t), t ∈ R, (43)

äå
Ω(x) = G(x) + 1.

Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ F : R2 → R ðiâíiñòþ

F (x1, x2) = Ω(x2).

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è ãðà-
ôiê ôóíêöi¨ G, ùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi ÷èñåë
rn = 22n−1, n ∈ N, âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíî-
øåííÿ

max
|x|6rn

|Ω(x) + x| 6 rn
2

+ 1, n ∈ N.

Îòæå, äëÿ êîæíîãî ÷èñëà H > 0 iñíó¹
òàêèé íîìåð n0 ∈ N, ùî äëÿ âñiõ n > n0

max
|x1|6rn, |x2|6rn

|F (x1, x2)− (0x1 − x2)| =

= max
|x|6rn

|Ω(x) + x| 6 rn −H =

=
rn∥∥L−1

0,−1

∥∥
L(C0,C1)

−H.

Òóò óðàõîâàíî (38).
Òàêèì ÷èíîì, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (3)

ïðè k1 = 0 i k2 = −1. Òîìó íà ïiäñòàâi òå-
îðåìè 1 íåëiíiéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ
(43) äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ h ∈ C0 ìà¹ õî÷à á
îäèí ðîçâ'ÿçîê x ∈ C2.
Çàóâàæåííÿ 1. Ìåòîä, ÿêèé âèêîðèñòà-

íî äëÿ ç'ÿñóâàííÿ óìîâ iñíóâàííÿ îáìåæå-
íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ
(1) òà ðiâíÿíü ó ïðèêëàäàõ 1 � 3, çàñòîñîâó-
âàâñÿ àâòîðîì äëÿ äîñëiäæåííÿ îáìåæåíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ ÿê ñèñòåì íåëiíiéíèõ äèôåðåíöi-
àëüíèõ òà äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíèõ
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ðiâíÿíü [7,11], òàê i ñèñòåì íåëiíiéíèõ ðiç-
íèöåâèõ ðiâíÿíü [12,13]. Öåé ìåòîä äëÿ äå-
ÿêèõ êëàñiâ ðiâíÿíü äà¹ íå òiëüêè äîñòàòíi,
àëå é íåîáõiäíi óìîâè iñíóâàííÿ îáìåæåíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü [7,11].
Çàóâàæåííÿ 2. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1

çáåðiãà¹òüñÿ, ÿêùî â öié òåîðåìi ïðîñòîðè
C0, C1 i C2 çàìiíèòè âiäïîâiäíèìè ïðîñòî-
ðàìè T -ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié (T � äîâiëüíå
äîäàòíå ÷èñëî).
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