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ÏÐÎ ÇÂ'ßÇÊÈ ÌIÆ ÐIÇÍÈÌÈ ÒÈÏÀÌÈ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÎÑÒI
ÎÏÅÐÀÒÎÐIÂ Ó ÏÐÎÑÒÎÐI C(T )

Äîñëiäæåíî çâ'ÿçêè ìiæ ðiçíèìè òèïàìè íåïåðåðâíîñòi îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü ó ïðîñòîði íå-
ïåðåðâíèõ ôóíêöié, íàäiëåíîìó òîïîëîãi¹þ ïîòî÷êîâî¨ ÷è ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi.

Relations between di�erent types of continuity of operators which act in the space of continuous
functions equipped with the topology of pointwise or uniform convergence are studied.

1. Ïðè äîñëiäæåííi çàäà÷ ïðî íàáëèæå-
ííÿ íàðiçíî i ñóêóïíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
[1, 2] âèíèêëà ïîòðåáà ðîçãëÿäó ðiçíèõ òèïiâ
íåïåðåðâíîñòi îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü ó ïðî-
ñòîði C(T ) íåïåðåðâíèõ ôóíêöié x : T → R,
ÿêi âèçíà÷åíi íà òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði T .
Ñèìâîëîì Cp(T ) ïîçíà÷àòèìåìî öåé æå ïðî-
ñòið, íàäiëåíèé òîïîëîãi¹þ ïîòî÷êîâî¨ çái-
æíîñòi Tp, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ ñóêóïíiñòþ ïå-
ðåäíîðì

qt(x) = |x(t)|,
äå t ïðîáiãà¹ ìíîæèíó T [3, c.30].

Äëÿ êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó T ñèìâî-
ëîì Cu(T ) ìè ïîçíà÷à¹ìî áàíàõiâ ïðîñòið
(C(T ), ∥·∥) ç òîïîëîãi¹þ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíî-
ñòi Tu, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ íîðìîþ

∥x∥ = max
t∈T

|x(t)|.

Íåõàé α i β � äîâiëüíi åëåìåíòè
ç ìíîæèíè {p, u}. Íåïåðåðâíèé îïåðàòîð
A : Cα(T ) → Cβ(T ) ìè íàçèâà¹ìî αβ-
íåïåðåðâíèì. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ îïåðàòîðiâ
A : C(T ) → C(T ) ìè ââåëè ÷îòèðè òèïè íå-
ïåðåðâíîñòi: pu-, pp-, uu- i up-íåïåðåðâíiñòü.
Îñêiëüêè Tp ⊆ Tu, òî öi òèïè íåïåðåðâíîñòi
ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ òàê:

Ìåòà öi¹¨ çàìiòêè � ïîêàçàòè, ùî æîäíó
ç öèõ iìïëiêàöié ó çàãàëüíîìó âèïàäêó íå

ìîæíà îáåðíóòè, à òàêîæ ç'ÿñóâàòè, ùî ç pp-
íåïåðåðâíîñòi íå âèïëèâà¹ uu-íåïåðåðâíiñòü
i íàâïàêè.

2. Äîâåäåìî, ùî ëiâi iìïëiêàöi¨ íàøî¨ ñõå-
ìè íå ìîæíà îáåðíóòè. Ìè áóäåìî ñïèðàòè-
ñÿ íà íàñòóïíi äâi ëåìè, ÿêi, ïåâíî, ùî äî-
áðå âiäîìi, àëå äëÿ ïîâíîòè âèêëàäó ìè âñå
æ äàìî âiäïîâiäíi äîâåäåííÿ.

Ëåìà 1. Íåõàé T � íîðìàëüíèé ïðîñòið i
t1, . . . , tn � äîâiëüíà ñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü
ðiçíèõ òî÷îê ç T , à c1, . . . , cn � äîâiëüíà ïî-
ñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë. Òîäi iñíó¹ òàêèé
åëåìåíò x ∈ C(T ), ùî x(tk) = ck äëÿ êîæíî-
ãî k = 1, . . . , n.

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ Òiòöå-
Óðèñîíà[4, c. 116] êîæíó íåïåðåðâíó
ôóíêöiþ f0 : E → R, çàäàíó íà çàìêíåíî-
ìó ïiäïðîñòîði íîðìàëüíîãî ïðîñòîðó T ,
ìîæíà ïðîäîâæèòè äî íåïåðåðâíî¨ ôóí-
êöi¨ f : T → R, ÿêà âèçíà÷åíà íà âñüîìó
ïðîñòîði T .

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó E = {t1, . . . , tn}
i ôóíêöiþ x0(tk) = ck ïðè k =
1, . . . , n. Îñêiëüêè íîðìàëüíèé ïðîñòið ¹ T1-
ïðîñòîðîì, òî êîæíà îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà

â T çàìêíåíà, à òîìó i ìíîæèíà E =
n∪

k=1

{tk}

áóäå çàìêíåíîþ â T , ÿê ñêií÷åííå îá'¹äíàí-
íÿ çàìêíåíèõ ìíîæèí.

Äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè B â R
ïðîîáðàç x−1

0 (B) � ïiäìíîæèíà ñêií÷åííî¨
ìíîæèíè E, à çíà÷èòü, ñêií÷åííà ìíîæè-
íà, ÿêà áóäå çàìêíåíîþ â T i ó ïiäïðîñòî-
ði E. Òîìó ôóíêöiÿ x0 áóäå íåïåðåðâíîþ íà
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îñíîâi êðèòåðiþ íåïåðåðâíîñòi ÷åðåç çàìè-
êíåíi ìíîæèíè [5, c.79]. Çà òåîðåìîþ Òiòöå-
Óðèñîíà iñíó¹ ôóíêöiÿ x ∈ C(T ), òàêà, ùî
x|E = x0. Òîäi x(tk) = x0(tk) = ck äëÿ êîæíî-
ãî k = 1, . . . , n. Îòæå, x � øóêàíà ôóíêöiÿ.

Ëåìà 2. Íåõàé T � íåñêií÷åííèé êîì-
ïàêò. Òîäi Tp ⊂ Tu, òîáòî Tp ⊆ Tu i iñíó¹
ìíîæèíà B, ÿêà âiäêðèòà â Cu(T ), àëå íå
âiäêðèòà â Cp(T ).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

B = {x ∈ C(T ) : ∥x∥ < 1},

òîáòî âiäêðèòó îäèíè÷íó êóëþ áàíàõîâîãî
ïðîñòîðó Cu(T ). Äîáðå âiäîìî, ùî êîæíà
âiäêðèòà êóëÿ

B(x0, r) = {x ∈ X : d(x, x0) < r}

ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) ¹ âiäêðèòîþ
ìíîæèíîþ ó öüîìó ïðîñòîði [5, c.61]. Çîêðå-
ìà, i B = B(0, 1) � öå âiäêðèòà ìíîæèíà â
ïðîñòîði Cu(T ), òîáòî B ∈ Tu.

Ïîêàæåìî, ùî B ̸∈ Tp. Áiëüøå òîãî, äî-
âåäåìî, ùî ìíîæèíà B íå ìà¹ âíóòðiøíiõ
òî÷îê ó ïðîñòîði Cp(T ). Äëÿ öüîãî ðîçãëÿ-
íåìî äîâiëüíó òî÷êó x0 ∈ B, äîâiëüíèé ¨¨
áàçèñíèé îêië

U = Uτ,ε(x0) =

= {x ∈ C(T ) : max
1≤k≤n

|x(tk)− x0(tk)| ≤ ε}

i ïîêàæåìî, ùî U * B. Òóò τ = {t1, . . . , tn}
� äîâiëüíà ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó
T i ε � äîâiëüíå äîäàòíå ÷èñëî. Îñêiëüêè
ïðîñòið T íåñêií÷åííèé, òî iñíó¹ òàêà òî÷êà
tn+1 ∈ T , ùî tn+1 ̸= tk ïðè k = 1, . . . , n. Ðîç-
ãëÿíåìî ÷èñëà ck = x0(tk) ïðè k = 1, . . . , n
i cn+1 = 2. Çà ëåìîþ 1 iñíó¹ òàêà íåïå-
ðåðâíà ôóíêöiÿ x : T → R, ùî x(tk) = ck
äëÿ êîæíîãî k = 1, . . . , n, n + 1. Îñêiëüêè
x(tk) = x0(tk) ïðè k = 1, . . . , n, òî, î÷åâèäíî,
x ∈ U . Àëå ∥x∥ ≥ |x(tn+1)| = 2 > 1, îòæå,
x ̸∈ B. Òàêèì ÷èíîì, U * B.

Òîìó íåïîðîæíÿ ìíîæèíà B íå ìà¹ âíó-
òðiøíiõ òî÷îê ó ïðîñòîði Cp(T ), à çíà÷èòü
íå ìîæå áóòè âiäêðèòîþ ó öüîìó ïðîñòîði,
îòæå, B ̸∈ Tp.

Îñêiëüêè Tp ⊆ Tu, òî òóò ìè ìà¹ìî ñòðîãå
âêëþ÷åííÿ Tp ⊂ Tu.

Òåîðåìà 1. Íåõàé T � íåñêií÷åííèé êîì-
ïàêò. Òîäi Tp ⊂ Tu i îäèíè÷íèé îïåðàòîð
I : C(T ) → C(T ) ¹ pp-íåïåðåðâíèì i uu-
íåïåðåðâíèì, àëå íå ¹ pu-íåïåðåðâíèì.

Äîâåäåííÿ. Òîòîæíèé îïåðàòîð I : X →
X, Ix = x, î÷åâèäíî, íåïåðåðâíèé ó áóäü-
ÿêîìó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Òàêèì ÷è-
íîì, íàø îïåðàòîð ¹ pp-íåïåðåðâíèì, ÿê òî-
òîæíèé îïåðàòîð ó ïðîñòîði Cp(T ), i uu-
íåïåðåðâíèì, ÿê òîòîæíèé îïåðàòîð ó ïðî-
ñòîði Cu(T ).

Ïðîòå îïåðàòîð I íå ¹ pu-íåïåðåðâíèì.
Ñïðàâäi, çà ëåìîþ 2 iñíó¹ ìíîæèíà B, òàêà,
ùî B ∈ Tu i B ̸∈ Tp. Îñêiëüêè I � òîòîæíèé
îïåðàòîð, òî I−1(B) = B, îòæå, ìè âêàçà-
ëè ïðèêëàä âiäêðèòî¨ ìíîæèíè B ó ïðîñòî-
ði Cu(T ), ïðîîáðàç ÿêî¨ ïðè âiäîáðàæåííi I
íå ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ ó ïðîñòîði Cp(T ),
ùî i ïîêàçó¹, ùî I íå ¹ pu-íåïåðåðâíèì.

3. Òåïåð ç'ÿñó¹ìî, ùî ç uu-íåïåðåðâíîñòi
íå âèïëèâà¹ pp-íåïåðåðâíiñòü, çâiäêè íåãàé-
íî îòðèìó¹ìî, ùî i up-íåïåðåðâíiñòü ; pp-
íåïåðåðâíiñòü.
Òåîðåìà 2. Íåõàé x0(t) = 1 íà [0, 1],

f(x) =
1∫
0

x(t)dt i Ax = f(x)x0 íà C[0, 1].

Òîäi f � ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë
íà Cu[0, 1], ÿêèé ðîçðèâíèé ó êîæíié òî÷öi
ÿê ôóíêöiîíàë íà Cp[0, 1], à ëiíiéíèé îïåðà-
òîð A : C[0, 1] → [0, 1] ¹ uu-íåïåðåðâíèì,
up-íåïåðåðâíèì, àëå íå pp-íåïåðåðâíèì.

Äîâåäåííÿ. Ëiíiéíiñòü f i A âèïëèâàþòü ç
ëiíiéíîñòi iíòåãðàëà i îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ íà
ñêàëÿð λ 7→ λx0 : R → C[0, 1]. Êðiì òîãî,
äëÿ êîæíîãî x ∈ C[0, 1]

|f(x)| = |
1∫

0

x(t)dt| ≤
1∫

0

|x(t)|dt ≤ ∥x∥.

Öå ïîêàçó¹, ùî ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë f îáìå-
æåíèé, à çíà÷èòü, íåïåðåðâíèé íà ïðîñòî-
ði Cu[0, 1]. Îñêiëüêè ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð
λ 7→ λx0 : R → C[0, 1] � öå òàêîæ íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ, òî i îïåðàòîð A : Cu[0, 1] → Cu[0, 1]
íåïåðåðâíèé, òîáòî A � uu-íåïåðåðâíèé îïå-
ðàòîð.

Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiîíàë f : Cp[0, 1] →
R ðîçðèâíèé â òî÷öi 0. Îñêiëüêè f(0) = 0 òî
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äëÿ öüîãî äîñèòü âêàçàòè òàêå ε > 0, ùî ó
êîæíîìó áàçèñíîìó îêîëi íóëÿ U = Uτ,δ(0)
çíàéäåòüñÿ òî÷êà x ∈ U , äëÿ ÿêî¨ f(x) > ε.

Íåõàé ε � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî i τ =
{t1, . . . , tn}, äå 0 ≤ t1 < . . . < tn ≤ 1 i n ≥ 2.
Âiçüìåìî äîâiëüíå äîäàòíå ÷èñëî c > 0 i ðîç-
ãëÿíåìî ôóíêöiþ xc : [0, 1] → R, äëÿ ÿêî¨
xc(t) = 0 ïðè t ∈ [0, 1]\(t1, t2), x( t1+t2

2
) = c i

x � ëiíiéíà íà âiäðiçêàõ [t1,
t1+t2

2
] i [ t1+t2

2
, t2].

ßñíî, ùî xc ∈ U , àäæå xc(tk) = 0 äëÿ êî-
æíîãî k = 1, . . . , n.

Äàëi

f(xc) =

t2∫
t1

xc(t)dt =
1

2
(t2 − t1)c.

ßêùî âçÿòè c = 4ε
t2−t1

, òî f(xc) = 2ε > ε,
îòæå, òî÷êà xc i áóäå øóêàíîþ.

Òàêèì ÷èíîì, f ðîçðèâíèé â íóëi ó ïðî-
ñòîði Cp[0, 1], à çíà÷èòü, i â êîæíié òî÷öi ïðî-
ñòîðó Cp[0, 1], àäæå ôóíêöiîíàë f ëiíiéíèé.

Ïîêàæåìî, ùî îïåðàòîð A : Cp[0, 1] →
Cp[0, 1] òåæ ðîçðèâíèé â òî÷öi 0. Äëÿ öüîãî
íàì ïîòðiáíî âêàçàòè òàêèé îêië íóëÿ V =
Uσ,ε(0) â ïðîñòîði Cp[0, 1], ùî äëÿ êîæíîãî
îêîëó íóëÿ U = Uτ,δ iñíó¹ òî÷êà x ∈ U , òàêà,
ùî Ax ̸∈ V .

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó s ∈ [0, 1],
îäíîòî÷êîâó ìíîæèíó σ = {s} i äîâiëüíå
ε > 0. Â îêîëi U âiçüìåìî òàêó æ òî÷êó xc
ÿê i ðàíiøå. Òîäi

(Axc)(s) = f(xc)x0(s) = f(xc) = 2ε > ε.

Öå ïîêàçó¹, ùî Axc ̸∈ V , îòæå, A(U) * V ,
ùî i äà¹ íàì ðîçðèâíiñòü îïåðàòîðà A :
Cp[0, 1] → Cp[0, 1]. ßê i f , îïåðàòîð A áó-
äå íàñïðàâäi ðîçðèâíèé ó êîæíié òî÷öi x ∈
Cp[0, 1], àäæå âií ëiíiéíèé.

4. Äëÿ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ, ñïðàâåäëèâà
òàêà âëàñòèâiñòü:
Òåîðåìà 3. Êîæíèé ëiíiéíèé up-

íåïåðåðâíèé îïåðàòîð A : C(T ) → C(T ) ¹
uu-íåïåðåðâíèì.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ ïðî çà-
ìêíåíèé ãðàôiê [5, c.148] äîñèòü ïîêàçàòè,
ùî ó òàêîãî îïåðàòîðà ãðàôiê ¹ çàìêíåíèì
ó äîáóòêó Cu(T )× Cu(T ).

Ïðèïóñòèìî, ùî xn → x i yn = Anxn → y
â Cu(T ) i äîâåäåìî, ùî y = Ax. Îñêiëü-
êè îïåðàòîð A ¹ up-íåïåðåðâíèì, òî yn =
Anxn → Ax â Cp(T ), àäæå xn → x â Cu(T ).
Àëå çà ïðèïóùåííÿì yn → y â Cu(T ), à
çíà÷èòü yn → y â Cp(T ). Â òàêîìó ðàçi
yn(t) → (Ax)(t) i yn(t) → y(t) äëÿ êîæíî-
ãî t ∈ T . Òîäi y(t) = (Ax)(t) äëÿ êîæíîãî
t ∈ T , îòæå, y = Ax. Òàêèì ÷èíîì, çà òå-
îðåìîþ ïðî çàìêíåíèé ãðàôiê îïåðàòîð A
íåïåðåðâíèé. Òóò ìè ñêîðèñòàëèñÿ i òèì ôà-
êòîì, ùî Cu(T ) � áàíàõîâèé ïðîñòið.

Äëÿ íåëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ öå òâåðäæåí-
íÿ, âçàãàëi êàæó÷è, íåïðàâèëüíå.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ Øâàðöà sp : R2 →
R, äëÿ ÿêî¨ sp(t, s) = 2ts

t2+s2
ïðè (t, s) ̸= (0, 0)

i sp(0, 0) = 0, � êëàñè÷íèé ïðèêëàä íàðiçíî
íåïåðåðâíî¨ i ðîçðèâíî¨ â òî÷öi (0, 0) ôóí-
êöi¨.
Òåîðåìà 4. Îïåðàòîð A : C[0, 1] →

C[0, 1], ÿêèé äi¹ çà ïðàâèëîì (Ax)(s) =
sp(x(0), s), äå 0 ≤ s ≤ 1, ¹ pp-íåïåðåðâíèì,
up-íåïåðåðâíèì, àëå íå uu-íåïåðåðâíèì.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî φ(u)(s) = sp(u, s)
i δ0(x) = x(0). ßñíî, ùî δ0 : Cp[0, 1] → R �
íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë. Âiäîáðàæåííÿ φ :
[0, 1] → Cp[0, 1] ¹ íåïåðåðâíèì, áî ôóíêöiÿ
Øâàðöà íàðiçíî íåïåðåðâíà.

Îïåðàòîð A = φ ◦ δ0 : Cp[0, 1] → Cp[0, 1]
áóäå pp-íåïåðåðâíèì ÿê êîìïîçèöiÿ íåïå-
ðåðâíèõ âiäîáðàæåíü.

Ïîêàæåìî, ùî îïåðàòîð A íå ¹ uu-
íåïåðåðâíèì. Ç öi¹þ ìåòîþ ðîçãëÿíåìî ïî-
ñëiäîâíiñòü xn(t) = 1

n
, ÿêà ðiâíîìiðíî ïðÿ-

ìó¹ äî 0 íà [0, 1]. Çíàéäåìî çíà÷åííÿ îïåðà-
òîðà A íà öié ïîñëiäîâíîñòi:

yn(s) = Axn(s) = sp(xn(0), s) =

sp(
1

n
, s) =

2ns

n2s2 + 1

Îñêiëüêè yn(
1
n
) = 1 äëÿ êîæíîãî n, òî

yn 9 0 ó ïðîñòîði Cu[0, 1]. Îòæå, xn → 0, àëå
yn = Axn 9 0 ó ïðîñòîði Cu[0, 1]. Òàêèì ÷è-
íîì, îïåðàòîð A : Cu[0, 1] → Cu[0, 1] ðîçðèâ-
íèé â íóëi, à çíà÷èòü íå ¹ uu-íåïåðåðâíèì.

14 Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî íàö. óí-òó. Ìàòåìàòèêà. 2012. � Ò. 2, � 1.
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