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ÇÀÄÀ×À ÊÎØI ÄËß ÏÀÐÀÁÎËI×ÍÎ� ÑÈÑÒÅÌÈ
IÍÒÅÃÐÎ-ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ Ç ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÌ ÒÈÏÓ

ÔÐÅÄÃÎËÜÌÀ

Äîâåäåíî òåîðåìó ïðî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íî¨ ñèñòåìè
iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç îïåðàòîðîì Ôðåäãîëüìà. Âñòàíîâëåíî óìîâè iñíóâàííÿ
ôóíäàìåíòàëüíî¨ ìàòðèöi ðîçâ'ÿçêiâ.

The theorem about the correctness of the Cauchy problem for the parabolic system of integro-
di�erential equations with Fredholm operator has been proved. The existence conditions of the
fundamental matrix of solutions have been established.

Iñíó¹ çàâåðøåíà òåîðiÿ êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿç-
íîñòi çàäà÷i Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ñèñ-
òåì [1-3]. Òåîðåòè÷íèé iíòåðåñ ñòàíîâèòü
ïîäàëüøå äîñëiäæåííÿ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëi÷-
íèõ ñèñòåì, ùî ïiääàþòüñÿ iìïóëüñíié äi¨, ç
ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèìè îïåðàòîðàìè, ðiç-
íèìè îñîáëèâîñòÿìè â êîåôiöi¹íòàõ ñèñòå-
ìè, âèðîäæåííÿìè íà ïî÷àòêîâié ãiïåðïëî-
ùèíi òà ií.

Ó äàíié ñòàòòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à
Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íî¨ ñèñòåìè iíòåãðî-
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî ìiñòèòü îïå-
ðàòîð Ôðåäãîëüìà. Ïîäiáíà çàäà÷à, òiëüêè ç
îïåðàòîðîì Âîëüòåððè-Ôðåäãîëüìà, äîñëiä-
æóâàëàñü â [5], à âiäïîâiäíà êðàéîâà çàäà-
÷à � â [6]. Ãîëîâíà âiäìiííiñòü òóò ïîëÿãà¹
â îöiíêàõ, îäåðæàíèõ äëÿ îá'¹ìíîãî ïîòåí-
öiàëó W , ùî ¹ ñêëàäîâîþ ôóíäàìåíòàëüíî¨
ìàòðèöi ðîçâ'ÿçêiâ (ÔÌÐ) Γ. Òàêîæ âàæëè-
âèì ¹ âñòàíîâëåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ âëà-
ñòèâîñòåé ÿäðà K iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà
âèõiäíî¨ ñèñòåìè äëÿ êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi
çàäà÷i Êîøi.

Â îáëàñòi Π = (0, T ) × En ðîçãëÿíåìî
çàäà÷ó Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íî¨ ñèñòåìè N
iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî ìiñ-
òèòü îïåðàòîð Ôðåäãîëüìà

∂u

∂t
=
∑
|k|≤2b

Ak(t, x)D
k
xu+

+

∫
En

K(t, x, ξ)u(t, ξ) dξ + f(t, x), (1)

u
∣∣
t=0

= φ(x). (2)

Ïðàâèëüíà íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà. Íåõàé ñèñòåìà (1) ðiâíîìiðíî

ïàðàáîëi÷íà, êîåôiöi¹íòè ñèñòåìè Ak(t, x)
âèçíà÷åíi â øàði Π, íåïåðåðâíi ïî t, ïðè-
÷îìó ðiâíîìiðíî ùîäî x ïðè |k| = 2b, Ak ∈
C

(α)
x (Π). Åëåìåíòè ÿäðà K = (Kij)

N
i,j=1 ií-

òåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ñèñòåìè çàäîâîëü-
íÿþòü íåðiâíîñòi

|Dm
x Kij(t, x, ξ)| ≤ Cmt

−n+|m|+2b−α
2b e−cρ(t,x,ξ),

(3)
t > 0, x, ξ ∈ En, |m| = 0, 1,

ρ(t, τ, x, ξ) =
n∑

i=1

(
|xi−ξi|

(t−τ)1/2b

)q
, q = 2b

2b−1
,

ρ(t, x, ξ) ≡ ρ(t, 0, x, ξ).

Òîäi iñíó¹ ÔÌÐ Γ(t, τ, x, ξ) ñèñòåìè (1), çà
äîïîìîãîþ ÿêî¨ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (1)-
(2) çà óìîâ φ ∈ C(En), f ∈ C

(α)
x (Π) âèçíà-

÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

u(t, x) =

∫
En

Γ(t, 0, x, ξ)φ(ξ) dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
En

Γ(t, τ, x, ξ)f(τ, ξ) dξ (4)

i
|Dk

xu| ≤ C(t−
|k|
2b |φ|C + |f |α), (5)

t > 0, x ∈ En, |k| ≤ 2b.
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Òóò
Γ(t, τ, x, ξ) = Z(t, τ, x, ξ)+

+

t∫
τ

dβ

∫
En

Z(t, β, x, z)R(β, τ, z, ξ) dz ≡ Z +W,

(6)
R � ðåçîëüâåíòà âiäïîâiäíî¨ ñèñòåìè iíòå-
ãðàëüíèõ ðiâíÿíü Âîëüòåððè-Ôðåäãîëüìà 2-
ãî ðîäó, ïîâòîðíi ÿäðà ÿêî¨ âèðàæàþòüñÿ
÷åðåç çãîðòêó iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà K
ñèñòåìè (1) òà ÔÌÐ Z âiäïîâiäíî¨ ïàðàáî-
ëi÷íî¨ ñèñòåìè.

Äëÿ ïîõiäíèõ îá'¹ìíîãî ïîòåíöiàëó W
ïðàâèëüíi îöiíêè

|Dk
xW (t, τ, x, ξ)| ≤ Ck(t− τ)−

n+|k|−α
2b

∞∑
m=1

rm×

×(νo +m)
n
2b

m∏
p=1

2b
2b+(p−2)α

e−(cνo−ε)ρ((νo+m)t,τ,x,ξ),

(7)
|k| ≤ 2b, t > τ, x, ξ ∈ En,

rm ≡
(
CoCεC̃ε2

n
2bT

α
2b

)m−1
,

cνo = c− νoε, νo =
[
n+2b
α

]
+1, ε > 0.

Äîâåäåííÿ. Ïîáóäó¹ìî ÔÌÐ çàäà÷i Êîøi
(1)-(2) òà çíàéäåìî îöiíêè äëÿ ¨¨ ïîõiäíèõ.

Ââåäåìî ïiäñòàíîâêó
∂u

∂t
−
∑
|k|≤2b

Ak(t, x)D
k
xu = y(t, x), (8)

äå y(t, x) � íåâiäîìà N -âåêòîð-ôóíêöiÿ. Òî-
äi çàäà÷à (8)-(2) � öå çàäà÷à Êîøi äëÿ ïà-
ðàáîëi÷íî¨ ñèñòåìè ç íåîäíîðiäíiñòþ y(t, x).
Äëÿ öi¹¨ çàäà÷i Êîøi ó ïðèïóùåííi, ùî y ∈
C

(α)
x (Π), ðîçâ'ÿçîê çàïèñó¹òüñÿ ÷åðåç ÔÌÐ

Z ó âèãëÿäi [1, ñ. 269]

u(t, x) =

∫
En

Z(t, 0, x, ξ)φ(ξ) dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
En

Z(t, τ, x, ξ)y(τ, ξ)dξ (9)

i äëÿ ïîõiäíèõ Z ïðàâèëüíi îöiíêè [1, ñ. 73]:∣∣Dk
xZ(t, τ, x, ξ)

∣∣ ≤ Ck(t− τ)−
n+|k|
2b e−cρ(t,τ,x,ξ),

|k| ≤ 2b, t > τ, x, ξ ∈ En. (10)

Ïiäñòàâèìî âèðàç äëÿ u (9) ó âèõiäíó ñèñòå-
ìó (1):

y(t, x) = f(t, x)+

+

∫
En

K(t, x, ξ)

(∫
En

Z(t, 0, ξ, z)φ(z)dz

)
dξ+

+

∫
En

K(t, x, ξ)

( t∫
0

dτ

∫
En

Z(t, τ, ξ, z)y(τ, z)dz

)
dξ.

(11)
Îäåðæàíî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Âîëüòåððè-
Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäó âiäíîñíî íåâiäîìî¨
âåêòîð-ôóíêöi¨ y. Â îñòàííüîìó iíòåãðàëi
çìiíèìî ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ, ùîá âèäiëè-
òè ÿäðî iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà∫
En

K(t, x, ξ)

( t∫
0

dτ

∫
En

Z(t, τ, ξ, z)y(τ, z)dz

)
dξ =

=

t∫
0

dτ

∫
En

(∫
En

K(t, x, z)Z(t, τ, z, ξ)dz

)
y(τ, ξ)dξ,

ÿêå ïîçíà÷èìî ÷åðåç

H(t, τ, x, ξ) ≡
∫
En

K(t, x, z)Z(t, τ, z, ξ)dz.

Òîäi (11) íàáóäå âèãëÿäó

y(t, x) = F (t, x) +

t∫
0

dτ

∫
En

H(t, τ, x, ξ)y(τ, ξ)dξ,

(12)
äå

F (t, x) ≡ f(t, x) +

∫
En

H(t, 0, x, ξ)φ(ξ)dξ.

Çãiäíî ç òåîði¹þ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ç ðå-
ãóëÿðíèì ÷è êâàçiðåãóëÿðíèì ÿäðîì ÿäðó
H(t, τ, x, ξ) âiäïîâiäà¹ ðåçîëüâåíòà

R(t, τ, x, ξ) =
∞∑
ν=1

Hν(t, τ, x, ξ),

Hν(t,τ,x,ξ)=

t∫
τ

dβ

∫
En

H1(t,β,x,z)Hν−1(β,τ,z,ξ)dz,

ν =2, 3, ..., H1 = H.

Òîäi ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (12) çîáðàçèòüñÿ ó
âèãëÿäi
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y(t, x) = F (t, x) +

t∫
0

dτ

∫
En

R(t, τ, x, ξ)F (τ, ξ)dξ.

ßêùî ïiäñòàâèòè éîãî ó çîáðàæåííÿ äëÿ u
(9), òî ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ çàäà÷i Êîøi (1)-(2)
÷åðåç îïåðàòîð ñèìâîëi÷íî¨ çãîðòêè íàáóäå
âèãëÿäó:

u = Z ∗ φ+ Z ∗ ∗f + Z ∗ ∗(R ∗ ∗f)+

+Z ∗ ∗[(H +R ∗ ∗H) ∗ φ] =

= {Z + Z ∗ ∗R} ∗ φ+ {Z + Z ∗ ∗R} ∗ ∗f.

Îòæå, âèäiëåíî ÿäðî Γ (6) îáåðíåíîãî
îïåðàòîðà çàäà÷i Êîøi (1)-(2), çà äîïîìîãîþ
ÿêîãî ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ çàäà÷i çàïèñó¹òüñÿ
ó âèãëÿäi (4).

Âèçíà÷èìî, çà ÿêèõ óìîâ ìîæíà ïîáóäó-
âàòè ðåçîëüâåíòó R äëÿ iñíóâàííÿ ÔÌÐ Γ.
Äëÿ öüîãî âñòàíîâèìî ñïî÷àòêó ó âèãëÿäi
ëåìè íàñòóïíó íåðiâíiñòü, ÿêó áóäåìî âèêî-
ðèñòîâóâàòè ïðè ïîäàëüøèõ îöiíêàõ.
Ëåìà. Äëÿ ôóíêöi¨

ρ(t, τ, x, ξ) =
n∑

i=1

(
|xi − ξi|
(t− τ)1/2b

)q

, q =
2b

2b− 1

ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

ρ(t, τ, x, y) + ρ(β, θ, y, ξ) ≥ ρ(t+ β − τ, θ, x, ξ),

t > τ > 0, β > θ > 0, x, y, ξ ∈ En. (13)

Äîâåäåííÿ. ßêùî y = x = ξ, ìà¹ìî òðè-
âiàëüíèé âèïàäîê. ßêùî y = x, y ̸= ξ àáî
y = ξ, y ̸= x, íåðiâíiñòü î÷åâèäíà.

Ðîçãëÿíåìî çàãàëüíèé âèïàäîê, êîëè y ̸=
x, y ̸= ξ. Îñêiëüêè ëiâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi

ρ(t, τ, x, y) + ρ(β, θ, y, ξ) =

=
n∑

i=1

(
|xi − yi|q

(t− τ)q/2b
+

|yi − ξi|q

(β − θ)q/2b

)
≡

n∑
i=1

fi(yi)

� äîäàòíà ôóíêöiÿ äëÿ äîâiëüíèõ x, y, ξ ∈
En, t > τ, β > θ, òî ¨¨ ìiíiìóì äîðiâíþ¹ ñó-
ìi ìiíiìóìiâ ôóíêöié fi. Çíàéäåìî öåé ìiíi-
ìóì:

f ′
i(yi) = −q|xi − yi|q−1sgn(xi − yi)

(t− τ)q−1
+

+
q|yi − ξi|q−1sgn(yi − ξi)

(β − θ)q−1
, q/2b = q − 1;

f ′
i(yi) = 0 :

|xi−yi|q−1sgn(xi−yi)
(t− τ)q/2b

=
|yi−ξi|q−1sgn(yi−ξi)

(β − θ)q/2b
.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêè.

1)xi > yi > ξi :
(xi − yi)

q−1

(t− τ)q−1
=

(yi − ξi)
q−1

(β − θ)q−1
.

Òîäi
xi − yi
t− τ

=
yi − ξi
β − θ

i

yoi =
t− τ

t+ β − τ − θ
ξi +

β − θ

t+ β − τ − θ
xi

� ñòàöiîíàðíà òî÷êà.

2)xi < yi < ξi : −
(yi − xi)

q−1

(t− τ)q−1
= −(ξi − yi)

q−1

(β − θ)q−1
.

Äîìíîæèâøè íà -1, ìà¹ìî ïåðøèé âèïàäîê.

3)xi < yi, yi > ξi : −
(yi − xi)

q−1

(t− τ)q−1
=

(yi − ξi)
q−1

(β − θ)q−1
.

Îñêiëüêè çëiâà âiä'¹ìíà âåëè÷èíà, à ñïðàâà �
äîäàòíà, òî äàíà ðiâíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ íå ìà¹.

4)xi > yi, yi < ξi :
(xi − yi)

q−1

(t− τ)q−1
= −(ξi − yi)

q−1

(β − θ)q−1
.

Àíàëîãi÷íî 3-ìó âèïàäêó ðîçâ'ÿçêiâ íåìà¹.
Ïîêàæåìî, ùî yoi � òî÷êà ìiíiìóìó. Äëÿ

öüîãî âèðàõó¹ìî äðóãó ïîõiäíó â öié òî÷öi:

f ′′
i =

q(q − 1)|xi − yi|q−2(sgn(xi − yi))
2

(t− τ)q−1
+

+
q(q − 1)|yi − ξi|q−2(sgn(yi − ξi))

2

(β − θ)q−1
;

f ′′
i (y

o
i ) =

q(q − 1)|xi − ξi|q−2

(t+ β − τ − θ)q−2

[
1

t− τ
+

1

β − θ

]
.

Î÷åâèäíî, ùî f ′′
i (y

o
i ) > 0 ∀xi, ξi ∈ E1, xi ̸= ξi,

t > τ , β > θ. Îòæå, â òî÷öi yoi ôóíêöiÿ fi
íàáóâà¹ ñâîãî ìiíiìàëüíîãî çíà÷åííÿ

fi(y
o
i ) =

|xi − ξi|q

(t+ β − τ − θ)q/2b
.
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À öå îçíà÷à¹, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
(13).

Ëåìó äîâåäåíî.
Ïðèïóñòèìî, ùî ÿäðî K iíòåãðàëüíîãî

îïåðàòîðà ñèñòåìè (1) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâ-
íiñòü (3). Îöiíèìî ÿäðî H, êîðèñòóþ÷èñü
îöiíêàìè (3) òà (10):

|H(t, τ, x, ξ)| ≤
∫
En

|K(t, x, z)||Z(t, τ, z, ξ)|dz ≤

≤ Co

∫
En

e−cρ(t,x,z)

t
n+2b−α

2b

· e
−cρ(t,τ,z,ξ)

(t− τ)
n
2b

dz.

Çãiäíî ç ëåìîþ ïðàâèëüíà íàñòóïíà íåðiâ-
íiñòü

ρ(t, x, z) + ρ(t, τ, z, ξ) ≥ ρ(2t, τ, x, ξ).

Òîäi

|H| ≤ Co
e−(c−ε)ρ(2t,τ,x,ξ)

t
n+2b−α

2b

∫
En

e−ερ(t,x,z) e
−ερ(t,τ,z,ξ)

(t− τ)
n
2b

dz.

Òóò e−ερ(t,x,z) îöiíþ¹òüñÿ îäèíèöåþ, à îá'¹ì-
íèé iíòåãðàë ¹ iíòåãðàëîì òèïó iíòåãðàëà
Ïóàññîíà, ùî äîðiâíþ¹ Cε = Const(ε, b, n).

Îòæå,

|H(t, τ, x, ξ)| ≤ CoCεt
−n+2b−α

2b e−(c−ε)ρ(2t,τ,x,ξ),

t > τ, x, ξ ∈ En.

Äàëi îöiíèìî ïîâòîðíi ÿäðà

H2(t,τ,x,ξ)=

t∫
τ

dβ

∫
En

H1(t,β,x,z)H1(β,τ,z,ξ)dz.

Äëÿ îöiíêèH2 çíîâó âiäïîâiäíî äî ëåìè ñêî-
ðèñòà¹ìîñü íåðiâíiñòþ

ρ(2t, β, x, z)+ρ(2β, τ, z, ξ) ≥ ρ(2t+β, τ, x, ξ)≥

≥ ρ(3t, τ, x, ξ),

îñêiëüêè β ≤ t. Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî

|H2(t, τ, x, ξ)|≤ C2
oC

2
ε t

−n+2b−α
2b e−(c−2ε)ρ(3t,τ,x,ξ)×

×
t∫

τ

dβ

β
2b−α
2b

∫
En

e−ερ(2t,β,x,z) e
−ερ(2β,τ,z,ξ)

β
n
2b

dz ≤

≤ C2
oC

2
ε t

−n+2b−α
2b e−(c−2ε)ρ(3t,τ,x,ξ)2

n
2b×

×
t∫

τ

dβ

β
2b−α
2b

∫
En

e−ερ(2β,z,ξ)

(2β)
n
2b

dz ≤

≤ C2
oC

3
ε 2

n
2b 2b

α
t−

n+2b−2α
2b e−(c−2ε)ρ(3t,τ,x,ξ),

t > τ, x, ξ ∈ En.

Òóò
ρ(2β, τ, z, ξ) ≥ ρ(2β, z, ξ).

Àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè âñòàíîâëþ¹òü-
ñÿ îöiíêà äëÿ H3:

|H3(t, τ, x, ξ)| ≤ C3
oC

4
ε 2

n
2b3

n
2b 2b

α
t−

n+2b−α
2b ×

×e−(c−3ε)ρ(4t,τ,x,ξ)

t∫
τ

dβ

β
2b−2α

2b

∫
En

e−ερ(3β,z,ξ)

(3β)
n
2b

dz ≤

≤C3
oC

5
ε 2

n
2b3

n
2b 2b

α
2b
2α
t−

n+2b−3α
2b e−(c−3ε)ρ(4t,τ,x,ξ),

t > τ, x, ξ ∈ En.

Ïî iíäóêöi¨ áóäåìî ìàòè:

|Hν(t, τ, x, ξ)|≤Cν
oC

2ν−1
ε 2

n
2b ·3

n
2b ·. . .· ν

n
2b×

×2b
α
· 2b
2α

·. . .· 2b
(ν−1)α

t−
n+2b−να

2b e−(c−νε)ρ((ν+1)t,τ,x,ξ),

t > τ, x, ξ ∈ En, ν ≥ 2.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèäíî, ùî, ïî÷èíàþ-
÷è ç ν ≥ νo =

[
n+2b
α

]
+ 1, ÿäðà íå ìàòèìóòü

îñîáëèâîñòi i äëÿ Hνo ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

|Hνo(t, τ, x, ξ)| ≤ Cνoe
−cνoρ((νo+1)t,τ,x,ξ),

Cνo ≡ Cνo
o C

2νo−1
ε 2

n
2b·3

n
2b ·. . .·ν

n
2b
o · 2b

α
·2b
2α
·. . .· 2b

(νo−1)α
,

cνo ≡ c− νoε, t > τ, x, ξ ∈ En.

Îöiíèìî íàñòóïíå ÿäðî:

|Hνo+1|≤
t∫

τ

dβ

∫
En

|H1(t, β, x, z)||Hνo(β, τ, z, ξ)|dz≤

≤ CoCεCνo2
n
2b t−

2b−α
2b e−cνoρ((νo+2)t,τ,x,ξ)×

×
t∫

τ

dβ

∫
En

e−(νo−1)ερ(2t,β,x,z)

(2t)
n
2b

dz ≤

≤ CoCεCνoC̃ε 2
n
2b t

α
2b e−cνoρ((νo+2)t,τ,x,ξ),

t > τ, x, ξ ∈ En.
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Äëÿ âñiõ íàñòóïíèõ ÿäåð ñïðàâåäëèâà
îöiíêà:

|Hνo+m(t, τ, x, ξ)| ≤ Cm
o C

m
ε CνoC̃ε

m(
2

n
2b

)m
t
mα
2b ×

× 2b
2b+α

· 2b
2b+2α

·. . .· 2b
2b+(m−1)α

e−cνoρ((νo+m+1)t,τ,x,ξ),

t > τ, x, ξ ∈ En, m ≥ 1,

ÿêà îäåðæèòüñÿ, êîëè â ïîêàçíèêó åêñïîíåí-
òè âiäùåïëþâàòè âiä c− ε âåëè÷èíó cνo i êî-
ðèñòóâàòèñü íåðiâíiñòþ

ρ(2t, β, x, z) + ρ((νo +m)β, τ, z, ξ) ≥

≥ ρ((νo +m+ 1)t, τ, x, ξ), β ≤ t,

ó ðåçóëüòàòi ÷îãî ìàòèìåìî iíòåãðàë òèïó
iíòåãðàëà Ïóàññîíà, ÿêèé îöiíþ¹òüñÿ âåëè-
÷èíîþ C̃ε, à iíòåãðàë ïî ÷àñîâié çìiííié áåç-
ïîñåðåäíüî âèðàõîâó¹òüñÿ.

Äàëi ðîçãëÿíåìî çàëèøêîâèé

ðÿä
∞∑

ν=νo+1

Hν . Çà îçíàêîþ Äàëàì-

áåðà ìàæîðàíòíèé ÷èñëîâèé ðÿä
∞∑

m=1

(
CoCεC̃ε2

n
2bT

α
2b

)m
Cνo

2b
2b+α

2b
2b+2α

. . . 2b
2b+(m−1)α

,

äå åêñïîíåíòà îöiíåíà îäèíèöåþ, à t ≤ T ,
çáiãà¹òüñÿ, à çâiäñè âèïëèâà¹ ðiâíîìiðíà i
àáñîëþòíà çáiæíiñòü çà êðèòåði¹ì Âåé¹ð-

øòðàññà ôóíêöiîíàëüíîãî ðÿäó
∞∑

ν=νo+1

Hν . Öå

äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè ðåçîëüâåíòó, äëÿ ÿêî¨
ç íåðiâíîñòåé äëÿ ïîâòîðíèõ ÿäåð ìîæíà
îäåðæàòè íàñòóïíó îöiíêó:

|R(t, τ, x, ξ)| ≤
νo∑

m=1

|Hm|+
∞∑

m=νo+1

|Hm| ≤

≤
νo∑

m=1

Cm
o C

2m−1
ε

(m!)
n
2b

(m− 1)!

(2b
α

)m−1

×

×t−
n+2b−mα

2b e−(c−mε)ρ((m+1)t,τ,x,ξ)+

+Cνo

∞∑
m=νo+1

(CoCεC̃ε2
n
2bT

α
2b )m−νo

m−νo∏
p=1

2b
2b+(p−1)α

×

×e−cνoρ((m+1)t,τ,x,ξ) ≤

≤ t−
n+2b−α

2b e−(c−νoε)ρ((νo+1)t,τ,x,ξ)×

×
νo∑

m=1

Cm
o C

2m−1
ε

(m!)
n
2b

(m− 1)!

(2b
α

)m−1

+

+Cνo

∞∑
m=1

(CoCεC̃ε2
n
2bT

α
2b )m

m∏
p=1

2b
2b+(p−1)α

×

×e−cνoρ((m+νo+1)t,τ,x,ξ) ≤

≤ C1r1
2b

2b−α
t−

n+2b−α
2b e−cνoρ((νo+1)t,τ,x,ξ)+

+C2t
−n+2b−α

2b

∞∑
m=2

rm

m∏
p=1

2b
2b+(p−2)α

×

×e−cνoρ((m+νo)t,τ,x,ξ) ≤

≤ CRt
−n+2b−α

2b

∞∑
m=1

rm

m∏
p=1

2b
2b+(p−2)α

×

×e−cνoρ((m+νo)t,τ,x,ξ),

äå

C1 ≡
νo∑

m=1

Cm
o C

2m−1
ε

(m!)
n
2b

(m− 1)!

(2b
α

)m−12b− α

2b
,

C2 ≡ CνoT
n+2b−α

2b 2b−α
2b
, CR ≡ max{C1, C2},

rm ≡
(
CoCεC̃ε2

n
2bT

α
2b

)m−1
.

Îòæå,

|R(t, τ, x, ξ)| ≤ CRt
−n+2b−α

2b ×

×
∞∑

m=1

rm

m∏
p=1

2b
2b+(p−2)α

e−cνoρ((m+νo)t,τ,x,ξ), (14)

t > τ, x, ξ ∈ En.

Äàëi ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ y ó ðîçâ'ÿçêó
(9) ¹ ãåëüäåðîâîþ ç ïîêàçíèêîì α. Äëÿ öüîãî
âñòàíîâèìî ñïî÷àòêó îöiíêè äëÿ ïðèðîñòiâ
ÿäåð K, H òà ðåçîëüâåíòè R. Äëÿ ÿäðà K
ïðàâèëüíà îöiíêà (3), ç ÿêî¨ âèïëèâà¹ îöiíêà
äëÿ ïðèðîñòó ÿäðà ïðè |△x| ≥ t1/2b :∣∣△xK(t, x, ξ)

∣∣≤|K(t, x+△x, ξ)|+|K(t, x, ξ)| ≤

≤ C
[e−cρ(t,x+△x,ξ)

t
n+2b−α

2b

+
e−cρ(t,x,ξ)

t
n+2b−α

2b

]
≤

≤ C
|△x|α

t
n+2b
2b

[
e−cρ(t,x+△x,ξ) + e−cρ(t,x,ξ)

]
.

Ïðè |△x| < t1/2b çà òåîðåìîþ Ëàãðàíæà
îäåðæèìî

|△xK(t, x, ξ)| = |DxK(t, x+ θ△x, ξ)| · |△x| ≤

≤ C|△x|e
−cρ(t,x+θ△x,ξ)

t
n+2b+1−α

2b

.
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Çà ëåìîþ ç [4, ñ. 144] ∃ c1 > 0, ùî

e
−c
(

|x+θ△x−ξ|
t1/2b

)q
≤e−c1

(
|x−ξ|
t1/2b

)q
e
c′
(
|θ| |△x|

t1/2b

)q
≤

≤ const · e−c1

(
|x−ξ|
t1/2b

)q
,

îñêiëüêè |△x|
t1/2b

< 1. Òîäi∣∣△xK(t, x, ξ)
∣∣≤C |△x|α

t
n+2b
2b

(
|△x|
t1/2b

)1−α

e−c1ρ(t,x,ξ) ≤

≤ C
|△x|α

t
n+2b
2b

e−c1ρ(t,x,ξ).

Îòæå, äëÿ ïðèðîñòó iíòåãðàëüíîãî ÿäðà K
ïðàâèëüíà îöiíêà∣∣△xK(t,x,ξ)

∣∣≤C |△x|α

t
n+2b
2b

[
e−cρ(t,x+△x,ξ)+e−cρ(t,x,ξ)

]
,

t > 0, x, ξ ∈ En.

Îöiíèìî ïðèðiñò ÿäðà H

△xH(t, τ, x, ξ) =

∫
En

△xK(t, x, z)Z(t, τ, z, ξ)dz.

|△xH| ≤Co

∫
En

|△x|α

t
n+2b
2b

[
e−cρ(t,x+△x,z)+e−cρ(t,x,z)

]
×

×e
−cρ(t,τ,z,ξ)

(t− τ)
n
2b

dz ≤ Co
|△x|α

t
n+2b
2b

∫
En

e−ερ(t,τ,z,ξ)

(t− τ)
n
2b

dz×

×
[
e−(c−ε)ρ(2t,τ,x+△x,ξ)+ e−(c−ε)ρ(2t,τ,x,ξ)

]
≤

≤ CoCε
|△x|α

t
n+2b
2b

[
e−c′ρ(2t,τ,x+△x,ξ)+ e−c′ρ(2t,τ,x,ξ)

]
,

t > τ, x, ξ ∈ En, c′ = c− ε.

Àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè, ùî i ïðè âñòà-
íîâëåííi îöiíîê äëÿ ïîâòîðíèõ ÿäåð Hm òà
ðåçîëüâåíòè R, äëÿ ïðèðîñòó ðåçîëüâåíòè

△xR(t, τ, x, ξ) =
∞∑

m=1

△xHm(t, τ, x, ξ) áóäåìî

ìàòè îöiíêó:∣∣△xR(t,τ,x,ξ)
∣∣≤CR

|△x|α

t
n+2b
2b

∞∑
m=1

rm

m∏
p=1

2b
2b+(p−2)α

×

×
[
e−cνoρ((νo+m)t,τ,x+△x,ξ) + e−cνoρ((νo+m)t,τ,x,ξ)

]
,

t > τ, x, ξ ∈ En. (15)

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ y, ÿêó ìî-
æíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

y(t, x) = f(t, x) +

∫
En

H(t, 0, x, ξ)φ(ξ)dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
En

R(t, τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
En

R(t, τ, x, ξ)

∫
En

H(τ, 0, ξ, z)φ(z)dzdξ ≡

≡ f(t, x) + J1 + J2 + J3,

¹ ãåëüäåðîâîþ çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ x. f
¹ ãåëüäåðîâîþ çà ïðèïóùåííÿì. Ðîçãëÿíåìî
ïðèðiñò äðóãîãî äîäàíêó:∣∣△xJ1(t, x)

∣∣ ≤ ∫
En

|△xH||φ|dξ ≤

≤CoCε2
n
2b |φ|C

∫
En

e−c′ρ(2t,x+△x,ξ)+e−c′ρ(2t,x,ξ)

(2t)
n
2b

dξ×

×|△x|α

t
≤ C|φ|C

|△x|α

t
, t > 0, x ∈ En.

(16)
Çíàéäåìî ïðèðiñò òðåòüîãî äîäàíêó:∣∣△xJ2(t, x)

∣∣ ≤ CR|f |α
|△x|α

t
×

×
∞∑

m=1

rm(νo +m)
n
2b

m∏
p=1

2b
2b+(p−2)α

t∫
0

dτ

∫
En

e−cνoρ((νo+m)t,x+△x,ξ)+e−cνoρ((νo+m)t,x,ξ)

((νo +m)t)
n
2b

dξ≤

≤ C|f |α|△x|α
∞∑

m=1

rm(νo+m)
n
2b

m∏
p=1

2b
2b+(p−2)α

≤

≤ C|f |α|△x|α, t > 0, x ∈ En. (17)

Òóò ïî÷ëåííå iíòåãðóâàííÿ çàêîííå íà îñíî-
âi îçíàêè Âåé¹ðøòðàññà, îñêiëüêè ÷èñëî-

âèé ðÿä
∞∑

m=1

2rm
m∏
p=1

2b
2b+(p−2)α

,ùî ìàæîðó¹ âiä-

ïîâiäíèé ôóíêöiîíàëüíèé ðÿä, ¹ çáiæíèì.
Ïðè îöiíþâàííi ïðèðîñòó ÷åòâåðòîãî äîäàí-
êó àíàëîãi÷íî çàâäÿêè ðiâíîìiðíié çáiæíî-
ñòi ôóíêöiîíàëüíîãî ðÿäó ìîæíà ïî÷ëåííî
iíòåãðóâàòè:
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∣∣△xJ3(t, x)
∣∣ ≤ CoCε2

n
2b |φ|C×

×
t∫

0

dτ

τ
2b−α
2b

∫
En

|△xR|
∫
En

e−(c−ε)ρ(2τ,ξ,z)

(2τ)
n
2b

dzdξ≤

≤C|φ|C
|△x|α

t

t∫
0

dτ

τ
2b−α
2b

∞∑
m=1

rm(νo+m)
n
2b

m∏
p=1

2b
2b+(p−2)α

∫
En

e−cνoρ((νo+m)t,τ,x+△x,ξ)+e−cνoρ((νo+m)t,τ,x,ξ)

((νo +m)t)
n
2b

dξ≤

≤ C|φ|C |△x|αt−
2b−α
2b , t > 0, x ∈ En. (18)

Íà îñíîâi îöiíîê (16)-(18) ìà¹ìî, ùî

|△xy(t, x)| ≤ |△x|α
(
C1|f |α+ C2

|φ|C
t

)
, (19)

t > 0, x ∈ En.
Îöiíêà (19) îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ y çàäî-
âîëüíÿ¹ íåðiâíîìiðíó óìîâó Ãåëüäåðà ç ïî-
êàçíèêîì α. Öÿ óìîâà íåîáõiäíà äëÿ iñíóâà-
ííÿ ñòàðøèõ ïîõiäíèõ îá'¹ìíîãî ïîòåíöiàëó
ó ôîðìóëi (9) äëÿ ðîçâ'ÿçêó u.

Òåïåð âñòàíîâèìî îöiíêè äëÿ ÔÌÐ Γ =
Z +W (6) òà ¨¨ ïîõiäíèõ. Çà ïîáóäîâîþ [1]

Z(t, τ, x, ξ) ≡ Go(t, τ, x− ξ, ξ)+

+

t∫
τ

dβ

∫
En

Go(t,β,x−y,y)Ro(β,τ, y, ξ)dy≡Go+Wo

i äëÿ Go, Wo ïðàâèëüíi îöiíêè

|Dk
xGo(t, τ, x, ξ)| ≤ C(t− τ)−

n+|k|
2b e−cρ(t,τ,x,ξ),

|Dk
xWo(t, τ, x, ξ)| ≤ C(t− τ)−

n+|k|−α
2b e−cρ(t,τ,x,ξ),

|k| ≤ 2b, t > τ, x, ξ ∈ En.

Äëÿ Z ìà¹ìî îöiíêó (10). Îöiíèìî ïîõiä-
íi îá'¹ìíîãî ïîòåíöiàëó W . Çà ëåìîþ
ïðî äèôåðåíöiþâàííÿ îá'¹ìíîãî ïîòåíöià-
ëó [1, ñ. 68] ìîëîäøi ïîõiäíi çíàõîäèìî
áåçïîñåðåäíiì äèôåðåíöiþâàííÿì ïiä çíà-
êîì iíòåãðàëà, à ñòàðøi ïîõiäíi âèðàõó¹ìî çà
ñïåöiàëüíèìè ôîðìóëàìè, âðàõóâàâøè êîí-
ñòðóêöiþ ÔÌÐ Z:

D2b
x W (t, τ, x, ξ) =

=

t1∫
τ

dβ

∫
En

D2b
x Z(t, β, x, z)R(β, τ, z, ξ)dz+

+

t∫
t1

dβ

∫
En

D̄2b
x Go(t, β, x− z, x)[R(β, τ, z, ξ)−

−R(β, τ, x, ξ)]dz +
t∫

t1

dβ

∫
En

[
D2b

x Go(t, β, x−z, z)−

−D̄2b
x Go(t, β, x− z, x)

]
R(β, τ, z, ξ)dz+

+

t∫
t1

R(β, τ, x, ξ)dβ

∫
En

D̄2b
x Go(t, β, x− z, x)dz+

+

t∫
t1

dβ

∫
En

D2b
x Wo(t, β, x, z)R(β, τ, z, ξ)dz ≡

≡ A1 + A2 + A3 + A4 + A5,

äå D̄ îçíà÷à¹ äèôåðåíöiþâàííÿ òiëüêè ïî
òðåòüîìó àðãóìåíòó.
A4 = 0 íà îñíîâi âëàñòèâîñòi ìàòðèöi Ãði-

íà Go. Wo ìà¹ ìåíøèé ïîðÿäîê îñîáëèâîñòi,
òîìó äîñòàòíüî îöiíèòè A1 − A3.

Îöiíêà A1 îäåðæó¹òüñÿ ç îöiíîê (10), (14)
i òîãî, ùî t− β ≥ (t− τ)/2:

|A1| ≤ CR

t1∫
τ

dβ

∫
En

e−cρ(t,β,x,z)

(t− β)
n+2b
2b

β−n+2b−α
2b ×

×
∞∑

m=1

rm

m∏
p=1

2b
2b+(p−2)α

e−cνoρ((νo+m)β,τ,z,ξ)dz ≤

≤ CCR

(t− τ)
n+2b
2b

∞∑
m=1

rm(νo +m)
n
2b

m∏
p=1

2b
2b+(p−2)α

×

×e−(cνo−ε)ρ((νo+m)t,τ,x,ξ)

t1∫
τ

dβ

β
2b−α
2b∫

En

e−(νo+1)ερ(t,β,x,z) e
−ερ((νo+m)β,z,ξ)

(νo +m)
n
2bβ

n
2b

dz ≤

≤ C(t− τ)−
n+2b−α

2b

∞∑
m=1

rm

m∏
p=1

2b
2b+(p−2)α

×

×(νo +m)
n
2b e−(cνo−ε)ρ((νo+m)t,τ,x,ξ),

t > τ, x, ξ ∈ En. (20)

Íåðiâíîìiðíà óìîâà Ãåëüäåðà ðåçîëüâåíòè
R ïî òðåòüîìó àðãóìåíòó (15) äà¹ ìîæëè-
âiñòü îöiíèòè A2:
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|A2| ≤ CR

t∫
t1

dβ

∫
En

e−ερ(t,β,x,z)

(
|x− z|

(t− β)1/2b

)α

×

×e
−(c−ε)ρ(t,β,x,z)

(t− β)
n+2b−α

2b

∞∑
m=1

rm

m∏
p=1

2b
2b+(p−2)α

×

×e
−cνoρ((νo+m)β,τ,z,ξ) + e−cνoρ((νo+m)β,τ,x,ξ)

β
n+2b
2b

dz ≤

≤ CRC(ε)

(
2

t− τ

)n+2b
2b

t∫
t1

dβ

(t− β)
2b−α
2b

×

×
∞∑

m=1

rm

m∏
p=1

2b
2b+(p−2)α

×

×
[
e−cνoρ((νo+m)t,τ,x,ξ)

∫
En

e−(νo−1)ερ(t,β,x,z)

(t− β)
n
2b

dz+

+e−cνoρ((νo+m)t,τ,x,ξ)

∫
En

e−(c−ε)ρ(t,β,x,z)

(t− β)
n
2b

dz

]
≤

≤ C(t− τ)−
n+2b−α

2b

∞∑
m=1

rm

m∏
p=1

2b
2b+(p−2)α

×

×e−cνoρ((νo+m)t,τ,x,ξ), t > τ, x, ξ ∈ En. (21)

Òóò ìè ñêîðèñòàëèñü î÷åâèäíîþ íåðiâíiñòþ(
|x− z|

(t− β)1/2b

)α

e−ερ(t,β,x,z) ≤ C(ε), ε > 0.

Òàêîæ â ïîêàçíèêó åêñïîíåíòè âiäùåïèëè
âiä c−ε âåëè÷èíó cνo = c−νoε i ñêîðèñòàëèñü
íåðiâíiñòþ

ρ(t, β, x, z) + ρ((νo +m)β, τ, z, ξ) ≥
≥ ρ((νo +m)t, τ, x, ξ), β ≤ t.

Äàëi, çàñòîñóâàâøè ëåìó ïðî îöiíêó îá'-
¹ìíîãî iíòåãðàëó i ñêîðèñòàâøèñü òèì, ùî
β − τ ≥ (t− τ)/2, îñòàòî÷íî îäåðæàëè îöií-
êó (21).

Îöiíêà A3 âèïëèâà¹ ç ãåëüäåðîâîñòi ìà-
òðèöi Ãðiíà Go ïî ÷åòâåðòîìó àðãóìåíòó òà
îöiíêè (14) äëÿ ðåçîëüâåíòè R:

|A3| ≤ CR(t− τ)−
n+2b−α

2b

∞∑
m=1

rm

m∏
p=1

2b
2b+(p−2)α

×

×e−cνoρ((νo+m)t,τ,x,ξ)

t∫
t1

dβ

(t− β)
2b−α
2b

×

×
∫
En

(
|x−z|

(t−β)1/2b

)α
e−ερ(t,β,x,z) e

−(νo−1)ερ(t,β,x,z)

(t− β)
n
2b

dz ≤

≤ CC(ε)(t− τ)−
n+2b−2α

2b

∞∑
m=1

rm

m∏
p=1

2b
2b+(p−2)α

×

×e−cνoρ((νo+m)t,τ,x,ξ), t > τ, x, ξ ∈ En. (22)

Ó ðåçóëüòàòi îöiíîê äëÿ A1−A5 (20)-(22)
îäåðæèìî:

|D2b
x W (t, τ, x, ξ)| ≤ C(t− τ)−

n+2b−α
2b

∞∑
m=1

rm×

×(νo +m)
n
2b

m∏
p=1

2b
2b+(p−2)α

e−(cνo−ε)ρ((νo+m)t,τ,x,ξ),

t > τ, x, ξ ∈ En.

Îòæå, äëÿ ïîõiäíèõ îá'¹ìíîãî ïîòåíöiàëóW
ïðàâèëüíi îöiíêè (7).

Îöiíêà ïîõiäíèõ ðîçâ'ÿçêó (5) âèïëèâà¹
iç éîãî çîáðàæåííÿ (4) òà îöiíîê äëÿ ÔÌÐ
Γ.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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