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Âñòàíîâëåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ îäíîãî êëàñó ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü
òèïó Øèëîâà iç ãëàäêèìè çìiííèìè îáìåæåíèìè êîåôiöi¹íòàìè òà íåâiä'¹ìíèì ðîäîì ó âè-
ïàäêó, êîëè ïî÷àòêîâi äàíi íàëåæàòü äî øèðîêîãî êëàñó óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié.

We established the correct solvability of Cauchy problem for a class of Shilov type parabolic
equations with smooth bounded variable coe�cients and nonnegative genus in the case of initial
data belonging to wide class of general functions.

Âñòóï. Ðîçâèâàþ÷è iäåþ ß.I. Æèòîìèð-
ñüêîãî îïèñó ïàðàáîëi÷íî ñòiéêèõ äî çìi-
íè êîåôiöi¹íòiâ ñèñòåì òèïó Øèëîâà, ó [2]
ðîçãëÿíóòî êëàñ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïîðÿäêó p âèãëÿ-
äó

∂tu(t; x) =
∑
|k|∗≤p

ak(t;x)i
|k|∗∂kxu(t; x), (1)

t ∈ (0;T ], x ∈ Rn,

ïðàâà ÷àñòèíà ÿêèõ äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ∑
|k|∗≤p

ak(t; x)i
|k|∗∂kxu(t;x) =

= {P0(t, i∂x) + P1(t, x; i∂x)}u(t; x),
â ÿêîìó

P0(t, i∂x) :=
∑
|k|∗≤p

a0,k(t)i
|k|∗∂kx ,

P1(t, x; i∂x) :=
∑

|k|∗≤p1

a1,k(t;x)i
|k|∗∂kx ,

ïðè÷îìó âiäïîâiäíå ðiâíÿííÿ

∂tu(t;x) = P0(t, i∂x)u(t;x), (t;x) ∈ (0;T ]×Rn,
(2)

¹ ïàðàáîëi÷íèì çà Øèëîâèì ç ïîêàçíèêîì
ïàðàáîëi÷íîñòi h, 0 < h ≤ p [3].

Äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü ïîáóäîâàíî ôóíäà-
ìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (ÔÐÇÊ)
òà äîñëiäæåíî éîãî îñíîâíi âëàñòèâîñòi
ãëàäêîñòi é ïîâåäiíêè â îêîëi íåñêií÷åííî

âiääàëåíèõ ïðîñòîðîâèõ òî÷îê çà íàñòóïíèõ
óìîâ:

À) 0 ≤ p1 < h− n(1− hµ/p0), 0 ≤ µ ≤ 1
(òóò µ � ðiä ðiâíÿííÿ (2), à p0 � çâåäåíèé
ïîðÿäîê öüîãî ðiâíÿííÿ [3]);

Â) êîåôiöi¹íòè a0,k(t)− âèçíà÷åíi íà âiä-
ðiçêó [0;T ] íåïåðåðâíi ôóíêöi¨, a1,k(t;x) - íå-
ïåðåðâíi çà çìiííîþ t, íåñêií÷åííî äèôåðåí-
öiéîâíi çà x îáìåæåíi íà ìíîæèíi [0;T ]×Rn

ôóíêöi¨.
Ó ïðîïîíîâàíié ñòàòòi, âèêîðèñòîâóþ÷è

îäåðæàíi â [2] ðåçóëüòàòè ïðî ÔÐÇÊ, äëÿ ïà-
ðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü (1) òèïó Øèëîâà äîñëi-
äæó¹òüñÿ êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi
ó âèïàäêó, êîëè ïî÷àòêîâi äàíi ¹ óçàãàëüíå-
íèìè ôóíêöiÿìè òèïó ðîçïîäiëiâ Ãåëüôàíäà
I.Ì. i Øèëîâà Ã.�.
1. Äîïîìiæíi âiäîìîñòi. Ïîñòàíîâêà

çàäà÷i. Âèêîðèñòîâóâàòèìåìî òóò ïîçíà÷å-
ííÿ, ââåäåíi â [2].

Íåõàé Sα, S
β, α > 0, β > 0, � âiäîìi ïðî-

ñòîðè òèïó S Ãåëüôàíäà I.Ì. i Øèëîâà Ã.�.,
à S ′

α i Sβ ′ � âiäïîâiäíi òîïîëîãi÷íî ñïðÿæå-
íi ïðîñòîðè [4]. ×åðåç Gτ (t; ·), t ∈ (τ ;T ], τ ∈
[0;T ), ïîçíà÷èìî ÔÐÇÊ äëÿ ðiâíÿííÿ (2).
Âiäîìî [5], ùî

Gτ (t; ·) = F−1[θtτ (ξ)](t, τ ; ·),

θtτ (·) := e

t∫
τ
P0(χ,·)dχ

, 0 ≤ τ < t ≤ T

(òóò F−1[·] � îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹),
ïðè÷îìó ïðàâèëüíi òàêi îöiíêè:

∃δ0 > 0 ∀k ∈ Zn
+ ∃c0 > 0 ∀τ ∈ [0;T )
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∀t ∈ (τ ;T ] x ∈ Rn : |∂kxGτ (t; x)| ≤

≤ c0(t− τ)−
n+|k|∗

h e−δ0

(
∥x∥

(t−τ)α∗

) 1
1−α∗

, (3)

α∗ := µ/p0, µ ≥ 0.

Çâiäñè áåçïîñåðåäíüî îäåðæó¹ìî, ùî
ôóíêöiÿ Gτ (t; ·) ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó
t ç (τ ;T ] íàëåæèòü äî ïðîñòîðó S1−α∗ , à îò-
æå, ¹ çãîðòóâà÷åì ó öüîìó ïðîñòîði.

Çãiäíî ç [2] ÔÐÇÊ äëÿ (1) ìà¹ ñòðóêòóðó

Z(t, x; τ, ξ) = Gτ (t;x− ξ) +W (t, x; τ, ξ),

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn,

äå
W (t, x; τ, ξ) :=

=

t∫
τ

dβ

∫
Rn

Gβ(t;x− y)Φ(β, y; τ, ξ)dy.

Òóò Φ(t, x; τ, ξ) :=
∞∑
l=1

Kl(t, x; τ, ξ) � ôóí-

êöiîíàëüíèé ðÿä, â ÿêîìó

K1(t, x; τ, ξ) := P1(t, x; i∂x)Gτ (t; x− ξ),

Kl(t, x; τ, ξ) :=

t∫
τ

dβ

∫
Rn

K1(t, x; β, y)×

×Kl−1(β, y; τ, ξ)dy, l > 1.

Äëÿ âñiõ t ∈ (τ ;T ], τ ∈ [0;T ), {x, ξ} ⊂ Rn,
{k, q} ⊂ Zn

+ âèêîíóþòüñÿ òàêi îöiíêè [2]:

|∂kξ ∂qxZ(t, x; τ, ξ)| ≤

≤ c2(t− τ)−
n+|k+q|∗

h e
−δ2

(
∥x−ξ∥

(t−τ)α∗

) 1
1−α∗

, (4)

|∂kξΦ(t, x+ ξ; τ, ξ)| ≤

≤ c3(t− τ)−
n+p1

h e
−δ3

(
∥x∥

(t−τ)α∗

) 1
1−α∗

(5)

(òóò îöiíî÷íi ñòàëi cj, δj íå çàëåæàòü âiä t,
τ , x i ξ, à δj � ùå i âiä k òà q).

Íàäàëi íàì çíàäîáëÿòüñÿ íàñòóïíi äîïî-
ìiæíi òâåðäæåííÿ.
Ëåìà 1. Äëÿ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ Z ïðà-

âèëüíà îöiíêà

|∂kξZ(t, x+ ξ; 0, ξ)| ≤ ckt
βk−n

h e
−δ4

(
∥x∥
tα∗

) 1
1−α∗

,

k ∈ Zn
+, t ∈ (0;T ], {x, ξ} ⊂ Rn,

äå βk :=

{
0, k = 0,
α0, k ̸= 0,

α0 := 1 + α∗n −
n+ p1
h

; äîäàòíi ñòàëi ck, δ4 íå çàëåæàòü

âiä t, x i ξ, à δ4 � ùå é âiä k.
Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç îöiíêàìè (43), (5)

ìà¹ìî

Yk(t, x, ξ) :=
∣∣∣ t∫
0

dβ

∫
Rn

Gβ(t;x− ζ)∂kξ×

×Φ(β, ζ + ξ; 0, ξ)dζ
∣∣∣ ≤

≤ c0c3

t∫
0

(t− β)α0+
p1
h
−1βα0−1×

×
∫
Rn

e
−δ∗

{(
∥x−ζ∥

(t−β)α∗

) 1
1−α∗

+

(
∥ζ∥
βα∗

) 1
1−α∗

}
×

× dy

((t− β)β)α∗n
dβ, δ∗ := min{δ0, δ3}.

Ñêîðèñòàâøèñü òåïåð îöiíêîþ (8) ç [2] òà
ðiâíiñòþ

t∫
0

(t−β)α0+
p1
h
−1βα0−1dβ = t2α0+

p1
h
−1B

(
α0+

p1
h
, α0

)
(òóò B(·, ·) � áåòà-ôóíêöiÿ Åéëåðà), îäåðæè-
ìî

Yk(t, x, ξ) ≤ cεt
α0−n

h e
−δ∗(1−ε)

(
∥x∥
tα∗

) 1
1−α∗

,

ε ∈ (0; 1), k ∈ Zn
+, t ∈ (0;T ], {x, ξ} ⊂ Rn.

Çâiäñè, âðàõóâàâøè ùå ðàç îöiíêó (43) òà
çîáðàæåííÿ

Z(t, x+ ξ; 0, ξ) = G0(t;x)+

+

t∫
0

dβ

∫
Rn

Gβ(t; x− ζ)Φ(β, ζ + ξ; ξ)dζ,

ïðèõîäèìî äî òâåðäæåííÿ âèõiäíî¨ ëåìè.
Ëåìó äîâåäåíî.
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Ëåìà 2. Íåõàé φ(·) � äîâiëüíî ôiêñîâà-
íèé åëåìåíò ïðîñòîðó S1−α∗, à IG(t; ·) :=
G0(t; ·) ∗ φ(·), t ∈ (0;T ], òîäi

IG(t; ·)
S1−α∗−→
t→+0

φ(·).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ G0(t; ·),
t ∈ (0;T ], ¹ çãîðòóâà÷åì ó ïðîñòîði S1−α∗ ,
òîáòî IG(t; ·) ∈ S1−α∗ , ïðè êîæíîìó t ∈
(0;T ], à îïåðàòîð ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ F
âñòàíîâëþ¹ íåïåðåðâíèé içîìîðôiçì ìiæ
ïðîñòîðàìè S1−α∗ i S1−α∗ [4], òî äëÿ äîâå-
äåííÿ öi¹¨ ëåìè äîñèòü óñòàíîâèòè ãðàíè÷íå
ñïiââiäíîøåííÿ

F [φ](·)θt0(·)
S1−α∗
−→
t→+0

F [φ](·). (6)

Çãiäíî ç êðèòåði¹ì çáiæíîñòi â ïðîñòîðàõ
òèïó S [4], ñïiââiäíîøåííÿ (6) âèêîíóâàòè-
ìåòüñÿ, ÿêùî:

1) ∂kζ (F [φ](ζ)θ
t
0(ζ))

ζ∈K
⇒

t→+0
∂kζF [φ](ζ) (∀K ⊂

Rn ∀k ∈ Zn
+),

àáî, ùî òå æ ñàìå, ùî

∂qζ (θ
t
0(ζ)−1)

ζ∈K
⇒

t→+0
0 (∀K ⊂ Rn ∀q ∈ Zn

+) (7)

(òóò K � êîìïàêòíà ìíîæèíà ç Rn);
2) ñóêóïíiñòü ôóíêöié F [φ](·)θt0(·) ¹ îáìå-

æåíîþ ïî t (ïðè 0 < t≪ 1) ó ïðîñòîði S1−α∗ ,
òîáòî

∃A > 0∃ε ∈ (0; 1)∀q ∈ Zn
+ ∃cq > 0 ∀k ∈ Zn

+

∀ζ ∈ Rn ∀t ∈ (0; ε) :

|ζq∂kζ (F [φ](ζ)θt0(ζ))| ≤ cqA
|k|∗ |k|(1−α∗)|k|∗

∗ .

Âèêîíàííÿ ãðàíè÷íîãî ñïiââiäíîøåííÿ
(7) ñòà¹ î÷åâèäíèì, ÿêùî çâàæèòè íà ñòðó-
êòóðó ôóíêöi¨ θt0(·) òà îáìåæåíiñòü êîåôiöi-
¹íòiâ a0,k(·).

Òâåðäæåííÿ 2) òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ, âîíî
îäåðæó¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî ç âëàñòèâîñòåé
F [φ](·), ÿê åëåìåíòà ïðîñòîðó S1−α∗ , òà îöií-
êè [5]

|∂kξ θt0(ξ))| ≤ cA|k|∗|k|(1−α∗)|k|∗
∗ e−δt∥ξ∥h ,

k ∈ Zn
+, t ∈ (0;T ], ξ ∈ Rn

(òóò îöiíî÷íi ñòàëi c, A i δ íå çàëåæàòü âiä
t, ξ i k).

Ëåìó äîâåäåíî.
Òåïåð çàäàìî äëÿ ðiâíÿííÿ (1) ïî÷àòêîâó

óìîâó

u(t; ·)|t=0 = f, f ∈ S ′
1−α∗ , (8)

ÿêó ðîçóìiòèìåìî ÿê ñëàáêó çáiæíiñòü ó
ïðîñòîði S ′

1−α∗ , òîáòî

⟨u(t; ·), φ(·)⟩ −→
t→+0

⟨f, φ(·)⟩ (∀φ ∈ S1−α∗)

(òóò êóòîâèìè äóæêàìè ⟨, ⟩ ïîçíà÷åíî äiþ
óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ íà îñíîâíó).

Çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi äèôåðåí-
öiéîâíî¨ çà çìiííîþ t, íåñêií÷åííî äèôåðåí-
öiéîâíî¨ çà çìiííîþ x íà ìíîæèíi Π(0;T ] :=
(0;T ] × Rn ôóíêöi¨ u(t; x), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹
ðiâíÿííÿ (1) ó çâè÷àéíîìó ðîçóìiííi, à ïî-
÷àòêîâó óìîâó (8) ó ñåíñi ñëàáêî¨ çáiæíîñòi
â ïðîñòîði S ′

1−α∗ .
2. Êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü. Ïåðåäóñiì

âñòàíîâèìî íåîáõiäíi âëàñòèâîñòi ÔÐÇÊ äëÿ
ðiâíÿííÿ (1) ó âèãëÿäi íàñòóïíèõ äîïîìi-
æíèõ òâåðäæåíü.
Ëåìà 3. Ôóíêöiÿ Z(t, x; 0, ·), ÿê àáñòðà-

êòíà ôóíêöiÿ ó ïðîñòîði S1−α∗ ïàðàìåòðà:
1) t ç (0;T ] (ïðè ôiêñîâàíîìó x ∈ Rn),

äèôåðåíöiéîâíà çà çìiííîþ t;
2) x ç Rn (ïðè ôiêñîâàíîìó t ∈ (0;T ]),

íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà çà çìiííîþ x.
Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 1) çâîäèòüñÿ äî

âñòàíîâëåííÿ ãðàíè÷íîãî ñïiââiäíîøåííÿ

Ψ∆t,x(ξ) :=
Z(t+∆t, x; 0, ξ)− Z(t, x; 0, ξ)

∆t

S1−α∗−→
∆t→0

∂tZ(t, x; 0, ξ),

òîáòî, ùî äëÿ êîæíîãî q ∈ Zn
+ ïðè ôiêñîâà-

íîìó x ∈ Rn:
à) ó êîæíié êóëi K ç Rn

∂qξΨ∆t,x(ξ)
ξ∈K
⇒

∆t→0
∂qξ (∂tZ(t, x; 0, ξ));

á) |∂qξΨ∆t,x(ξ)| ≤ cqe
−δ∥ξ∥

1
1−α∗ , ξ ∈ Rn, äå

ñòàëi cq, δ íå çàëåæàòü âiä ∆t (ïðè 0 <
|∆t| ≪ 1).
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Îñêiëüêè ôóíêöiÿ Z(t, x; 0, ξ) äèôåðåíöi-
éîâíà çà t ó çâè÷àéíîìó ðîçóìiííi, ïðè÷îìó

∂tZ(t, x; 0, ξ) = {P0(t, i∂x)+

+P1(t, x; i∂x)}Z(t, x; 0, ξ),

òî ç íåðiâíîñòi (4) òà âëàñòèâîñòåé êîåôiöi-
¹íòiâ ðiâíÿííÿ (1) âèïëèâà¹, ùî

|∂qξ (∂tZ(t, x; 0, ξ))| ≤ c̃2t
−n+p+|q|∗

h ×

×e
−δ3

(
∥x−ξ∥
tα∗

) 1
1−α∗

, q ∈ Zn
+, t ∈ (0;T ],

{x, ξ} ⊂ Rn,

äå ñòàëi c̃2, δ3 íå çàëåæàòü âiä t, x i ξ, à δ3 �
ùå é âiä q.

Çâiäñè, âðàõóâàâøè çîáðàæåííÿ

Ψ∆t,x(ξ) =
1

∆t

∆t∫
0

∂tZ(t+ χ, x; 0, ξ)dχ,

îäåðæó¹ìî íàñòóïíó îöiíêó:

|∂qξΨ∆t,x(ξ)| ≤
c̃2
|∆t|

|∆t|∫
0

(t+ χ)−
n+p+|q|∗

h ×

×e
−δ3

(
∥x−ξ∥

(t+χ)α∗

) 1
1−α∗

dχ ≤ c̃2t
−n+p+|q|∗

h ×

×e
−δ3

(
∥x−ξ∥
( 3t2 )α∗

) 1
1−α∗

, |∆t| < t

2
, q ∈ Zn

+,

{x, ξ} ⊂ Rn,

ÿêà ïðè ôiêñîâàíîìó x åêâiâàëåíòíà óìî-
âi á).

Îñêiëüêè ∂tZ(t+χ, x; 0, ξ) íåïåðåðåâíî çà-
ëåæèòü âiä ïàðàìåòðà χ, òî çãiäíî ç òåîðå-
ìîþ ïðî ñåðåäí¹

∂qξΨ∆t,x(ξ) =
1

∆t

∆t∫
0

∂qξ (∂tZ(t+ χ, x; 0, ξ))dχ

ξ∈K⊂Rn

⇒
∆t→0

∂qξ (∂tZ(t, x; 0, ξ)), q ∈ Zn
+,

òîáòî óìîâà à) òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ.

Äîâåäåìî òâåðäæåííÿ 2). Äëÿ öüîãî äî-
ñèòü óñòàíîâèòè ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

Y∆xj ,t(ξ) :=
Z(t, x+∆x; 0, ξ)− Z(t, x; 0, ξ)

∆xj

S1−α∗−→
∆xj→0

∂xj
Z(t, x; 0, ξ),

â ÿêîìó ∆x := (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j−1

,∆xj, 0, . . . , 0), àáî,

ùî òåæ ñàìå, ùî:

â) ∂qξY∆xj ,t(ξ)
ξ∈K⊂Rn

⇒
∆xj→0

∂qξ (∂xj
Z(t, x; 0, ξ))

(∀q ∈ Zn
+);

ã) ∀t ∈ (0;T ] ∀x ∈ Rn ∃δ > 0 ∃ε ∈ (0; 1)
∀q ∈ Zn

+ ∃cq,t > 0 ∀ξ ∈ Rn ∀∆xj ∈ (−ε; ε):

|∂qξY∆xj ,t(ξ)| ≤ cq,te
−δ∥ξ∥

1
1−α∗ .

Çîáðàçèìî Y∆xj ,t(·) ó âèãëÿäi

Y∆xj ,t(ξ) =
1

∆xj

∆xj∫
0

∂xj
Z(t, x+ ω; 0, ξ)dωj,

äå ω := (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j−1

, ωj, 0, . . . , 0). Îñêiëüêè

∂xj
Z(t, x + ω; 0, ξ) íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä

ïàðàìåòðà ωj (áî çñóâ � íåïåðåðâíà îïåðà-
öiÿ â ïðîñòîðàõ òèïó S), òî çãiäíî ç òåîðå-
ìîþ ïðî ñåðåäí¹

∂qξY∆xj ,t(ξ) =
1

∆xj

∆xj∫
0

∂qξ (∂xj
Z(t, x+ω; 0, ξ))dωj

ξ∈K⊂Rn

⇒
∆xj→0

∂qξ (∂xj
Z(t, x; 0, ξ)), q ∈ Zn

+,

îòæå, óìîâà â) âèêîíó¹òüñÿ.
Áåðó÷è äî óâàãè îöiíêó (4), çíàéäåìî, ùî

|∂qξY∆xj ,t(ξ)| ≤
c2,t

|∆xj|

|∆xj |∫
0

e
−δ2

(
∥x−ξ+ω∥

tα∗

) 1
1−α∗

dωj ≤

≤ c2,te
−δ2

(
∥x−ξ∥
2tα∗

) 1
1−α∗

,

q ∈ Zn
+, |∆xj| <

1

2
|xj − ξj|, {x, ξ} ⊂ Rn
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(òóò âðàõîâàíî òå, ùî |xj − ξj + ωj| ≥ |xj −
ξj|/2 ïðè |∆xj| < |xj − ξj|/2). Îñòàííÿ íå-
ðiâíiñòü ïðè ôiêñîâàíèõ t i x åêâiâàëåíòíà
óìîâi ã).

Ëåìó äîâåäåíî.
Ëåìà 4. Íåõàé ω(t; x) :=

⟨f, Z(t, x; 0, ·)⟩, f ∈ S ′
1−α∗ , òîäi:

1) ôóíêöiÿ ω äèôåðåíöiéîâíà çà çìiííîþ
t íà (0;T ] ïðè ôiêñîâàíîìó x ∈ Rn i íåñêií-
÷åííî äèôðåíöiéîâíà çà x íà Rn ïðè ôiêñî-
âàíîìó t ∈ (0;T ];

2) ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ ω(t; ·) −→
t→+0

f

âèêîíó¹òüñÿ â ïðîñòîði S ′
1−α∗.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì ëå-
ìè 3 ôóíêöiÿ Z(t, x; 0, ξ) äèôåðåíöiéîâíà çà
t i íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà çà x ó ñåí-
ñi òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó S1−α∗ , òîìó ω(t;x) =
⟨f, Z(t, x; 0, ·)⟩ ¹ çâè÷àéíîþ ôóíêöi¹þ, äèôå-
ðåíöiéîâíîþ çà çìiííîþ t i íåñêií÷åííî äè-
ôåðåíöiéîâíîþ çà x íà ìíîæèíi Π(0;T ]. Òà-
êèì ÷èíîì, òâåðäæåííÿ 1) ñïðàâäæó¹òüñÿ.

Äîâåäåìî òâåðäæåííÿ 2). Çàôiêñó¹ìî äî-
âiëüíî åëåìåíò φ ç S1−α∗ i ðîçãëÿíåìî

Ψt(ξ) :=

∫
Rn

Z(t, x; 0, ξ)φ(x)dx =

=

∫
Rn

Z(t, x+ ξ; 0, ξ)φ(x+ ξ)dx,

Ψt,R(ξ) :=

∫
∥x∥≤R

Z(t, x+ ξ; 0, ξ)φ(x+ ξ)dx,

R > 0.

Ïåðåäóñiì âñòàíîâèìî ðiâíiñòü

⟨ω(t; ·), φ(·)⟩ = ⟨f,Ψt(·)⟩, 0 < t≪ 1. (9)

Äëÿ öüîãî äîñèòü óñòàíîâèòè, ïî-ïåðøå, íà-
ëåæíiñòü {Ψt,Ψt,R} ⊂ S1−α∗ ïðè êîæíîìó
ôiêñîâàíîìó R > 0 i 0 < t ≪ 1, ïî-äðóãå,
âèêîíàííÿ ãðàíè÷íîãî ñïiââiäíîøåííÿ

Ψt,R(·)
S1−α∗−→
R→+∞

Ψt(·), 0 < t≪ 1. (10)

Ïîêàæåìî, ùî {Ψt,Ψt,R} ⊂ S1−α∗ (∀R >
0, 0 < t ≪ 1). Ñêîðèñòàâøèñü íàëåæíiñòþ

φ(·) äî S1−α∗ , à òàêîæ òâåðäæåííÿì ëåìè 1,
äiñòàíåìî

|∂kξΨt(ξ)| ≤
k∑

l=0

C l
k

∫
Rn

|∂lξZ(t, x+ ξ; 0, ξ)|×

×|∂k−l
ξ φ(x+ ξ)|dx ≤

≤ ctβk−n
h

∫
Rn

e
−δ

{(
∥x∥
tα∗

) 1
1−α∗

+∥x+ξ∥
1

1−α∗

}
dx.

Çâiäñè, âðàõóâàâøè iñíóâàííÿ ñòàëèõ δ0 > 0
i δ1 > 0 òàêèõ, ùî

δ∥x+ ξ∥
1

1−α∗ ≥ δ0∥ξ∥
1

1−α∗ − δ1∥x∥
1

1−α∗ , (11)

ïðèõîäèìî äî îöiíêè

|∂kξΨt(ξ)| ≤ c0t
βk−n

h e−δ0∥ξ∥
1

1−α∗ , k ∈ Zn
+, (12)

ξ ∈ Rn, 0 < t≪
(
δ/2δ1

) 1−α∗
α∗

,

ÿêà îçíà÷à¹ íàëåæíiñòü Ψt(·) ∈ S1−α∗ ïðè
êîæíîìó äîäàòíîìó äîñèòü ìàëîìó t.

Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî R > 0

|∂kξΨt,R(ξ)| ≤
k∑

l=0

C l
k

∫
Rn

|∂lξZ(t, x+ ξ; 0, ξ)|×

×|∂k−l
ξ φ(x+ ξ)|dx, k ∈ Zn

+, ξ ∈ Rn, t ∈ (0;T ],

òî äëÿ ∂kξΨt,R(ξ) òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà
(12), òîáòî Ψt,R(·) ∈ S1−α∗ (∀R > 0, 0 < t ≪
1). Êðiì öüîãî, êîíñòàíòè c0 i δ0 â (12) íå
çàëåæàòü âiä R, òîìó ïîñëiäîâíiñòü Ψt,R(·)
ñòîñîâíî R ¹ îáìåæåíîþ â S1−α∗ .

Âðàõóâàâøè òåïåð ñïiââiäíîøåííÿ

∫
∥x∥>R

e
−δ

(
∥x∥
tα∗

) 1
1−α∗

dx −→
R→+∞

0,

iç îöiíêè

|∂kξ (Ψt(ξ)−Ψt,R(ξ))| ≤

≤
k∑

l=0

C l
k

∫
∥x∥>R

|∂lξZ(t, x+ξ; 0, ξ)| |∂k−l
ξ φ(x+ξ)|dx ≤
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≤ ctβk−n
h

∫
∥x∥>R

e
−δ

(
∥x∥
tα∗

) 1
1−α∗

dx,

k ∈ Zn
+, ξ ∈ Rn, t ∈ (0;T ],

îäåðæó¹ìî, ùî

∂kξΨt,R(ξ)
ξ∈Rn

⇒
R→+∞

∂kξΨt(ξ)(∀k ∈ Zn
+ ∀t ∈ (0;T ]).

Çâiäñè, çãiäíî ç êðèòåði¹ì çáiæíîñòi â ïðî-
ñòîðàõ òèïó S, ïðèõîäèìî äî âèêîíàííÿ ãðà-
íè÷íîãî ñïiââiäíîøåííÿ (10), à âiäòàê, i äî
ïðàâèëüíîñòi ðiâíîñòi (9).

Ç îãëÿäó íà ðiâíiñòü (9), äîâåäåííÿ òâåð-
äæåííÿ 2) çâîäèòüñÿ äî âñòàíîâëåííÿ ãðà-
íè÷íîãî ñïiââiäíîøåííÿ

Ψt(·)
S1−α∗−→
t→+0

φ(·),

àáî, ùî òå æ ñàìå,

IG(t; ·) + IW (t; ·) S1−α∗−→
t→+0

φ(·),

äå
IG(t; ·) := G0(t; ·) ∗ φ(·),

IW (t; ·) :=
∫
Rn

W (t, x+ ·; 0, ·)φ(x+ ·)dx.

Îäíàê, çãiäíî ç òâåðäæåííÿì ëåìè 2,

IG(t; ·)
S1−α∗−→
t→+0

φ(·),

òîìó çàëèøà¹òüñÿ âñòàíîâèòè ëèøå ñïiââiä-
íîøåííÿ

IW (t; ·) S1−α∗−→
t→+0

0,

òîáòî ïåðåêîíàòèñÿ ó ïðàâèëüíîñòi òàêèõ
òâåðäæåíü:

à) ∀k ∈ Zn
+ ∀K ⊂ Rn: ∂kξ IW (t; ξ)

ξ∈K
⇒

t→+0
0;

á) ∃δ > 0 ∃ε ∈ (0; 1) ∀k ∈ Zn
+ ∃ck > 0 ∀t ∈

(0; ε) ∀ξ ∈ Rn: |∂kξ IW (t; ξ)| ≤ cke
−δ∥ξ∥

1
1−α∗ .

Çãiäíî iç ñòðóêòóðîþ îá'¹ìíîãî ïîòåíöià-
ëà W , ìà¹ìî:

IW (t; ξ) =

∫
Rn

( t∫
0

dβ

∫
Rn

Gβ(t;x+ ξ − y)×

×Φ(β, y; 0, ξ)dy
)
φ(x+ ξ)dx, (t; ξ) ∈ Π(0;T ].

Çäiéñíèâøè òóò ïîñëiäîâíî çàìiíó çìiííèõ
iíòåãðóâàííÿ çà ïðàâèëàìè

y − ξ = ζ, x− ζ = z,

âiäòàê çìiíèâøè ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ íà
ïiäñòàâi òåîðåìè Ôóáiíi, ïðèéäåìî äî òàêîãî
çîáðàæåííÿ IW :

IW (t; ξ) =

t∫
0

dβ

∫
Rn

(∫
Rn

Gβ(t; z)φ(z+ζ+ξ)dz
)
×

×Φ(β, ζ + ξ; 0, ξ)dζ, (t; ξ) ∈ Π(0;T ].

Îäåðæàíå çîáðàæåííÿ äîçâîëÿ¹ âñòàíî-
âèòè ôîðìóëó

∂kξ IW (t; ξ) =
k∑

l=0

C l
k

t∫
0

dβ

∫
Rn

Jl(t− β; ζ + ξ)×

×∂k−l
ξ Φ(β, ζ+ξ; 0, ξ)dζ, k ∈ Zn

+, (t; ξ) ∈ Π(0;T ],
(13)

â ÿêié

Jl(t; η) := G0(t; η) ∗ Φl(η), Φl(η) := ∂lηφ(η).

Îñêiëüêè ó ïðîñòîðàõ òèïó S âèçíà÷åíà
îïåðàöiÿ äèôåðåíöiþâàííÿ, òî Φl(·) ∈ S1−α∗ .
Óðàõóâàâøè âñå öå, à òàêîæ òâåðäæåííÿ ëå-
ìè 2, äiñòàíåìî ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

Jl(t; ·)
S1−α∗−→
t→+0

Φl(·) (∀l ∈ Zn
+),

ÿêå ãàðàíòó¹ îáìåæåíiñòü ïî t (ïðè 0 <
t≪ 1) ñóêóïíîñòi ôóíêöié Jl(t; ·) ó ïðîñòîði
S1−α∗ , òîáòî

∃δ > 0∃ε ∈ (0; 1)∀k ∈ Zn
+ ∃ck > 0 ∀t ∈ (0; ε)

∀ξ ∈ Rn : |∂kξ Jl(t; ξ)| ≤ cke
−δ∥ξ∥

1
1−α∗

(çãiäíî ç êðèòåði¹ì çáiæíîñòi â ïðîñòîði
S1−α∗).

Çâiäñè òà ç ôîðìóëè (13), íåðiâíîñòi (11)
é îöiíêè (5) âèïëèâà¹

|∂kξ IW (t; ξ)| ≤ ck

t∫
0

β−n+p1
h

∫
Rn

e−δ∥ξ+ζ∥
1

1−α∗ ×
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×e
−δ3

(
∥ζ∥
βα∗

) 1
1−α∗

dζdβ ≤

≤ cke
−δ0∥ξ∥

1
1−α∗

t∫
0

β−n+p1
h

∫
Rn

eδ1∥ζ∥
1

1−α∗ ×

×e
−δ3

(
∥ζ∥
βα∗

) 1
1−α∗

dζdβ ≤

≤ cke
−δ0∥ξ∥

1
1−α∗

t∫
0

βα0−1dβ

∫
Rn

e−
δ3
2
∥z∥

1
1−α∗ dz =

= c̃kt
α0e−δ0∥ξ∥

1
1−α∗ , 0 < t≪ 1, ξ ∈ Rn, k ∈ Zn

+

(14)
(òóò îöiíî÷íi ñòàëi c̃k i δ0 íå çàëåæàòü âiä t
i ξ, ïðè öüîìó δ0 íå çàëåæèòü ùå é âiä k).

Ç îãëÿäó íà îöiíêó (14) òà íà òå, ùî α0 >
0, òâåðäæåííÿ à) i á) ñòàþòü î÷åâèäíèìè.

Ëåìó äîâåäåíî.
Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ õàðàêòåðèçó¹ êîðå-

êòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi (1), (8).
Òåîðåìà. Çàäà÷à Êîøi (1), (8) êîðåêòíî

ðîçâ'ÿçíà ó êëàñi ïî÷àòêîâèõ äàíèõ S ′
1−α∗. �¨

ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiéîâíèé çà t, íåñêií÷åííî
äèôåðåíöiéîâíèé çà x íà ìíîæèíi Π(0;T ] i
çîáðàæó¹òüñÿ ôîðìóëîþ

u(t; x) = ⟨f, Z(t, x; 0, ξ)⟩, (t;x) ∈ Π(0;T ],

f ∈ S ′
1−α∗ .

Äîâåäåííÿ. Ç ïîïåðåäíiõ òâåðäæåíü âè-
ïëèâà¹, ùî äëÿ äîâåäåííÿ íåîáõiäíî âñòàíî-
âèòè ëèøå ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi
(1), (8) òà éîãî íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü âiä
ïî÷àòêîâî¨ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ S ′

1−α∗ .
Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñÿ çàãàëüíîþ òåîðå-
ìîþ ¹äèíîñòi ç �2 ãëàâè 2 êíèãè [3].

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ ñïðÿæåíîãî
çà Ëàãðàíæåì ðiâíÿííÿ:

∂τv(τ ; ξ) = −{P ∗
0 (τ, ∂ξ)+P

∗
1 (τ, ξ; ∂ξ)}v(τ ; ξ) ≡

≡ −P ∗
τ,ξv(τ ; ξ), (τ ; ξ) ∈ [t0; t1)× Rn,

v(τ ; ·) S1−α∗−→
τ→t1−0

φ(·), φ(·) ∈ S1−α∗ , (15)

äå 0 ≤ t0 < t1 ≤ T , à

P ∗
0 (τ, ∂ξ)· :=

∑
|k|∗≤p

a0,k(τ)(−i)|k|∗∂kξ ·,

P ∗
1 (τ, ξ; ∂ξ)· :=

∑
|k|∗≤p1

∂kξ

(
a1,k(τ ; ξ)(−i)|k|∗ ·

)
.

Îñêiëüêè ó ïðîñòîði S1−α∗ îïåðàöiÿ äèôå-
ðåíöiþâàííÿ âèçíà÷åíà é íåïåðåðâíà, à êîå-
ôiöi¹íòè a1,k(τ ; ·) � ìóëüòèïëiêàòîðè ó öüîìó
ïðîñòîði [4], òî P ∗

τ,ξφ(ξ) ∈ S1−α∗ ïðè äîâiëü-
íèõ τ ∈ [t0;T ] i φ(·) ∈ S1−α∗ .

Îïåðàòîð Pτ,ξ, ñïðÿæåíèé çà Ëàãðàíæåì
ç P ∗

τ,ξ, äi¹ ó ïðîñòîði S
′
1−α∗ i íà ãëàäêèõ ôóí-

êöiÿõ φ âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

Pτ,ξφ(ξ) = {P0(τ, i∂ξ) + P1(τ, ξ; i∂ξ)}φ(ξ),

(τ ; ξ) ∈ Π[0;T ].

Îòæå, çàäà÷ó Êîøi (1), (8) ìîæíà ïîäàòè ó
âèãëÿäi

∂tu(t;x) = Pt,xu(t; x), (t;x) ∈ Π(0;T ], (16)

u(t; ·)|t=0 = f, f ∈ S ′
1−α∗ .

Çãiäíî iç çàçíà÷åíîþ âèùå òåîðåìîþ ç [3]
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (16) ¹äèíèé i íåïåðåðâíî çà-
ëåæèòü âiä ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ f , ÿêùî çà-
äà÷à (15) ðîçâ'ÿçíà äëÿ äîâiëüíèõ t1 ∈ (0;T ]
i φ ∈ S1−α∗ .

Îñêiëüêè φ � îáìåæåíà ãëàäêà ôóíêöiÿ,
òî êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (15) çîáðàæó-
¹òüñÿ ôîðìóëîþ

v(τ ; ξ) =

∫
Rn

Z∗(τ, ξ; t1, x)φ(x)dx,

äå Z∗ � ÔÐÇÊ äëÿ ñïðÿæåíîãî ðiâíÿííÿ. Çà-
óâàæèìî, ùî çãiäíî ç âëàñòèâiñòþ íîðìàëü-
íîñòi ÔÐÇÊ

Z∗(τ, ξ; t, x) = Z(t, x; τ, ξ)

(òóò (·) îçíà÷à¹ êîìïëåêñíó ñïðÿæåíiñòü).
Îòæå, âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ Z∗ òàêi, ÿê ó Z.

ßê i ó âèïàäêó Z äîâîäèìî, ùî
Z∗(τ, ξ; t1, ·) ∈ S1−α∗ ïðè êîæíîìó τ < t1
i ξ ∈ Rn. Êðiì öüîãî, ðîçìiðêîâóþ÷è àíà-
ëîãi÷íî ÿê ïðè äîâåäåííi ëåìè 4 (äèâ.
âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ Ψt) ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî
v(τ, ·) ∈ S1−α∗ ïðè τ < t1 i

v(τ ; ·) S1−α∗−→
τ→t1−0

φ(·).
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Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à Êîøi (15) ¹ ðîçâ'ÿçíîþ
äëÿ äîâiëüíèõ t1 ∈ (0;T ] i φ ∈ S1−α∗ .

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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