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ÄÈÍÀÌI×ÍIÉ ÑÈÑÒÅÌI Ç ÇÌIÍÍÈÌ ÇÀÏIÇÍÅÍÍßÌ, ÙÎ

ÇÀËÅÆÈÒÜ ÂIÄ ÔÀÇÎÂÎ� ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÈ

Âèçíà÷åíî óìîâè iñíóâàííÿ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ (àâòîêîëèâàíü) i âñòàíîâëåíèé õàðàêòåð ¨õ
ñòiéêîñòi â îäíié äèíàìi÷íié ñèñòåìi çi çìiííèì çàïiçíåííÿì, ùî ¹ óçàãàëüíåííÿì ðiâíÿííÿ
Ëü¹íàðà i ðiâíÿíü îñöèëÿòîðiâ Âàí-äåð-Ïîëÿ i Ðåëåÿ.

The conditions for the existence of limit cycles (oscillations) and character set their stability in
a dynamical system with variable delay, which is a generalization of the Lienard, van - der - Pol
and Rayleigh equations.

1. Âñòóï. Áàãàòî ôiçè÷íiõ ïðîöåñiâ ïðè
¨õ ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi ïðèâîäÿòü
äî äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç çàïiçíåííÿì
àðãóìåíòó. Çîêðåìà, öå ìà¹ ìiñöå ïðè ôå-
íîìåíîëîãi÷íîìó ðîçãëÿäi ïðîöåñiâ ãîðiííÿ,
êîëè íåîáõiäíî âðàõîâóâàòè ÷àñ çãîðàííÿ
ïàëèâà [1,2]. Ïðîòå âiäçíà÷èìî, ùî â áàãà-
òüîõ âèïàäêàõ çàïiçíåííÿ çãîðàííÿ íå ¹ ïî-
ñòiéíîþ âåëè÷èíîþ, à iñòîòíî çàëåæèòü âiä
ðÿäó ôiçè÷íèõ ïàðàìåòðiâ, íàïðèêëàä, âiä
âíóòðiøíüîêàìåðíîãî òèñêó â êàìåði çãîðà-
ííÿ ðiäèííîãî ðàêåòíîãî äâèãóíà àáî êàìå-
ði ãîðiííÿ ðåãåíåðàòèâíîãî ïîâiòðîíàãðiâà-
÷à äîìåííî¨ ïå÷i [2]. Öå ïðèâîäèòü äî ðîç-
ãëÿäó, ó âiäïîâiäíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäå-
ëÿõ, äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç çàïiçíåííÿ-
ìè àðãóìåíòiâ, ÿêi ¹ çàäàíèìè íåëiíiéíèìè
ôóíêöiÿìè âiä íåâiäîìèõ ôàçîâèõ êîîðäè-
íàò.

Çàçíà÷èìî, ùî äîñëiäæåííÿ êîëèâàëüíèõ
ïðîöåñiâ ó êâàçiëiíiéíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòå-
ìàõ ç ïîñòiéíèì çàïiçíåííÿì ïðîâîäèòüñÿ,
ÿê ïðàâèëî, çà äîïîìîãîþ àñèìïòîòè÷íèõ
ìåòîäiâ, ÿêi ¹ óçàãàëüíåííÿì íà âèïàäîê ñè-
ñòåì ç çàïiçíåííÿì âiäîìèõ àñèìïòîòè÷íèõ
ìåòîäiâ òåîði¨ íåëiíiéíèõ êîëèâàíü: ìåòî-
äó ìàëîãî ïàðàìåòðà Ïóàíêàðå � Ëÿïóíîâà,
ìåòîäó óñåðåäíåííÿ Êðèëîâà � Áîãîëþáîâà
� Ìèòðîïîëüñüêîãî òà ¨õ ìîäèôiêàöié [3,4].
Çîêðåìà, ìåòîä óñåðåäíåííÿ áóâ óçàãàëüíå-
íèé äëÿ ðiâíÿíü iç çàïiçíåííÿì i äèôåðåíöi-
àëüíî - ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü [4].

Îäíàê ó ðîçãëÿíóòié íèæ÷å çàäà÷i çàñòî-
ñóâàííÿ äàíèõ ìåòîäiâ ¹ äîñèòü ïðîáëåìà-
òè÷íèì. Ó öüîìó âèïàäêó äëÿ çíàõîäæåííÿ
ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ùî âèçíà÷àþòü ðå-
æèì àâòîêîëèâàíü, çàñòîñîâó¹òüñÿ òåîðåìà
ïðî áiôóðêàöiþ íàðîäæåííÿ ãðàíè÷íîãî öè-
êëó iç ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, ùî ¹ öåíòðîì â
òî÷öi áiôóðêàöi¨.
2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Ìàòåìàòè÷íà

ìîäåëü ïðîöåñó âiáðàöiéíîãî ãîðiííÿ, ç óðà-
õóâàííÿì ÷àñó çàïiçíåííÿ çãîðàííÿ ïàëèâà,
çâîäèòüñÿ äî íàñòóïíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè
[1,2]

dx

dt
= α (H (x) − y) , (1)

dy

dt
= β

(
x(t− ∆) − ξ

∣∣∣∣y −H0

η −H0

∣∣∣∣a) ,
äå H (x) = η − γΨ (x− ξ); Ψ (x) =
x (x− b1) (x− b2); α, β > 0; b1 · b2 < 0; H0,
η, γ, a, ξ = const. Àñèìïòîòè÷íèé àíàëiç àâ-
òîêîëèâàíü â ñèñòåìi (1) ïðè âiäñóòíîñòi çà-
ïiçíåííÿ ∆ = 0 ðîçãëÿäàâñÿ â [5], à ñòàáiëiçà-
öiÿ íåñòiéêîãî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ñèñòåìè
(1) ïàðàìåòðè÷íèìè êîëèâàííÿìè � âèâ÷à-
ëàñÿ â [6].

Ó äàíié ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ àñèìïòîòè-
÷íèé àíàëiç ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè
(1) ïðè îäíî÷àñíîìó íàáëèæåííi ïàðàìåòðiâ
γ i a äî íóëÿ äëÿ âèïàäêó, êîëè

γ =
∑
k≥0

γkε
k+1, a =

∑
k≥0

akε
k+1; γ0, a0 > 0,
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i çàïiçíåííÿ ∆ ¹ çìiííèì, ùî çàäà¹òüñÿ âiäî-
ìîþ ôóíêöi¹þ âiä ôàçîâî¨ êîîðäèíàòè, òîá-
òî ∆ = f (y (t)). Âèâ÷åííÿ àâòîêîëèâàíü â
ðîçãëÿíóòié çàäà÷i çà äîïîìîãîþ ÷èñëîâèõ
ìåòîäiâ ïðîâîäèëîñÿ â ðîáîòàõ [2,7].
3. Óìîâè iñíóâàííÿ àâòîêîëèâàëü-

íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïðè çìiííîìó çàïiçíåí-
íi. Íàäàëi áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî çàïiçíå-
ííÿ ∆ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi íàñòó-
ïíîãî ðîçêëàäó

∆ = f (y, ε) = f0 (y) ε+ f1 (y) ε2 + ... (2)

äå fk (y) (k ≥ 0) � äîâiëüíi, äîñòàòíüî ãëàäêi
ôóíêöi¨. Ñêîðèñòàâøèñü ïðè ∆ → 0 ðîçêëà-
äîì Òåéëîðà

x (t− ∆) = x (t) − ∆
dx (t)

dt
+O

(
∆2
)
,

îäåðæèìî ñèñòåìó ðiâíÿíü (1), ÿêó ïåðåïè-
øåìî ó âèãëÿäi

dx

dt
= α (H (x) − y) , (3)

dy

dt
= β (x (t) − α∆ (H (x) − y)−

−ξ
∣∣∣∣y −H0

η −H0

∣∣∣∣a +O
(
∆2
))

.

Äàëi, âèêîíàâøè â ñèñòåìi (2) çàìiíó
çìiííèõ

X =
√
β (x− ξ) , Y =

√
α (y − η) , τ = ω0t,

(4)
ç òî÷íiñòþ äî âåëè÷èí O (ε2) çàïèøåìî ¨¨ íà-
ñòóïíèì ÷èíîì

dX

dτ
= −Y + εF1 (X,Y ) , (5)

dY

dτ
= X + εF2 (X, Y ) ,

äå

F1 (X,Y ) = −γ0
√
αΨ

(
X√
β

)
, (6)

F2 (X, Y ) =

ω0f0

(
η +

Y√
α

)[
Y +

√
αΨ

(
X√
β

)]
−

−a0
√
βξ ln

∣∣∣∣1 +
Y√

α (η −H0)

∣∣∣∣ .
Ïðè ε = 0 ñèñòåìà (4) ¹ êîíñåðâàòèâíîþ.

Âiäîìî, ùî ïåâíèìè çáóðåííÿìè êîíñåðâà-
òèâíó ñèñòåìó ìîæíà ïåðåòâîðèòè â àâòîêî-
ëèâàëüíó, ïðè÷îìó ãðàíè÷íèé öèêë ÿêî¨ áó-
äå áëèçüêèì äî îäíi¹¨ iç çàìêíåíèõ ôàçîâèõ
òðà¹êòîðié âèõiäíî¨ íåçáóðåíî¨ êîíñåðâàòèâ-
íî¨ ñèñòåìè. Âiäíîñíî öüîãî ìà¹ ìiñöå íàñòó-
ïíèé ðåçóëüòàò [8].

Òåîðåìà 1. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñèñòåìà ïðè
ε→ +0

dx

dt
= −y + εf1 (x, y) ,

dy

dt
= x+ εf2 (x, y) .

Ïîêëàäåìî

ℓA = {(x, y) : x = A cos(t), y = sin(t),
0 ≤ t < 2π} .

Íåõàé òàêîæ

F (A) =

∮
ℓA

f1 (x, y)dy − f2 (x, y) dx.

Òîäi ÿêùî ôóíêöiÿ F (A) ìà¹ ïðîñòèé äîäà-
òíié êîðåíü A∗, òî ïðè ìàëèõ ε > 0 äèíàìi-
÷íà ñèñòåìà, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìà¹ ãðàíè-
÷íèé öèêë Γε ≃ ℓA∗, îðáiòàëüíî àñèìïòî-
òè÷íî ñòiéêèé ïðè dF

dA

∣∣
A=A∗ < 0 i íåñòié-

êèé, ÿêùî dF
dA

∣∣
A=A∗ > 0.

Íàâåäåíà òåîðåìà âèçíà÷à¹ æîðñòêó ái-
ôóðêàöiþ íàðîäæåííÿ ãðàíè÷íîãî öèêëó ç
ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè. Ïðè öüîìó âîíà íå ¹ íi
ñóïåðêðèòè÷íîþ, íi ñóáêðèòè÷íîþ áiôóðêà-
öi¹þ Àíäðîíîâà � Õîïôà. Äëÿ ðîçãëÿíóòî¨
äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè â
òî÷öi áiôóðêàöi¨ ¹ öåíòðîì i éîãî ïåðøà ëÿ-
ïóíîâñüêà âåëè÷èíà äîðiâíþ¹ íóëþ. Â óìî-
âàõ æå òåîðåìè Àíäðîíîâà � Õîïôà ïîëî-
æåííÿ ðiâíîâàãè â òî÷öi áiôóðêàöi¨ ïîâèíî
áóòè ñëàáêèì ôîêóñîì ç âiäìiííîþ âiä íóëÿ
ïåðøîþ ëÿïóíîâñüêîþ âåëè÷èíîþ [9].

Â íàøîìó âèïàäêó:

F (A) =

∮
ℓA

F1 (X, Y )dY − F2 (X,Y ) dX. (7)
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Ç óðàõóâàííÿì ðiâíîñòåé (5) ìà¹ìî∮
ℓA

F1 (X,Y ) dY =

−πγ0α1/2β−3/2A2

(
3

4
A2 + βb1b2

)
,∮

ℓA

F2 (X, Y ) dX =

ω0

∮
ℓA

f0

(
η +

Y√
α

)[
Y +

√
αΨ

(
X√
β

)]
dX

+a0
√
βξA

2π∫
0

ln

∣∣∣∣1 +
A sin τ√
α (η −H0)

∣∣∣∣ sin τdτ.
Òàêîæ áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ âñòà-

íîâëþ¹òüñÿ, ùî ∀r ∈ R

I (r) =

2π∫
0

ln |1 + r sin τ | sin τdτ =

Re

{
2π

r

[
1 −

√
1 − r2

]}
=

2π
r

[
1 −

√
1 − r2

]
; ïðè |r| ≤ 1

2π
r

; ïðè |r| > 1.

Òîìó ñïiââiäíîøåííÿ (7) îñòàòî÷íî çàïè-
øåòüñÿ â íàñòóïíîìó âèãëÿäii

F (A) = −πγ0α1/2β−3/2A2

(
3

4
A2 + βb1b2

)
−

(8)

ω0

∮
ℓA

f0

(
η +

Y√
α

)[
Y +

√
αΨ

(
X√
β

)]
dX

−a0
√
βξA · I

(
A√

α (η −H0)

)
.

Òàêèì ÷èíîì, óìîâà iñíóâàííÿ ãðàíè÷íî-
ãî öèêëó òà õàðàêòåð éîãî ñòiéêîñòi â ñèñòå-
ìi (1) çi çìiííèì çàïiçíåííÿì, ÿêå âèçíà÷à-
¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (1), âèçíà÷à¹òüñÿ òå-
îðåìîþ 1, â ÿêié ôóíêöiÿ F (A) ìà¹ âèãëÿä
(8). Íàäàëi êîêðåòèçóþ÷i ñòðóêòóðó ôóíêöi¨

f0(y) íåñêëàäíî âèïèñàòè êîíêðåòíi ñïiââiä-
íîøåííÿ, ÿêi âèçíà÷àþòü ñàìå iñíóâàííÿ îð-
áiòàëüíî àñèìïòîòè÷íî ñòiéêîãî àáî íåñòié-
êîãî ãðàíè÷íîãî öèêëó òà âiäïîâiäíîãî éîìó
ïåðiîäè÷íîãî àâòîêîëèâàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó.

Òàêîæ çàçíà÷èìî, ùî çà ïîâíîþ àíàëî-
ãi¹þ ìîæíà ðîçãëÿíóòè çàãàëüíèé âèïàäîê,
êîëè çàïiçíåííÿ ∆ âèçíà÷à¹òüñÿ äîâiëüíîþ
ãëàäêîþ ôóíêi¹þ, ÿêà çàëåæèòü âiä äâîõ
ôàçîâèõ êîîðäèíàò ∆ = f (x (t) , y (t)).
4. Ïðèêëàä: ðiâíÿííÿ Âàí-äåð-Ïîëÿ

çi çìiííèì çàïiçíåííÿì, ùî çàëåæèòü
âiä ôàçîâî¨ êîîðäèíàòè. Ïîêëàäàþ÷è â
ñèñòåìi (1) ξ = η = 0, α = β = 1, b1 =
−b2 =

√
3, γ0 = 1/3, òà âèêëþ÷àþ÷è ôàçîâó

êîîðäèíàòó y(t), îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ Âàí -
äåð - Ïîëÿ ç çàïiçíåííÿì

d2x

dt2
− ε

(
1 − x2 (t)

) dx
dt

+ x (t− ∆) = 0. (9)

Äîáðå âiäîìî, ùî ïðè ∆ = 0 ó ðiâíÿííi
(9) çi çáiëüøåííÿì ε ïðè ïðîõîäæåííi çíà-
÷åííÿ ε = 0, âèíèêà¹ æîðñòêà áiôóðêàöiÿ
íàðîäæåííÿ ñòiéêîãî ãðàíè÷íîãî öèêëó [8] ç
àìïëiòóäîþ ðiâíîþ 2.

Äàëi áóäå ïîêàçàíî, ùî ââåäåííÿ íåñêií-
÷åííî ìàëîãî çìiííîãî çàïiçíåííÿ ìîæå ïðè-
âåñòè äî çìiíè õàðàêòåðó ñòiéêîñòi äàíîãî
ãðàíè÷íîãî öèêëó.

Ïîêëàäåìî â ðiâíÿííi (9)

∆ = kε

(
dx

dt

)m
, k ≥ 0,

m = 2r, r > 1 r ∈ N, ε→ +0,

Ç îòðèìàíèõ âèùå ñïiââiäíîøåíü îäåð-
æó¹òüñÿ, ùî â öüîìó âèïàäêó

F (A) = −πA2

(
A2

4
− 1

)
+kJm+2A

m+2, (10)

äå Jp = 2
√
π (−1)p+1

p

Γ( p+1
2 )

Γ( p2)
, Γ(x) � ãàììà ôóí-

êöiÿ.
Íåîáõiäíîþ òà äîñòàòíüîþ óìîâîþ iñíó-

âàííÿ ó ôóíêöi¨ (10) äîäàòíiõ íóëiâ ¹ âèêî-
íàííÿ íàñòóïíî¨ íåðiâíîñòi

k <
π

m2m−1Jm+2

(
1 − 2

m

)m
2
−1

. (11)
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Ïðè÷îìó ïðè âèêîíàííi äàíî¨ óìîâè ó ôóí-
êöi¨ (10) iñíóþòü äâà äîäàòíèõ êîðåíi A∗

1 i
A∗

2, ÿêi ìàþòü íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

A∗
1 (k) < A∗

2 (k) ; (12)

lim
k→+0

A∗
1 (k) = 2, lim

k→+0
A∗

2 (k) = +∞; (13)

dF

dA

∣∣∣∣
A=A∗

1(k)

> 0,
dF

dA

∣∣∣∣
A=A∗

2(k)

< 0. (14)

Òàêèì ÷èíîì, ãðàíè÷íèé öèêë, ÿêèé âè-
çíà÷à¹òüñÿ ìåíøèì êîðåíåì A∗

1 ¹ íåñòiéêèì.
Çîâíi íüîãî çíàõîäèòüñÿ ñòiéêèé ãðàíè÷íèé
öèêë, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ áiëüøèì êîðåíåì A∗

2.

Äiéñíî, ïîçíà÷àþ÷è φ (A) = π
(
A2

4
− 1
)
,

ψ (A, k) = kJm+2A
m òà f (A, k) = ψ (A, k) −

φ (A), î÷åâèäíî, ùî iñíóâàííÿ äîäàòíiõ êî-
ðåíiâ ó ôóíêöi¨ F (A) åêâiâàëåíòíî ¨õ iñíó-
âàííþ ó ôóíêöi¨ f(A, k).

Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçê ñèñòåìè ðiâíÿíü

φ (A) = ψ (A, k) ,
dφ (A)

dA
=
∂ψ (A, k)

∂A

âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè

k = k∗ =
π

m2m−1Jm+2

(
1 − 2

m
,

)m
2
−1

,

A = A∗ = 2

(
1 − 2

m

)− 1
2

.

Ïðèïóñêàþ÷è, ùî íåðiâíiñòü (11) âèêî-
íàíà, òà âðàõîâóþ÷è, ùî f(0, k) = π >
0, f (A∗, k) = (k − k∗) Jm+2 (A∗)m < 0, òà

lim
A→+∞

f (A, k) = +∞, ç òåîðåìè Áîëüöàíî �

Êîøi âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ó ôóíêöi¨ f(A, k)
êîðåíÿ A1 = A1(k) íà iíòåðâàëi (0;A∗) i êî-
ðåíÿ A2 = A2(k) íà iíòåðâàëi (A∗; +∞).

Íåîáõiäíiñòü óìîâè (11) îäåðæó¹òüñÿ
ç âèêîðèñòàííÿì íåðiâíîñòi f (A, k1) ≥
f (A, k2) ïðè k1 > k2 ≥ 0 òà òîãî ôàêòó,
ùî ôóíêöiÿ f (A, k∗) ìà¹ ëèøå îäèí äîäà-
òíié êîðåíü i íåâiä¹ìíà ïðè A > 0.

Çàñòîñîâóþ÷è äî (10) òåîðåìó ïðî íåÿâíó
ôóíêöiþ, òà âðàõîâóþ÷è, ùî A∗ > 1, îäåð-
æóþòüñÿ âëàñòèâîñòi (13). Íåðiâíîñòi (14)
ïåðåâiðÿþòüñÿ áåçïîñåðåäíüî.

5. Âèñíîâêè. Ó äàíié ðîáîòi ðîçãëÿíó-
òà äèíàìi÷íà ñèñòåìà, ùî ¹ óçàãàëüíåííÿì
ðiâíÿííÿ Ëü¹íàðà, à òàêîæ ðiâíÿíü îñöèë-
ëÿòîðiâ Âàí-äåð-Ïîëÿ òà Ðåëåÿ ïðè ââåäåí-
íi â íå¨ çìiííîãî çàïiçíåííÿ. Çíàéäåíî óìîâè
iñíóâàííÿ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ (àâòîêîëèâàíü)
ó ðîçãëÿíóòié äèíàìi÷íié ñèñòåìi òà óñòà-
íîâëåíèé õàðàêòåð ¨õíüî¨ ñòiéêîñòi äëÿ âè-
ïàäêó, êîëè çàïiçíåííÿ ¹ âiäîìîþ ôóíêöi¹þ
âiä ôàçîâî¨ êîîðäèíàòè, ÿêà àíàëiòè÷íî çà-
ëåæèòü âiä ìàëîãî ïàðàìåòðà. Ïîêàçàíî, ùî
ââåäåííÿ íàâiòü íåñêií÷åííî ìàëîãî çìiííî-
ãî çàïiçíåííÿ ìîæå çìiíèòè õàðàêòåð ñòié-
êîñòi ãðàíè÷íîãî öèêëó.
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