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ÏÎËÅÌ

Äîâåäåíî, ùî ãðóïà óíiòðèêóòíèõ àâòîìîðôiçìiâ êiëüöÿ ìíîãî÷ëåíiâ K[x, y] âiä äâîõ çìií-
íèõ íàä ñêií÷åííèì ïîëåì ¹ íiëüïîòåíòíîþ, íàâåäåíî íèæíþ îöiíêó äëÿ êëàñó íiëüïîòåíòíî-
ñòi öi¹¨ ãðóïè, ç ÿêî¨ âèïëèâà¹, ùî êëàñ íiëüïîòåíòíîñòi çðîñòà¹ ç ðîñòîì ÷èñëà åëåìåíòiâ
ïîëÿ.

It is proved that the group of unitriangl automorphisms of the two variable polynomial ring
over a �nite �eld is nilpotent.

1. Âñòóï. Íåõàé K � ôiêñîâàíå ïî-
ëå, K[x, y] � êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ âiä çìií-
íèõ x, y íàä ïîëåì K, G = AutK[x, y] �
ãðóïà àâòîìîðôiçìiâ K[x, y]. Êîæåí àâòî-
ìîðôiçì êiëüöÿ ìíîãî÷ëåíiâ K[x, y] îäíî-
çíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ îáðàçàìè òâiðíèõ åëå-
ìåíòiâ x, y ∈ K[x, y]:

x 7→ a(x, y), y 7→ b(x, y), (1)

ïðè÷îìó öi îáðàçè ïîâèííi áóòè òàêèìè ìíî-
ãî÷ëåíàìè ç K[x, y], ùîá âiäîáðàæåííÿ êiëü-
öÿ K[x, y] â ñåáå, ÿêå çàäà¹òüñÿ âiäïîâiäíi-
ñòþ

f(x, y) 7→ f(a(x, y), b(x, y)),

f(x, y) ∈ K[x, y], ïðîäîâæóâàëîñÿ äî òàêî¨
ái¹êöi¨ K[x, y] â ñåáå, ùî îáåðíåíå âiäîáðà-
æåííÿ òàêîæ ïîëiíîìiàëüíå.

Àâòîìîðôiçì u, ÿêèé âèçíà÷à¹ ïàðà (1),
äi¹ íà äîâiëüíèé ìíîãî÷ëåí f(x, y) ∈ K[x, y]
òàêèì ÷èíîì

u(f(x, y)) = f(a(x, y), b(x, y)).

Àâòîìîðôiçì ⟨a(x, y), b(x, y)⟩ òðèêó-
òíèé, ÿêùî éîãî ïåðøà êîìïîíåíòà íå
çàëåæèòü âiä çìiííî¨ y. Äëÿ òðèêóòíèõ
àâòîìîðôiçìiâ ôóíêöiÿ x → a(x) ìà¹ áóòè
îáîðîòíîþ. Ç óìîâè îáîðîòíîñòi âèïëèâà¹,
ùî â òàêîìó ðàçi ìíîãî÷ëåí a(x, y) ïîâèíåí
áóòè ëiíiéíèì, òîáòî ìàòè âèãëÿä αx + β.
Âðàõîâóþ÷è öå, äiñòà¹ìî, ùî ìíîãî÷ëåí
b(x, y) òàêîæ ïîâèíåí ìàòè �òðèêóòíèé�
âèãëÿä αy + f(x), äå α ̸= 0, f(x) ∈ K[x].

Îòæå, òðèêóòíèé àâòîìîðôiçì âèçíà÷à¹-
òüñÿ ïåðåòâîðåííÿìè âèãëÿäó

u(x) = ax+ b, u(y) = cy + d(x), (2)

äå a, b, c ∈ K, a ̸= 0, c ̸= 0, d(x) ∈ K[x].
À òîìó, òðèêóòíi àâòîìîðôiçìè � öå àâ-

òîìîðôiçìè, ùî çàäàþòüñÿ ïàðàìè âèãëÿäó

⟨α1x+ β1, α2y + f(x)⟩ ,

äå α1, β1, α2 ∈ K,α1 · α2 ̸= 0, f(x) ∈ K[x].
Òðèêóòíi àâòîìîðôiçìè (¨õ íàçèâàþòü ùå

åëåìåíòàðíèìè) óòâîðþþòü ïiäãðóïó â ãðó-
ïi âñiõ àâòîìîðôiçìiâK[x, y], ÿêó íàçèâàþòü
àôiííîþ ãðóïîþ Æîíê'¹ðà (iíàêøå, ãðóïîþ
åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü) êiëüöÿ K[x, y]
i ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì J2(K) (äîêëàäíiøå
äèâ.[1], [2]).

Ãðóïà Æîíê'¹ðà J2(K) ìiñòèòü ïiäãðóïó
óíiòðèêóòíèõ àâòîìîðôiçìiâ UJ2(K), òîáòî
àâòîìîðôiçìiâ âèãëÿäó (2), äëÿ ÿêèõ a = 1,
c = 1. Óíiòðèêóòíå ïåðåòâîðåííÿ φu, çàäàíå
ðiâíîñòÿìè

φu(x) = x+ a, φu(y) = y + b(x)

îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ íàáîðîì äàíèõ
[a, b(x)], äå a ∈ K, b(x) ∈ K[x]. Ñóïåðïîçè-
öiÿ ïåðåòâîðåíü u = [a1, b1(x)], v = [a2, b2(x)]
âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

uv = [a1 + a2, b1(x) + b2(x+ a1)]. (3)

À òîìó ãðóïó UJ2(K) ìîæíà îòîòîæíèòè
ç ãðóïîþ íàéìîæëèâiøèõ íàáîðiâ âèãëÿäó
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[a, b(x)], a ∈ K, b(x) ∈ K[x], ç ïðàâèëîì ìíî-
æåííÿ, ùî çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (3). Ïðè öüî-
ìó íåéòðàëüíîìó åëåìåíòó âiäïîâiäà¹ ïàðà
e = [0, 0], à îáåðíåíîþ äî ïàðè [a, b(x)] ¹ ïà-
ðà [−a,−b(x − a)]. Ïiäãðóïà UJ2(K) ¹ íîð-
ìàëüíîþ â J2(K), ïðè÷îìó ôàêòîð-ãðóïà
J2(K)/UJ2(K) içîìîðôíà K∗ ×K∗, äå K∗ �
ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà ïîëÿ K.

Â ðîáîòàõ [3], [4], [5] ðîçïî÷àòî äîñëiäæå-
ííÿ ãðóï J2(K) i UJ2(K) íàä ïîëÿìè õàðà-
êòåðèñòèêè íóëü, â ðîáîòi [6] � âèâ÷åííÿ âëà-
ñòèâîñòåé ãðóïè UJ2(K) íàä ïîëÿìè õàðà-
êòåðèñòèêè p > 0 òà ðîçâèíóòî òåîðiþ ði-
çíèöåâèõ îïåðàòîðiâ â êiëüöÿõ ìíîãî÷ëåíiâ
íàä òàêèìè ïîëÿìè.

Â äàíié ðîáîòi ïðîäîâæó¹òüñÿ äîñëiäæå-
ííÿ UJ2(K) â òîìó âèïàäêó, êîëè ïîëå K
¹ ñêií÷åííèì. Âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ äîâiëü-
íîãî òàêîãî ïîëÿ K ãðóïà UJ2(K) ¹ íiëü-
ïîòåíòíîþ. Çà äîïîìîãîþ âiäîìèõ ðåçóëüòà-
òiâ ïðî êëàñ íiëüïîòåíòíîñòi âiíöåâèõ äîáó-
òêiâ åëåìåíòàðíèõ àáåëåâèõ p-ãðóï íàâåäå-
íî íèæíþ îöiíêó äëÿ êëàñó íiëüïîòåíòíîñòi
UJ2(K).
2. Íiëüïîòåíòíiñòü ãðóïè UJ2(K)

íàä ñêií÷åííèì ïîëåì. Íåõàé K = Fq
¹ ñêií÷åííèì ïîëåì, q = pm, äå p � äå-
ÿêå ïðîñòå, à m � íàòóðàëüíå ÷èñëî. Ãðó-
ïà UJ2(Fq) ¹ íåñêií÷åííîþ, ëîêàëüíî � ñêií-
÷åííîþ ãðóïîþ ïîêàçíèêà p2. Íåõàé F s

q [x]
� ïiäãðóïà ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíÿ 6 s â
Fq[x] ( s = 0, 1, 2, . . .). Ìíîæèíà ïåðåòâî-
ðåíü

U s
q = {[a, f(x)]|f(x) ∈ F s

q [x]}

¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè UJ2(Fq), ÿêà ìà¹ ïîðÿäîê

|U s
q | = q · qs+1.

À òîìó, ïiäãðóïà U s
q íiëüïîòåíòíà

(s = 0, 1, 2, . . .). Îñêiëüêè

UJ2(Fq) =
∞∪
i=0

U s
q ,

òî ãðóïà UJ2(Fq) ¹ ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíîþ.
Íàñïðàâäi, â öüîìó âèïàäêó ìîæíà ñêàçàòè
áiëüøå.

Íàãàäà¹ìî, ùî ðiçíèöåâèé îïåðàòîð â
êiëüöi K[x] âèçíà÷à¹òüñÿ (äèâ., íàïð. [6])

äëÿ åëåìåíòà a ∈ K ÿê âiäîáðàæåííÿ
∆a : K[x] → K[x], ÿêå çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

∆af(x) = f(x+ a) − f(x), f(x) ∈ K[x].

Âiäîáðàæåííÿ ∆a ¹ ëiíiéíèì, òîáòî äëÿ äî-
âiëüíèõ ìíîãî÷ëåíiâ f , g ∈ K[x] i áóäü-ÿêèõ
α, β ∈ K âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

∆a(αf + βg) = α∆af + β∆ag.

Êðiì òîãî, ìàþòü ìiñöå òàêi î÷åâèäíi ðiâíî-
ñòi:

(i) ∆0f = 0, ∆a(const) = 0;
(ii) ∆a∆bf = ∆b∆af ;
(iii) ∆a(f(x) · g(x)) = f(x + a)∆ag(x)+

+g(x)∆af(x).
Ñèìâîëîì ∆l

a ïîçíà÷àòèìåìî l-òèé ñòå-
ïiíü îïåðàòîðà ∆a i íåõàé ñò.f(x) � ñòåïiíü
ìíîãî÷ëåíà f(x).

Íàâåäåìî òàêå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ.
Ëåìà 1. Äëÿ äîâiëüíèõ ïåðåòâîðåíü

u = [α, f(x)] i v = [β, g(x)] iç ãðóïè UJ2(K)
ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi

a) u−1vu =

= [β,−f(x− α) + g(x− α) + f(x− α + β)];

b)(u, v) = u−1v−1uv =

= [0,−f(x− α) − g(x− α− β)+

+f(x− α− β) + g(x− β)].

Äîâåäåííÿ äèâ. [6].
Òåîðåìà 2. Äëÿ äîâiëüíèõ p i m ãðóïà

UJ2(Fq), q = pm, ¹ íiëüïîòåíòíîþ.
Äîâåäåííÿ. Ãðóïà UJ2(Fq) áóäå íiëüïî-

òåíòíîþ, ÿêùî iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî
c, ùî ïðîñòèé êîìóòàòîð

(x1, x2, . . . , xc) (4)

¹ òîòîæíiñòþ â öié ãðóïi. Çãiäíî ç ëåìîþ 1
êîìóòàòîð äîâiëüíèõ äâîõ ïåðåòâîðåíü ìà¹
âèãëÿä [0, f(x)], äå f(x) ∈ Fq[x]. Êîìóòàòîð
öi¹¨ ïàðè ç äîâiëüíîþ ïàðîþ [a, b(x)] ìà¹ âè-
ãëÿä [0,∆af(x)], òîáòî çàëåæèòü ëèøå âiä
ïåðøî¨ êîîðäèíàòè ïàðè. À òîìó ïðè c > 3
çíà÷åííÿ ïðîñòîãî êîìóòàòîðà âèãëÿäó (4)
íà äîâiëüíèõ ïåðåòâîðåííÿõ u1, u2, . . . , us iç
UJ2(Fq) ìà¹ âèãëÿä

[0,∆a1∆a2 . . .∆ac−2f(x)],
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äå f(x) ∈ Fq[x], a1, a2, . . . , ac−2 ∈ Fq.
Îñêiëüêè ñèìâîëè îïåðàòîðiâ ∆ai ó âèðàçi
∆a1∆a2 . . .∆akf(x) êîìóòóþòü, òî ¨õ ìîæíà
ïåðåãðóïóâàòè òàê, ùîá îïåðàòîðè ç îäíàêî-
âèìè ïàðàìåòðàìè ai ñòîÿëè ïîðÿä. À òîìó
öåé âèðàç ìîæå áóòè ïåðåïèñàíèé ó âèãëÿäi

∆r1
ai1

∆r2
ai2
. . .∆rt

ait
f(x), (5)

äå ai1 , ai2 , . . . , ait ¹ ïîïàðíî ðiçíèìè åëåìåí-
òàìè iç Fq. Ïðè öüîìó ÿêùî îäèí ç åëåìåíòiâ
ail (1 6 l 6 t) äîðiâíþ¹ íóëþ, àáî îäèí ç
ïîêàçíèêiâ rl áiëüøèé àáî ðiâíèé p, òî ìíî-
ãî÷ëåí, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ öèì âèðàçîì äî-
ðiâíþ¹ íóëþ. Âèáåðåìî ÷èñëî k òàê, ùîá âè-
êîíóâàëàñü íåðiâíiñòü

(pm − 1)(p− 1) > k

òîäi äëÿ âèðàçó (5) ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

r1 + r2 + . . .+ rt > (pm − 1)(p− 1).

×èñëî t íå ìîæå ïåðåâèùóâàòè êiëüêiñòü íå-
íóëüîâèõ åëåìåíòiâ ïîëÿ, òîáòî t ≤ pm−1. À
òîìó ïðèíàéìíi îäíå ç ÷èñåë rl (1 6 l 6 t)
ìóñèòü áóòè íå ìåíøèì íiæ p. Òàêèì ÷èíîì,
äëÿ òàêèõ çíà÷åíü k ïðè äîâiëüíîìó ìíîãî-
÷ëåíîâi f(x) ∈ Fq[x] i äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ
a1, a2, . . . , ak ∈ Fq ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

∆a1∆a2 . . .∆akf(x) ≡ 0.

À öå é îçíà÷à¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ïåðåòâî-
ðåíü u1, u2, . . . , uk ∈ UJ2(Fq) âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

(u1, u2, . . . , uk) = e,

òîáòî ïðîñòèé êîìóòàòîð (x1, x2, . . . , xk) ¹
òîòîæíiñòþ â UJ2(Fq). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Äëÿ òîãî, ùîá îöiíèòè çíèçó êëàñ íiëü-
ïîòåíòíîñòi ãðóïè UJ2(Fq) ðîçãëÿíåìî ãîìî-
ìîðôiçì öi¹¨ ãðóïè íà âiíöåâèé äîáóòîê äâîõ
åëåìåíòàðíèõ àáåëåâèõ ãðóï ïîðÿäêó pm.
Âiíöåâèé äîáóòîê W (m, p) = Cm

p wr Cm
p

äâîõ åëåìåíòàðíèõ àáåëåâèõ p-ãðóï ðàíãó m
ìîæíà ðîçãëÿäàòè òàêèì ÷èíîì. Îòîòîæíè-
ìî ãðóïó Cm

p ç àäèòèâíîþ ãðóïîþ ïîëÿ Fq.
Åëåìåíòàìè âiíöåâîãî äîáóòêóW (m, p) ¹ ïà-
ðè [a, f ], äå a ∈ Cm

p i f � äîâiëüíå âiäîáðà-
æåííÿ iç Cm

p â Cm
p , à ïðàâèëî ìíîæåííÿ çà-

äà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

[a1, f1][a2, f2] = [a1 + a2, f1 + fa12 ],

äå fa� âiäîáðàæåííÿ iç Cm
p â Cm

p , âèçíà÷åíå
ðiâíiñòþ

fa(x) = f(x+ a), x ∈ Cm
p .

Ïðè îòîòîæíåííi ãðóïè Cm
p ç àäèòèâ-

íîþ ãðóïîþ ïîëÿ Fq êîæíå âiäîáðàæåííÿ
f : Cm

p → Cm
p îòîòîæíþ¹òüñÿ ç âiäîáðà-

æåííÿì Fq → Fq ïîëÿ Fq â ñåáå.
Ëåìà 3. Êîæíà ñêðiçü âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ

f : Fq → Fq çàäà¹òüñÿ äåÿêèì ìíîãî÷ëåíîì.
Äâà ìíîãî÷ëåíà f1 i f2 iç Fq[x] çàâäàþòü
îäíó é òó æ ôóíêöiþ òîäi é ëèøå òîäi,
êîëè

f1(x) ≡ f2(x)mod(xq − x). (6)

Äîâåäåííÿ. Ôóíêöiÿ f âèçíà÷åíà ñâî¹þ
(ñêií÷åííîþ) òàáëèöåþ çíà÷åíü

0 a1 . . . aq−1

f(0) f(a1) . . . f(aq−1)

äå a1, a2, . . . , aq−1 � íåíóëüîâi åëåìåíòè ïî-
ëÿ Fq, à òîìó îäíîçíà÷íî çàäà¹òüñÿ iíòåð-
ïîëÿöiéíèì ìíîãî÷ëåíîì ó ôîðìi Ëàãðàí-
æà, ÿêèé îá÷èñëþ¹òüñÿ çà öi¹þ òàáëèöåþ
(äèâ.[7], ñòîð. 158). Îñêiëüêè ìóëüòèïëiêà-
òèâíà ãðóïà F ∗

q ìà¹ ïîðÿäîê q−1, òî äëÿ äî-
âiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ F ∗

q âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
aq−1 = 1, çâiäêè äiñòà¹ìî aq − a = 0. Îòæå,
ìíîãî÷ëåí xq−x â áóäü-ÿêié òî÷öi x ∈ Fq íà-
áóâà¹ çíà÷åííÿ 0, òîáòî çàâäà¹ òîòîæíî ðiâ-
íó íóëþ ôóíêöiþ. Òàêó æ âëàñòèâiñòü ìà¹
êîæåí ìíîãî÷ëåí, ùî êðàòíèé xq−x, i íàâïà-
êè, êîæåí ìíîãî÷ëåí, ÿêèé çàâäà¹ òîòîæíî
ðiâíó íóëþ ôóíêöiþ, äiëèòüñÿ íà xq − x. À
öå é îçíà÷à¹, ùî ìà¹ ìiñöå êîíãðó¹íöiÿ (6).
Ëåìó äîâåäåíî.

Ëåìà 4. Âiíöåâèé äîáóòîê

W (p,m) = Cm
p wr Cm

p

¹ íiëüïîòåíòíîþ ãðóïîþ êëàñó m(p−1)+1.
Äîâåäåííÿ äèâ. [8].
Íåõàé C(G) � êëàñ íiëüïîòåíòíîñòi ãðóïè

G.
Òåîðåìà 5. Äëÿ äîâiëüíèõ p i m êëàñ

íiëüïîòåíòíîñòi ãðóïè UJ2(Fq) çàäîâîëü-
íÿ¹ íåðiâíiñòü

c(UJ2(Fq)) > m(p− 1) + 1. (7)
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé Fun(Fq) � ìíîæèíà
ñêðiçü âèçíà÷åíèõ ôóíêöié íàä ïîëåì Fq,
òîáòî |Fun(Fq)| = qq. Çàäàìî âiäîáðàæåííÿ
γ : Fq[x] → Fun(Fq), ïîêëàâøè äëÿ äîâiëü-
íîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ Fq[x] , ùî γ(f(x))
� öå ôóíêöiÿ, ÿêà âèçíà÷åíà öèì ìíîãî÷ëå-
íîì íàä Fq. Î÷åâèäíî, âèêîíóþòüñÿ ñïiââiä-
íîøåííÿ:

a) γ(f(x) + g(x)) = γ(f(x)) + γ(g(x)),

f(x), g(x) ∈ Fq[x];

b) γ(f(x+ a)) = (γf)(x+ a),

f(x) ∈ Fq[x], a ∈ Fq.
Êîðèñòóþ÷èñü öèì, çàäàìî âiäîáðàæåí-

íÿ π iç UJ2(Fq) ó âiíöåâèé äîáóòîê W (p,m),
ïîêëàâøè äëÿ êîæíîãî ïåðåòâîðåííÿ [a, f ]
iç UJ2(Fq): π([a, f ]) = [a, γ(f)]. Ïåðåñâiä÷è-
ìîñÿ, ùî âiäîáðàæåííÿ π ¹ åïiìîðôiçìîì.
ßêùî f ïðîáiãà¹ Fq[x], òî γ(f) ïðîáiãà¹
FunFq, à òîìó π ¹ ñþð'¹êòèâíèì. Ïîêàæå-
ìî, ùî âîíî ìà¹ âëàñòèâiñòü ãîìîìîðôíîñòi.
Íåõàé [a1, f1] i [a2, f2] � äîâiëüíi äâà ïåðåòâî-
ðåííÿ iç UJ2(Fq). Ìà¹ìî

π([a1, f1] · [a2, f2]) =

= π([a1 + a2, f1(x) + f2(x+ a)]) =

= [a1 + a2, γ(f1(x) + f2(x+ a))] =

= [a1 + a2, γ(f1(x)) + γ(f2(x+ a))] =

= [a1 + a2, γ(f1(x)) + (γf2)(x+ a)] =

= [a1, γ(f1(x))][a2, γ(f2(x))] =

= π([a1, f1])π([a2, f2]).

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ π ¹ ãîìîìîðôiçìîì.
Òàêèì ÷èíîì, âiíöåâèé äîáóòîêW (p,m) ¹

ãîìîìîðôíèì îáðàçîì ãðóïè UJ2(Fq). À òî-
ìó äëÿ êëàñó íiëüïîòåíòíîñòi öèõ ãðóï ìà¹-
ìî íåðiâíiñòü

c(UJ2(Fq)) > c(W (p,m)).

Òåïåð íåðiâíiñòü (7) âèïëèâà¹ ç ëåìè 4 i òå-
îðåìó äîâåäåíî.

Òàêèì ÷èíîì, iç çðîñòàííÿì ÷èñëàm êëàñ
íiëüïîòåíòíîñòi ãðóï UJ2(Fq), q = pm, ñòðî-
ãî çðîñòà¹.
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