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Âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi (äî òî÷êè ðiâíîâàãè óñåðåäíåíî¨ ñèñòåìè) ïðîöåäó-
ðè ñòîõàñòè÷íî¨ àïðîêñèìàöi¨ â ñõåìi àñèìïòîòè÷íî ìàëî¨ äèôóçi¨ â òåðìiíàõ âëàñòèâîñòåé
ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà, âèêîðèñòîâóþ÷è ìàëèé ïàðàìåòð ñåðié òà ðîçâ'ÿçîê ïðîáëåìè ñèíãóëÿð-
íîãî çáóðåííÿ äëÿ ðiâíîìiðíî åðãîäè÷íîãî ìàðêîâñüêîãî ïðîöåñó.

It has been established su�cient conditions for the convergence of a stochastic approximation
procedure in asymptotic small di�usion schema, using conditions of Lyapunov function, small
parameter series and singular perturbation problem solution for uniformly ergodic Markov process.

Âñòóï. Âïåðøå ïðîöåäóðà ñòîõàñòè÷íî¨
àïðîêñèìàöi¨ ðîçãëÿíóòà ó ðîáîòi [1], à ¨¨ íå-
ïåðåðâíèé àíàëîã äîñëiäæó¹òüñÿ ó [2] òà [3].
Â ðîáîòi [4] ðîçãëÿíóòî âèïàäîê çàëåæíîñòi
ôóíêöi¨ ðåãðåñi¨ âiä çîâíiøíüîãî ñåðåäîâè-
ùà, ùî îïèñó¹òüñÿ ìàðêîâñüêèìè ïåðåêëþ-
÷åííÿìè.

Àñèìïòîòè÷íi çàäà÷i çàâæäè çàéìàëè âà-
æëèâå ìiñöå ó éìîâiðíiñíèõ äîñëiäæåííÿõ,
çîêðåìà àñèìïòîòè÷íi äîñëiäæåííÿ â òåîði¨
âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ âêëþ÷àþòü ðåçóëüòà-
òè i òèïó çàêîíó âåëèêèõ ÷èñåë i òèïó öåí-
òðàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òåîðåìè, à òàêîæ òåîðåì
ïðî âåëèêi âiäõèëåííÿ [5].

Äîñëiäæåííþ àñèìïòîòè÷íèõ âëàñòèâî-
ñòåé âåëèêèõ âiäõèëåíü âèïàäêîâèõ âåëè-
÷èí ïðèñâÿ÷åíi ðîáîòè I.Í.Ñàíîâà [6],Í.Â.
Ñìèðíîâà, Ã. Êðàìåðà òà ií.

Äîñëiäæåííþ âèïàäêîâî¨ åâîëþöi¨ ç
àñèìïòîòè÷íî ìàëîþ äèôóçi¹þ ïðèñâÿ÷åíi
ðîáîòè [5], [7], [8]. Çîêðåìà â [7] âäàëîñÿ
êëàñèôiêóâàòè ðîçâ'ÿçîê ïðîáëåìè ñèíãó-
ëÿðíîãî çáóðåííÿ äëÿ ñõåìè àñèìïòîòè÷íî
ìàëî¨ äèôóçi¨ ç âiäïîâiäíèì íîðìóâàííÿì
÷àñó ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε.

Â ï.1 äàíî¨ ðîáîòè ðîçãëÿäà¹òüñÿ íåïå-
ðåðâíà ïðîöåäóðà ñòîõàñòè÷íî¨ àïðîêñèìà-
öi¨, à òàêîæ ìàðêîâñüêå ñåðåäîâèùå çáó-
ðåíü òàêî¨ ïðîöåäóðè. Ó íàñòóïíîìó ïóí-
êòi ôîðìóëþ¹òüñÿ îñíîâíà òåîðåìà ïðî çái-
æíiñòü ïîñòàâëåíî¨ ïðîöåäóðè. Â ï.3 ðîçãëÿ-
íóòî àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi ãåíåðàòîðà
äâîêîìïîíåíòíîãî ìàðêîâñüêîãî ïðîöåñó òà

ðîçâ'ÿçàíî ïðîáëåìó ñèíãóëÿðíîãî çáóðåííÿ
äëÿ òàêîãî ãåíåðàòîðà. Äîâåäåííÿ òåîðåìè
ïðèâåäåíî â ï.4.
1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Íåõàé C(u, x), u ∈
Rd, � ôóíêöiÿ ðåãðåñi¨. Ïåðøà êîìïîíåíòà
ôóíêöi¨ ðåãåðñi¨ u � âèïàäêîâà åâîëþöiÿ, à
äðóãà x îïèñó¹ âïëèâ çîâíiøíiõ ôàêòîðiâ,
êîòði âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîìiðíî åðãîäè÷íèì
ìàðêîâñüêèì ïðîöåñîì x(t), t ≥ 0, ó ôàçîâî-
ìó âèìiðíîìó ïðîñòîði ñòàíiâ (X,X) [9].

Ãåíåðàòîð ìàðêîâñüêîãî ïðîöåñó âèçíà-
÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì:

Qφ(x) = q(x)

∫
X

P (x, dy) [φ(y) − φ(x)] , (1)

â áàíàõîâîìó ïðîñòîði B(X) äiéñíîçíà÷íèõ
îáìåæåíèõ ôóíêöié φ(x), x ∈ X, ç íîðìîþ

∥φ(x)∥ = sup
x∈X

|φ(x)|,

äå P (x,B), x ∈ X,B ∈ X, � ñòîõàñòè÷íå
ÿäðî [9], q(x) = g−1(x), g(x) = Eθx, θx � ÷àñ
ïåðåáóâàííÿ ìàðêîâñüêîãî ïðîöåñó â ñòàíi x,
òîáòî q(x) � "iíòåíñèâíiñòü"÷àñó ïåðåáóâà-
ííÿ â ñòàíi x.

Ñòàöiîíàðíèé ðîçïîäië π(B), B ∈X , ìàð-
êîâñüêîãî ïðîöåñó x(t), t ≥ 0, âèçíà÷à¹òüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿì

π(dx)q(x) = qρ(dx), q =

∫
X

π(dx)q(x),

äå ρ(B), B ∈ X, � ñòàöiîíàðíèé ðîçïî-
äië âêëàäåíîãî ëàíöþãà Ìàðêîâà xn =
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x(τn), n ≥ 0, i τn � ìîìåíòè ñòðèáêiâ ìàð-
êîâñüêîãî ïðîöåñó x(t), t ≥ 0.

Äëÿ ãåíåðàòîðà Q ìàðêîâñüêîãî ïîöåñó
x(t), t ≥ 0, ïîòåíöiàë R0 ìà¹ ïðåäñòàâëåííÿ

R0 = Π − (Π +Q)−1,

äå Πφ(x) =
∫
X

π(dx)φ(x), � ïðîåêòîð íà

íóëü-ïðîñòið îïåðàòîðà Q: NQ = {φ ∈
B(X) : Qφ = 0} [10].

Íåïåðåðâíà ïðîöåäóðà ñòîõàñòè÷íî¨
àïðîêñèìàöi¨ â åðãîäè÷íîìó ìàðêîâñüêîìó
ñåðåäîâèùi â ñõåìi àñèìïòîòè÷íî ìàëî¨
äèôóçi¨ [10] âèçíà÷à¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íèì
äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì:

duε(t) = a(t)[C(uε(t); x(t/ε3))dt+

+ε−1C0(u
ε(t);x(t/ε3))dt+

ε1/2σ(uε(t); x(t/ε3))dw(t)], uε(0) = u0, (2)

äå C0(u;x) � ñèíãóëÿðíå çáóðåííÿ ôóíêöi¨
ðåãðåñi¨, w � âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ, à ε � ìà-
ëèé ïàðàìåòð ñåðié.

Ôóíêöi¨ C(u;x) = {Ck(u; x), k = 1..d},
C0(u;x) = {Ck0(u; x), k = 1..d}, σ(u;x), çà-
äîâîëüíÿþòü óìîâàì iñíóâàííÿ ãëîáàëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ

dux(t) = C(ux(t); x)dt+ ε−1C0(ux(t);x)dt+

+ε1/2σ(ux(t); x)dw(t),

äå ux(t) � åâîëþöiÿ ïðè ôiêñîâàíîìó çíà-
÷åííi ìàðêîâñüêîãî ïðîöåñó x(t), t ≥ 0.

Óñåðåäíåíà ôóíêöiÿ ðåãðåñi¨ âèçíà÷à¹-
òüñÿ íàñòóïíèì ñïiââiäíîøåííÿì:

C(u) =

∫
X

π(dx)C(u; x).

2. Çáiæíiñòü ïðîöåäóðè ñòîõàñòè-
÷íî¨ àïðîêñèìàöi¨.
Òåîðåìà
Íåõàé iñíó¹ ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà V (u) ∈

C5(Rd), äëÿ óñåðåäíåíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè

du(t) = C(u(t))dt, (3)

ùî çàáåçïå÷ó¹ óìîâó åêñïîíåíöiéíî¨ ñòiéêî-
ñòi öi¹¨ ñèñòåìè:

C1: C(u)V ′(u) < −cV (u), c > 0,
òà çàäîâîëüíÿ¹ äîäàòêîâèì óìîâàì:

C2: |B(u)V ′′(u)| ≤ c1(1 + V (u)), c1 > 0,
C3: |C0(u; x)R0[C0(u;x)V ′(u)]′| ≤ c2(1 +

V (u)), c2 > 0,

C4: |C0(u; x)R0[L̃
ε

t(x)V (u)]′| ≤ c3(1 +
V (u)), c3 > 0,

C5: |C(u; x)R0[C0(u;x)V ′(u)]′| ≤ c4(1 +
V (u)), c4 > 0,

C6: |σ2(u; x)R0[C0(u;x)V ′(u)]′′| ≤ c5(1 +
V (u)), c5 > 0,

C7: |C(u; x)R0[L̃
ε

t(x)V (u)]′| ≤ c6(1 +
V (u)), c6 > 0,

C8: |σ2(u; x)R0[L̃
ε

t(x)V (u)]′′| ≤ c7(1 +
V (u)), c7 > 0,
äå

L̃
ε

t(x)V (u) = a(t)C̃(u;x)V ′(t)+

+(1/2)εa2(t)B̃(u; x)V ′′(u),

C̃(u; x) = C(u;x) − C(u),
B̃(u;x) = B(u; x) −B(u),
B(u, x) = σ2(u; x),
B(u) =

∫
X

π(dx)σ2(u;x),

Êðiì òîãî ôóíêöi¨ C(u; ·), C0(u; ·), σ(u; ·)
∈ C2(Rd) òà ðiâíîìiðíî îáìåæåíi ïî x ∈ X,
à C0(u;x) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi áàëàíñó

ΠC0(u; x) =

∫
X

π(dx)C0(u;x) = 0 (4)

Íîðìóþ÷à ôóíêöiÿ a(t) > 0 çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè:

∞∫
0

a(t)dt = ∞,

∞∫
0

a2(t)dt <∞.

Òîäi, äëÿ êîæíîãî ïî÷àòêîâîãî çíà÷åííÿ
uε(0) = u0 ∈ Rd, ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2) ïðè
äîñòàòíüî ìàëèõ ε ≤ ε0, ε0� äîñòàòíüî ìà-
ëå, çáiãà¹òüñÿ ç éìîâiðíiñòþ 1 äî òî÷êè ðiâ-
íîâàãè u∗, ùî îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâ-
íÿííÿì C(u∗) = 0 :

P{ lim
t→∞

uε(t) = u∗} = 1.

Çàóâàæåííÿ 1. Äîáóòêè òèïó
B̃(u, x)V ′′(u) ìàþòü ïðåäñòàâëåííÿ [10,
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ñ.10]

B̃(u, x)V ′′(u) =
d∑

i,j=1

b̃i,j(u, x)
∂2

∂ui∂uj
V (u).

Çàóâàæåííÿ 2. Ó âèïàäêó, êîëè ôóí-
êöi¨ C0(u; x), C(u; x) � ëiíiéíi ïî u, à V (u)
� êâàäðàòè÷íà ôîðìà, âèêîíóþòüñÿ óìîâè
C2 − C8 òåîðåìè.
Çàóâàæåííÿ 3. Áåç çìåíøåííÿ çàãàëü-

íîñòi â òâåðäæåííi òåîðåìè u∗ = 0.
3. Âëàñòèâîñòi ãåíåðàòîðà.
Ëåìà 1. Ãåíåðàòîð äâîêîìïîíåíòíîãî

ìàðêîâñüêîãî ïðîöåñó

uε(t), xεt = x(t/ε3), t ≥ 0, (5)

â áàíàõîâîìó ïðîñòîði B(Rd, X) äiéñíîçíà-
÷íèõ ôóíêöié φ(u; x) ∈ C2,0(Rd, X) ìà¹
ïðåäñòàâëåííÿ

Lεt(x)φ(u;x) = ε−3Qφ(u;x) +Vε
t(x)φ(u; x),

(6)

äå Vε
t(x)φ(u;x) =

= ε−1Q1(x)φ(u;x) +Qε
2(x)φ(u; x), (7)

Q1(x)φ(u;x) = a(t)C0(u; x)φ′(u;x),
Qε

2(x)φ(u;x) = a(t)C(u, x)φ′(u;x)+
+(1/2)εa2(t)σ2(u; x)φ′′(u; x).
Äîâåäåííÿ. Ãåíåðàòîð ìàðêîâñüêîãî

ïðîöåñó (4) íà òåñò-ôóíêöiÿõ φ(u; x), âè-
çíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ñïiââiäíîøåííÿì
[11]

Lεt(x)φ(u; x) =

lim
∆→0

1
∆

[E[φ(uε(t+ ∆); xεt+∆)|uε(t) = u, xεt = x]

−φ(u; x)]. (8)

Îá÷èñëèìî óìîâíå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâà-
ííÿ

E[φ(uε(t+ ∆); xεt+∆)|uε(t) = u, xεt = x] =

= Eu,xφ(u+ ∆u; xεt+∆).

Äëÿ öüîãî ïðèâåäåìî iíòåãðàëüíå ïðåä-
ñòàâëåííÿ ðiâíÿííÿ (2)

uε(t) = uε(0) +

t∫
0

a(s)C(uε(s); xεs)ds+

+ε−1

t∫
0

a(s)C0(u
ε(s);xεs)ds+

+ε1/2
t∫

0

a(s)σ(uε(s); xεs)dw(s).

Íåõàé µ∆ :=
t+∆∫
t

a(s)σ(uε(s);xεs)dw(s), òî-

äi ïðèðiñò ∆u ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

∆u =

t+∆∫
t

a(s)C(uε(s);xεs)ds+

+ε−1

t+∆∫
t

a(s)C0(u
ε(s); xεs)ds+ ε1/2µ∆.

Îäåðæèìî íàñòóïíèé âèãëÿä óìîâíîãî
ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ [10]

Eu,xφ(u+ ∆u;xεt+∆) =

= E[φ(u+ ∆u;x)]I(θx > ε−3∆)+

+E[φ(u+ ∆u;xεt+∆)]I(θx ≤ ε−3∆) + o(∆).

Îñêiëüêè iíäèêàòîð ÷àñó ïåðåáóâàííÿ â
ñòàíi x âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

I(θx > ε−3∆) = e−ε
−3q(x)∆ = 1−ε−3q(x)∆+o(∆),

à

I(θx ≤ ε−3∆) = 1−e−ε−3q(x)∆ = ε−3q(x)∆+o(∆),

òî äëÿ óìîâíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ
ìà¹ìî

Eu,xφ(u+ ∆u;xεt+∆) = Eu,x[φ(u+ ∆u;x)]+

+ε−3q(x)
{
Eu,x[φ(u+ ∆u;xεt+∆)]−

−Eu,x[φ(u+ ∆u;x)]
}

∆ + o(∆). (9)

Äëÿ äðóãîãî äîäàíêó (6), âèêîðèñòîâóþ-
÷è ôîðìóëó Òåéëîðà, îòðèìó¹ìî

ε−3q(x)Eu,x[φ(u+ ∆u;xεt+∆)]∆ =

= ε−3q(x)Eu,x[φ(u; xεt+∆)]∆+

+ε−3q(x)Eu,x[φ
′(u; xεt+∆)∆u]∆ + o(∆). (10)
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Âðàõîâóþ÷è âèãëÿä ïðèðîñòó åâîëþöi¨

∆u = a(t)C(uε(t); xεt)∆+

+ε−1a(t)C0(u
ε(t); xεt)∆ + ε1/2µ∆ + o(∆),

äðóãèé äîäàíîê ó (7) ðiâíèé o(∆).
Îòæå,

ε−3q(x)Eu,x[φ(u+ ∆u; xεt+∆)]∆ =

= ε−3q(x)Eu,x[φ(u; xεt+∆)]∆ + o(∆).

Âðàõóâàâøè ôîðìóëó Òåéëîðà, ôîðìóëó
ãåíåðàòîðà ìàðêîâñüêîãî ïðîöåñó (1), òà ðiâ-
íÿííÿ (6) îòðèìó¹ìî

Eu,xφ(u+ ∆u; xεt+∆) =

= Eu,x[φ(u+ ∆u;x)] + ε−3Qφ(u; x)∆+

+ε−3q(x){−Eu,xφ′(u; x)∆u+ o(∆u)]∆+

+o(∆).

Îñêiëüêè

ε−3q(x){−Eu,x[φ′(u;x)∆u+ o(∆u)]}∆ =

= o(∆), òî ç îñòàííüîãî ìà¹ìî

Eu,xφ(u+ ∆u;xεt+∆) = ε−3Qφ(u; x)∆+

+Eu,x[φ(u+ a(t)C(uε(t), xεt)∆+

+ε−1a(t)C0(u
ε(t);xεt)∆ + ε1/2µ∆ + o(∆); x)]+

+o(∆).

Íåõàé z =

= u+a(t)C(uε(t); xεt)∆+ε−1a(t)C0(u
ε(t); xεt)∆.

Äîäàâøè òà âiäíÿâøè ó ìàòåìàòè÷íîìó ñïî-
äiâàííi âèðàç φ(z, x), îòðèìó¹ìî

Eu,xφ(u+ ∆u; xεt+∆) =

= ε−3Qφ(u;x)∆ + Eu,x[φ(z + µ∆ + o(∆); x)−
−φ(z;x) + φ(z; x)] + o(∆).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Òåéëîðà,
îòðèìó¹ìî

Eu,xφ(u+ ∆u; xεt+∆) =

= ε−3Qφ(u; x)∆ + Eu,xφ
′(z;x)ε1/2Eµ∆+

+(1/2)Eu,xφ
′′(z;x)εEµ2

∆+

+Eu,xφ(z;x) + o(µ2
∆) + o(∆).

Îñêiëüêè Eµ∆ = 0, à

Eµ2
∆ =

t+∆∫
t

σ2(u(s); x(s))ds = σ2(u(t); x(t))∆,

[5], òî îòðèìó¹ìî

Eu,xφ(u+ ∆u); xεt+∆) = ε−3Qφ(u; x)∆+

+(1/2)εEu,xφ
′′(z;x)a2(t)σ2(u(t); x)∆+

+Eu,xφ(z; x) + o(∆).

Îòæå ç (8) ìà¹ìî

Lεt(x)φ(u;x) =

= lim
∆→0

1

∆

{
Eu,x[a(t)C(uε(t); xεt+∆)φ′(u; x)∆+

+ε−1a(t)C0(u
ε(t); xεt)φ

′(u;x)∆ + o(∆)]+

+(1/2)εa2(t)Eσ2(u(t); x)φ′′(z;x)∆+

+ε−3Qφ(u; x)∆
}
.

Âðàõîâóþ÷è ôîðìóëó Òåéëîðà òà òå, ùî
z → u ïðè ∆ → 0 îòðèìà¹ìî (5), ùî i äîâî-
äèòü ëåìó 1.
Ëåìà 2. Ãðàíè÷íèé ãåíåðàòîð Lt(x)ε íà

çáóðåíié òåñò-ôóíêöi¨

φε(u;x) = φ(u) + ε2φ1(u;x) + ε3φ2(u; x),

φ(u) ∈ C4(Rd)

âèçíà÷à¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêîì ïðîáëåìè ñèíãó-
ëÿðíîãî çáóðåííÿ [10]

Lεt(x)φε(u;x) = Lεtφ(u) + εθεt (u; x)φ(u),
(11)

äå

Lεtφ(u) = a(t)Cφ(u) + (1/2)εa2(t)B(u)φ(u),

Cφ(u) = C(u)φ′(u),
B(u)φ(u) = B(u)φ′′(u),
B(u) =

∫
X

π(dx)σ2(u, x),

θεt (u;x)φ(u) = Q1(x)R0Q1(x)φ(u)+

+ε[Q1(x)R0L̃
ε

t(x)φ(u) +Qε
2(x)R0Q1(x)φ(u)+

+εQε
2(x)R0L̃

ε

t(x)φ(u)], (12)
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L̃
ε

t(x)φ(u) = [Qε
2(x) − Lεt ]φ(u).

Äîâåäåííÿ. Ãåíåðàòîð Lεt(x) íà òåñò-
ôóíêöiÿõ

φε(u;x) = φ(u) + ε2φ1(u;x) + ε3φ2(u; x)

âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

Lεt(x)φε(u;x) = ε−3Qφ(u)+

+ε−1[Qφ1(u;x) +Q1(x)φ(u)] +Qφ2(u; x)+

+Qε
2(x)φ(u) + εQ1(x)φ1(u; x)+

+ε2[Q1(x)φ2(u; x) +Qε
2(x)φ1(u;x)+

+εQε
2(x)φ2(u; x)].

Ç òîãî, ùî φ(u) ∈ NQ, ñëiäó¹ Qφ(u) = 0.
Ç óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi ïðîáëåìè ñèíãóëÿðíî-
ãî çáóðåííÿ Qφ1(u; x) + Q1(x)φ(u) = 0, òà
óìîâè áàëàíñó (3) îòðèìó¹ìî ïðåäñòàâëåí-
íÿ

φ1(u;x) = R0Q1(x)φ(u).

Çãiäíî ç ðîçâ'ÿçêîì ïðîáëåìè ñèíãóëÿð-
íîãî çáóðåííÿ [10, ñ.141] ìà¹ìî

Qφ2(u;x) +Qε
2(x)φ(u) = Lεtφ(u),

äå ãðàíè÷íèé ãåíåðàòîð Lεtφ(u) îá÷èñëþ¹-
òüñÿ çà ñïiââiäíîøåííÿì [10, ñ.143]

Lεtφ(u) =

∫
X

π(dx)Qε
2(x)φ(u).

Îòæå â ïîçíà÷åííÿõ ëåìè 2 ìà¹ìî

φ2(u; x) = R0L̃
ε

t(x)φ(u).

Áåðó÷è äî óâàãè âèãëÿä çáóðåíü φ1 òà φ2

îäåðæó¹ìî âèãëÿä ãðàíè÷íîãî ãåíåðàòîðà òà
çàëèøêîâîãî ÷ëåíà â (8). Ëåìà 2 äîâåäåíà.
Íàñëiäîê 1. ßêùî ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà

V (u) ñèñòåìè (2) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ëåìè 2,
òî äëÿ çáóðåíî¨ ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà

V ε(u; x) = V (u) + ε2V1(u; x) + ε3V2(u;x),

V (u) ∈ C4(Rd),

ìà¹ ìiñöå ïðåäñòàâëåííÿ

Lεt(x)V ε(u;x) = LεtV (u) + εθεt (u; x)V (u),

â ïîçíà÷åííÿõ ëåìè 2.

4. Äîâåäåííÿ òåîðåìè. Ïåðø çà âñå
âêàæåìî íà iñíóâàííÿ ãðàíè÷íîãî ïðîöåñó
u(t) äëÿ âèïàäêîâî¨ åâîëþöi¨ u∗(t), ùî ñëiäó¹
ç Ìîäåëüíî¨ òåîðåìè Êîðîëþêà [10, Òåîðåìà
6.3, ñ.197], òà âëàñòèâîñòåé ìàðòèíãàëà

µεt = V ε(uε(t); xεt) −
t∫

0

Lεs(x)V ε(uε(s); xεs)ds.

Ïðè öüîìó ãðàíè÷íèé ïðîöåñ u(t) çàäà¹-
òüñÿ ãåíåðàòîðîì Lεt , òîáòî ñàìà ïðîöåäóðà
u(t) âèçíà÷à¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íèì äèôåðåíöi-
àëüíèì ðiâíÿííÿì

du(t) = a(t)[C(u(t))dt+ ε1/2σ(u(t))dw(t)],

äå
σ(u)σ∗(u) = B(u).

Ïî-ïåðøå çàóâàæèìî, ùî ç âèãëÿäó ãåíå-
ðàòîðà LεtV (u) òà óìîâ C1 òà C2 òåîðåìè,
ìà¹ìî îöiíêó:

LεtV (u) ≤ −a(t)cV (u)+

+(1/2)a2(t)c1(1 + V (u)). (13)

Äëÿ âñòàíîâëåííÿ îöiíêè çàëèøêîâîãî
÷ëåíà θεt (u;x)V (u) îá÷èñëèìî ïðàâó ÷àñòè-
íó (9) íà ôóíêöiÿõ Ëÿïóíîâà V (u).

Ç óìîâè C3 òåîðåìè ìà¹ìî

|Q1(x)R0Q1(x)V (u)| ≤

≤ c2a
2(t)(1 + V (u)). (14)

Âèêîðèñòàâøè óìîâó C4 äëÿ îöiíêè äðó-
ãîãî äîäàíêó Q1(x)R0L̃

ε

t(x)V (u) îòðèìó¹ìî:

|Q1(x)R0L̃
ε

t(x)V (u)| ≤

≤ c3a
2(t)(1 + V (u)). (15)

Äëÿ òðåòüîãî äîäàíêó ç óìîâ C5 i C6 òå-
îðåìè îòðèìó¹ìî:

|Qε
2(x)R0Q1(x)V (u)| ≤

≤ (c4 + c5)a
2(t)(1 + V (u)). (16)

À äëÿ îñòàííüîãî äîäàíêó çàëèøêîâîãî
÷ëåíà çà óìîâ C7 − C8 òåîðåìè ìà¹ìî:

|Qε
2(x)R0L̃

ε

t(x)V (u)| ≤
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≤ (c6 + c7)a
2(t)(1 + V (u)). (17)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (13) - (17) ìà¹ìî

Lεt(x)V ε(u;x) ≤ −ca(t)V (u)+c∗a2(t)(1+V (u)).

Òåïåð ñêîðèñòà¹ìîñü òåîðåìîþ
Íåâåëüñîíà-Õàñüìiíñüêîãî [12, Òåîðåìà
8.1, ñ.100], ùî i äîâîäèòü òâåðäæåííÿ
òåîðåìè.
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