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ÌÎÌÅÍÒIÂ IÍÅÐÖI�

Äîñëiäæó¹òüñÿ ïëîñêèé ðóõ òâåðäîãî òiëà ïî êîëîâié òà åëiïòè÷íié îðáiòi ç âðàõóâàííÿì
âiäöåíòðîâèõ ìîìåíòiâ iíåðöi¨.

The plane motion of a rigid body in circular and elliptical orbit taking into account centrifugal
moments are studied.

Â êëàñè÷íèõ çàäà÷àõ ìåõàíiêè, ïîâ'ÿçà-
íèõ ç ¨¨ çàñòîñóâàííÿì äî ïðèñòðî¨â, ùî
ôóíêöiîíóþòü ïîáëèçó àáî íà ïîâåðõíi Çåì-
ëi, ñèëè ïðèòÿãàííÿ, ïðèêëàäåíi äî äâîõ ìà-
òåðiàëüíèõ òî÷îê îäíàêîâèõ ìàñ, ââàæàþ-
òüñÿ ðiâíèìè ÿê çà âåëè÷èíîþ, òàê i çà íà-
ïðÿìêîì. Âíàñëiäîê öüîãî öåíòð ìàñ i öåíòð
âàãè çáiãàþòüñÿ, òîìó äîðiâíþ¹ íóëþ ãî-
ëîâíèé ìîìåíò ñèë òÿæiííÿ (ãðàâiòàöiéíèé
ìîìåíò) âiäíîñíî öåíòðà ìàñ. Ó çâè÷àéíèõ
óìîâàõ ãðàâiòàöiéíi ìîìåíòè ìàëi ïîðiâíÿíî
ç iíøèìè ñèëàìè äi¨, àëå â íåáåñíié ìåõàíiöi
âîíè ÷àñòî âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî ðóõ âiëüíîãî òâåð-
äîãî òiëà â öåíòðàëüíîìó íüþòîíiâñüêîìó
ãðàâiòàöiéíîìó ïîëi ñèë. Äëÿ îòðèìàííÿ äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ðóõó òâåðäîãî òiëà
íåîáõiäíî çíàéòè ãîëîâíèé âåêòîð ñèë òÿæi-
ííÿ i ¨õ ãðàâiòàöiéíèé ìîìåíò âiäíîñíî öåí-
òðà ìàñ òiëà.

Íåõàé OXY Z � ñèñòåìà êîîðäèíàò ç ïî-
÷àòêîì â öåíòði ìàñ òiëà i âiññþ OZ, íàïðàâ-
ëåíîþ ïî ïðÿìié, ùî ç'¹äíó¹ ïðèòÿãóþ÷èé
öåíòð O∗ i öåíòð ìàñ O òiëà (ðèñ. 1).

Âiñü OY íàïðàâëåíî ïî áiíîðìàëi äî òðà-
¹êòîði¨ öåíòðà ìàñ â òîé áiê, çâiäêiëÿ éîãî
ðóõ âèäíî òàêèì, ÿêèé çäiéñíþ¹òüñÿ ïðîòè
ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè, âiñü OX äîïîâíþ¹ îñi
OX i OZ äî ïðàâî¨ ïðÿìîêóòíî¨ ñèñòåìè êî-
îðäèíàò. Ñèñòåìó êîîðäèíàò OXY Z ó áiëü-
øîñòi âèïàäêiâ íàçèâàþòü îðáiòàëüíîþ.

Íåõàé R � ðàäióñ-âåêòîð öåíòðà ìàñ òiëà
âiäíîñíî ïðèòÿãóþ÷îãî öåíòðà, à r � ðàäióñ-

âåêòîð âèäiëåíîãî â òiëi ìàëîãî åëåìåíòó
ìàñîþ dm âiäíîñíî ïðèòÿãóþ÷îãî öåíòðà
(ðèñ. 2). Ñèëà ïðèòÿãàííÿ åëåìåíòà dm âè-
çíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

dF = −(γMdm/r3)r, (1)

äå γ � ãðàâiòàöiéíà ñòàëà, à M � ìàñà ïðè-
òÿãóþ÷îãî òiëà O∗. Ãîëîâíèé âåêòîð F ñèë
ïðèòÿãàííÿ òiëà îòðèìó¹òüñÿ ç ôîðìóëè (1)
øëÿõîì iíòåãðóâàííÿ ïî âñüîìó îá'¹ìó òi-
ëà. Çäiéñíåìî îá÷èñëåííÿ, ââàæàþ÷è ëiíiéíi
ðîçìiðè òiëà íàáàãàòî ìåíøèìè âiäñòàíi âiä
öåíòðà ìàñ òiëà äî ïðèòÿãóþ÷îãî öåíòðà.

Íåõàé ρρρ � ðàäióñ-âåêòîð åëåìåíòà dm, à
X, Y , Z � éîãî êîìïîíåíòè â îðáiòàëüíié ñè-
ñòåìi êîîðäèíàò. Òîäi

r = R + ρρρ, r = R
√

1 + (2Z/R) + ρ2/R2.
(2)

ßêùî çíåõòóâàòè âåëè÷èíàìè ïîðÿäêó
(ρ/R)2 i âèùèõ ïîðÿäêiâ, òî ç (2) îòðèìà-
¹ìî ðîçêëàä âåëè÷èíè 1/r3 ó ðÿä Òåéëîðà ó
âèãëÿäi

1/r3 = (1 − 3Z/R)r3. (3)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (2) i (3) ó ôîðìóëó (1), ií-
òåãðóþ÷è ïî âñüîìó îá'¹ìó i âðàõîâóþ÷è, ùî
öåíòð ìàñ òiëà çíàõîäèòüñÿ ó ïî÷àòêó êîîð-
äèíàò, òîáòî∫

Xdm = 0,

∫
Y dm = 0,

∫
Zdm = 0, (4)

îäåðæèìî ôîðìóëó äëÿ ãîëîâíîãî âåêòîðà
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ñèë òÿæiííÿ ó âèãëÿäi

F = −(γMm/R3)R,

äå m � ìàñà òiëà.

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Çíàþ÷è ãîëîâíèé âåêòîð ñèë òÿæiííÿ,
çíàéäåìî ¨¨ ãðàâiòàöiéíèé ìîìåíò. Íåõàé
Oxyz � ñèñòåìà, ÿêà æîðñòêî çâ'ÿçàíà ç
òâåðäèì òiëîì, ïðè÷îìó ¨¨ âiñi íå íàïðàâëåíi
ïî ãîëîâíèõ îñÿõ iíåðöi¨ òiëà (ðèñ. 2). Îði-
¹íòàöiþ òiëà ïî âiäíîøåííþ äî îðáiòàëüíî¨
ñèñòåìè êîîðäèíàò (OXY Z) áóäåìî âèçíà-
÷àòè êóòàìè Åéëåðà ψ, θ, φ (ðèñ. 3).

Ðèñ. 3

Åëåìåíòè aij (i, j = 1, 2, 3) ìàòðèöi ïåðå-
õîäó âiä ñèñòåìè êîîðäèíàòOxyz äî ñèñòåìè
OXY Z âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç êóòè Åéëåðà çà
ôîðìóëàìè:

a11 = cosψ cosφ− sinψ sinφ cos θ,

a12 = − cosψ sinφ− sinψ cosφ cos θ,

a13 = sinψ sin θ,

a21 = sinψ cosφ+ cosψ sinφ cos θ, (5)

a22 = − sinψ sinφ+ cosψ cosφ cos θ,

a23 = − cosψ sin θ, a31 = sinφ sin θ,

a32 = cosφ sin θ, a33 = cos θ.

Íà ïiäñòàâi ôîðìóëè (1) äëÿ ãîëîâíîãî
ìîìåíòó M0 ñèë òÿæiííÿ âiäíîñíî öåíòðà
ìàñ îòðèìà¹ìî âèðàç

M0 =

∫
(ρρρ× dF) = −γM

∫
[(ρρρ× r)/r3]dm,

(6)
äå iíòåãðóâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ ïî âñüîìó îá'-
¹ìó òiëà. Îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëó (6) ïðîâå-
äåìî ïî âiäíîøåííþ äî ñèñòåìè êîîðäèíàò
Oxyz, â ÿêié âèêîíóþòüñÿ òàêi ñïiââiäíîøå-
ííÿ:

ρ = xi + yj + zk,

R = R(a31i + a32j + a33k),

r = R + ρρρ = (x+Ra31)i + (x+Ra32)j+

+(z +Ra33)k,

ρρρ× r = R[(ya33 − za32)i + (za31 − xa33)j+

+(xa32 − ya31)k]. (7)

ßêùî â ðîçêëàäi âåëè÷èíè 1/r3 â ðÿä
Òåéëîðà çíåõòóâàòè âåëè÷èíàìè ïîðÿäêó
(ρ/R)2 i âèùèõ ïîðÿäêiâ, òî îòðèìà¹ìî:

1/r3 = 1/R3[1 − (3/R)(xa31 + ya32 + za33)].
(8)

Ç ôîðìóë (7) i (8) âèïëèâà¹, ùî

(ρρρ×r)r3 = (1/R2)[1−(3/R)(xa31+ya32+za33)]×

×[(ya33−za32)i+(za31−xa33)j+(xa32−ya31)k].
(9)

Ïiäñòàâèìî îñòàííié âèðàç ó ôîðìóëó (6)
i ïðîâåäåìî iíòåãðóâàííÿ ïî âñüîìó îá'¹ìó
òiëà. Îñêiëüêè âiñi Ox, Oy, Oz íå íàïðàâëåíi
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ïî ãîëîâíèì îñÿì iíåðöi¨ òâåðäîãî òiëà, òî
ïðàâèëüíi íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ:∫

xydm = F,

∫
xzdm = E,

∫
(y2 − z2)dm = C −B,

∫
yzdm = D,∫

(z2 − x2)dm = A− C,∫
(x2 − y2)dm = B − A, (10)

äå A,B, C � öåíòðàëüíi ìîìåíòè iíåðöi¨ òiëà,
à D, E, F � âiäöåíòðîâi ìîìåíòè.

Çäiéñíþþ÷è iíòåãðóâàííÿ âèðàçó (9) i
âðàõîâóþ÷è ðiâíîñòi (4), (6), (10) îòðèìà¹-
ìî íàñòóïíi âèðàçè äëÿ ïðîåêöié Mx, My,
Mz ãðàâiòàöiéîíîãî ìîìåíòà íà îñi Ox, Oy,
Oz çâ'ÿçàíî¨ ç òiëîì ñèñòåìè êîîðäèíàò:

Mx = (3γM/R3)[(C −B)a33a32 + Fa31a33],

My = (3γM/R3)[(A− C)a33a31 − Fa32a33],
(11)

Mz = (3γM/R3)[(B−A)a31a32−F (a231−a232)].

Ó ôîðìóëàõ (11) âðàõîâàíî âèïàäîê, êî-
ëè äâà âiäöåíòðîâèõ ìîìåíòè iíåðöi¨ ðiâíi
íóëþ (D = E = 0), ïðè÷îìó âåëè÷èíà R âè-
çíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

R = b/(1 + e cos ν),

äå b i e � ïàðàìåòð òà åêñöåíòðèñèòåò îðáiòè.
Âåëè÷èíà iñòèííî¨ àíîìàëi¨ ν çàäîâîëü-

íÿ¹ ðiâíÿííÿ

dν/dt = (
√
k(1 + e cos ν)2)/b3/2.

Îñêiëüêè ìàñà òiëà m íàáàãàòî ìåíøà çà
ìàñó ïðèòÿãóþ÷îãî öåíòðà, òî ìîæíà ââà-
æàòè, ùî k = γM .

Íåîáõiäíî âiäçíà÷èòè i òîé ôàêò, ùî âè-
ðàçè (11) ¹ íàáëèæåíèìè, îñêiëüêè â äàíèõ
ôîðìóëàõ âiäêèíóòi ÷ëåíè, ïîðÿäîê ÿêèõ íå
íèæ÷å çà (ρ/R)2.

Íàäàëi â äàíié ðîáîòi áóäåìî âèâ÷àòè
ïëîñêèé ðóõ òâåðäîãî òiëà ïî êîëîâié òà
åëiïòè÷íié îðáiòàõ ç âðàõóâàííÿì òîãî, ùî

îäíà ç îñåé iíåðöi¨ òiëà âåñü ÷àñ ¹ ïåðïåí-
äèêóëÿðíîþ ïëîùèíi îðáiòè öåíòðà ìàñ òi-
ëà. Ïðè äîñëiäæåííi äàíîãî ðóõó áóäåìî âè-
êîðèñòîâóâàòè äèíàìi÷íi ðiâíÿííÿ Åéëåðà
âiäíîñíî íåãîëîâíèõ îñåé iíåðöi¨ Oxyz. Äàíi
ðiâíÿííÿ ìàþòü âèãëÿä [3, 4]:

Adp/dt− Fdq/dt− Edr/dt+ (C −B)qr+

+Fpr −D(q2 − r2) − Epq = Mx,

−Fdp/dt+Bdq/dt−Ddr/dt+ (A− C)pr+

+Fqr + E(p2 − r2) +Dpq = My, (12)

−Edp/dt−Ddq/dt+ Cdr/dt+ (B − A)qp−
−Dpr + F (q2 − p2) − Erq = Mz,

äå p, q, r � ïðîåêöi¨ êóòîâî¨ øâèäêîñòi òi-
ëà; Mx, My, Mz � ïðîåêöi¨ ãîëîâíîãî ìîìåí-
òà öåíòðàëüíèõ ãðàâiòàöiéíèõ ñèë, ÿêi îá÷è-
ñëÿþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (11).

Ñèñòåìà ðiâíÿíü (12) çàìèêà¹òüñÿ êiíå-
ìàòè÷íèì ðiâíÿííÿì Åéëåðà[1, 3]:

p = (dψ/dt) sin θ sinφ+ (dθ/dt) cosφ+

+a21(dν/dt),

q = (dψ/dt) sin θ cosφ− (dθ/dt) cosφ+

+a22(dν/dt), (13)

r = (dψ/dt) cos θ + (dφ/dt) + a23(dν/dt),

äå aij (i = 2, j = 1, 2, 3) � íàïðÿìíi êîñèíóñè,
ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çãiäíî ç ôîðìóëàìè [2]:

a21 = cos γ sinψ, a22 = cos γ cosψ,

a23 = − sin γ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñèñòåìè ðiâíÿíü (12)
i (13) îòðèìà¹ìî äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ
ïëîñêîãî ðóõó òâåðäîãî òiëà âiäíîñíî íåãî-
ëîâíèõ îñåé iíåðöi¨ òiëà. Âðàõîâóþ÷è ïðè-
ïóùåííÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi îñi Oz äî ïëî-
ùèíè îðáiòè, ìàòèìåìî, ùî θ = π/2, ψ = π.
Ó äàíîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ (13) íàáóäóòü
âèãëÿäó:

p = 0, q = 0, r = (dφ/dt) + (dν/dt), (14)

äå ν � êóò iñòèííî¨ àíîìàëi¨, ïðè÷îìó [2, 3]

dν/dt = (n(1 + e cos ν)2)/(1 − e2)3/2,
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n = (γM)1/2/a3/2. (15)

Ôîðìóëè (5) ïðè âèùåíàâåäåíèõ ïðèïó-
ùåííÿõ íàáóâàþòü âèãëÿäó:

a11 = − cosφ, a12 = sinφ, a13 = 0,

a21 = 0, a22 = 0, a23 =, (16)

a31 = sinφ, a32 = cosφ, a33 = 0.

Äëÿ ðóõó θ = π/2, ψ = π îñi iíåðöi¨ òiëà
Ox i Oy ðîçòàøîâàíi ó ïëîùèíi îðáiòè.

Ïðîåêöi¨ ãîëîâíîãî ìîìåíòà öåíòðàëüíèõ
ãðàâiòàöiéíèõ ñèë â öüîìó âèïàäêó íàáóâà-
þòü âèãëÿäó [2, 3]:

Mx = 0, My = 0,Mz = {(3n2(1 + e cos ν)3)×

×[(B − A) sinφ cosφ− F cos 2φ]}/(1 − e2)3.
(17)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (14), (16) i (17) ó ñèñòåìó
ðiâíÿíü (12), âðàõîâóþ÷è (11) i (15), à òàêîæ
òå, ùî E = D = 0, îòðèìà¹ìî, ùî ïåðøèõ
äâà ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (12) çàäîâîëüíÿþòüñÿ
òîòîæíî, à òðåò¹ ðiâíÿííÿ çàïèøåòüñÿ ó âè-
ãëÿäi

C(d2φ/dt2 + d2ν/dt2) = {(3n2(1 + e cos ν)3)×

×[(B − A) sinφ cosφ− F cos 2φ]}/(1 − e2)3.
(18)

Ðiâíÿííÿ (18) ñóìiñíî ç ðiâíÿííÿì (15)
óòâîðþþòü ñèñòåìó äâîõ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü, ùî îïèñóþòü ïëîñêèé ðóõ òâåðäîãî
òiëà ïî âiäíîøåííþ äî íåãîëîâíèõ îñåé iíåð-
öi¨ òiëà. Çðó÷íî, îäíàê, çàìiñòü äâîõ ðiâíÿíü
(18), (19) ðîçãëÿäàòè îäíå äèôåðåíöiàëüíå
ðiâíÿííÿ, ÿêå îòðèìó¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿ (18),
ÿêùî çàìiñòü t ââåñòè íîâó íåçàëåæíó çìií-
íó � iñòèííó àíîìàëiþ ν. Âåëè÷èíè d2φ/dt2

i d2ν/dt2 ÷åðåç çìiííó ν çàïèñóþòüñÿ íàñòó-
ïíèì ÷èíîì:

d2φ/dt2 = {[n2(1 + e cosφ)3]/(1 − e2)3}×

×[(1 + e cos ν)d2φ/dν2 − 2e sin νdφ/dν], (19)

d2ν/dt2 = [−2n2e sin ν(1 + e cos ν)3]/(1 − e2)3.
(20)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (19), (20) ó ðiâíÿííÿ (18) i
ïîäiëèâøè ëiâó òà ïðàâó ÷àñòèíè íà âèðàç

C(1 + e cos ν) îòðèìà¹ìî íàñòóïíå äèôåðåí-
öiàëüíå ðiâíÿííÿ ïëîñêîãî ðóõó òâåðäîãî òi-
ëà â ãðàâiòàöiéíîìó ïîëi ñèë

d2φ/dν2 − [2e sin ν/(1 + e cos ν)]dφ/dν+

+3[(A−B) cosφ sinφ− F cos 2φ]/(C(1+

+e cos ν)) = 2e sin ν/(1 + e cos ν). (21)

Ðiâíÿííÿ (21) îïèñó¹ ïëîñêèé ðóõ òâåðäî-
ãî òiëà íà åëiïòè÷íié îðáiòi ó öåíòðàëüíîìó
íüþòîíiâñüêîìó ïîëi ñèë. ßêùî îðáiòà ðóõó
¹ êîëîâîþ, òîáòî êîëè e = 0, òî ðiâíÿííÿ
ïëîñêîãî ðóõó çàïèøåòüñÿ òàê:

d2α/dν2 + 3[(A−B)/(2C)] sinα−

−3(F/C) cosα = 0, (22)

äå α = 2φ.
ßêùî ó ðiâíÿííi (22) ââàæàòè F = 0, òî

îòðèìà¹ìî âiäîìi ðåçóëüòàòè iíøèõ àâòîðiâ,
ÿêi äîñëiäæóâàëè ïëîñêèé ðóõ òâåðäîãî òi-
ëà ïî âiäíîøåííþ äî ãîëîâíèõ îñåé iíåðöi¨
òâåðäîãî òiëà [1 � 3].

ÑÏÈÑÎÊ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ

1. Áåëåöêèé Â.Â. Äâèæåíèå èñêóññòâåííîãî ñïó-
òíèêà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ. � Ì.: Íàóêà, 1965.
� 364 ñ.

2. Áåëåöêèé Â.Â. Î÷åðêè î äâèæåíèè êîñìè÷å-
ñêèõ òåë. � Ì.: Íàóêà, 1972. � 360 ñ.

3. Ìàðêååâ À.Ï. Òåîðåòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà. � Ì.:
Íàóêà, 1990. � 416 ñ.

4. Ìiãóöà Ä.Î. Äîñëiäæåííÿ ðiâíÿíü ç îäíîçíà-
÷íèìè iíòåãðàëàìè ðóõó òâåðäîãî òiëà âiäíîñíî íå-
ãîëîâíèõ îñåé iíåðöi¨ // Íàóê. âiñíèê ×åðiíâåöüêîãî
óí-òó: Çáiðíèê íàóê. ïðàöü. Âèï. 485. Ìàòåìàòèêà.
� ×åðíiâöi: Ðóòà, 2009. � Ñ. 62�70.

Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî íàö. óí-òó. Ìàòåìàòèêà. 2012. � Ò. 2, � 2-3. 133


