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Îáåðíåíi íåñòàöiîíàðíi çàäà÷i âèñîêîøâèäêiñíî¨ ãiäðîäèíàìiêè äîñëiäæóþòüñÿ çà äîïîìî-
ãîþ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ. Éîãî ðîçâ'ÿçîê áóâ ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi àñèì-
ïòîòè÷íîãî ðÿäó i äîçâîëèâ îòðèìàòè àíàëiòè÷íi ôîðìóëè äëÿ ïåðøîãî òà äðóãîãî íàáëèæåí-
íÿ ôîðìè òîíêèõ ñòàöiîíàðíèõ îñåñèìåòðè÷íèõ êàâåðí ó âàæêié òà íåâàãîìié ðiäèíàõ äëÿ äî-
òà íàäçâóêîâîãî îáòiêàííÿ, à òàêîæ ôîðìè îñåñèìåòðè÷íèõ òië iç çàäàíèì ðîçïîäiëîì òèñêó
ïî ïîâåðõíi. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîäèêó ðîçðàõóíêó îïîðó òîíêèõ êàâiòàòîðiâ.Ïðîàíàëiçîâàíî
îáìåæåííÿ íà ïàðàìåòðè ñòàöiîíàðíèõ òà íåñòàöiîíàðíèõ êàâiòàöiéíèõ òå÷ié ç òî÷êè çîðó
ñòiéêîñòi çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè. Äëÿ âèïàäêó ÷àñòêîâî¨ êàâiòàöi¨ íà òiëi êîíóñ-öèëiíäð
âäàëîñÿ âèÿâèòè íèçêó ôiçè÷íèõ åôåêòiâ, çðîáëåíî êëàñèôiêàöiþ ìîæëèâèõ ôîðì òîíêèõ
îñåñèìåòðè÷íèõ êàâåðí. Ðîçãëÿíóòî âïëèâ ïiääóâó ãàçó íà ôîðìó òîíêèõ îñåñèìåòðè÷íèõ
ñòàöiîíàðíèõ êàâåðí.

Inverse unsteady problems of high-speed hydromechanics were investigated with the use of
integral-di�erential equation. Its solution was expressed as an asymptotic series and allowed obtai-
ning analytic formulas for the �rst and second approximations both for the shape of slender axi-
symmetric cavities in ponderable and unponderable liquids for sub- and supersonic �ows and for
axisymmetric body shapes with the prescribed pressure distribution over the surface. Parameters
limitations for the steady and the unsteady cavity �ows were investigated with the use of stability
principle for the mathematical physics problems. In the case of the partial cavitation on the conical-
cylindrical bodies some physical e�ects were revealed; a classi�cation of the possible axisymmetric
cavity shapes was done. The gas ventilation in�uence on the slender axisymmetric steady cavities
was investigated.

Ðîçâèòîê ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ ç âèêîðèñòà-
ííÿì ìîäåëi iäåàëüíî¨ ðiäèíè òà CFD ìåòî-
äiâ, ùî âèêîðèñòîâóþòü ìîäåëi â'ÿçêî¨ äâî-
ôàçíî¨ òå÷i¨, íå çíiìà¹ àêòóàëüíîñòi ðîçðà-
õóíêiâ ôîðìè îñåñèìåòðè÷íèõ êàâåðí â ïî-
ñòàíîâöi òîíêîãî òiëà, îñîáëèâî ó íåñòàöiî-
íàðíîìó âèïàäêó. Ðiâíÿííÿ äëÿ ïîòåíöiàëó
ñòàöiîíàðíîãî îáòiêàííÿ òîíêîãî òiëà ïîòî-
êîì iäåàëüíî¨ íåñòèñëèâî¨ ðiäèíè áóëè îòðè-
ìàíi â ìîíîãðàôiÿõ [1, 2]. Çîêðåìà, â [2]
ìåòîäîì çðîùóâàííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ðîçâè-
íåíü â íüîìó áóäè âèäiëåíi ÷ëåíè ðiçíîãî ïî-
ðÿäêó ìàëîñòi. Â ñòàòòi [3] öåé ìåòîä áóâ
óçàãàëüíåíèé íà íåñòàöiîíàðíèé âèïàäîê i
áóëî îòðèìàíî íàñòóïíèé âèðàç äëÿ ïîòåí-
öiàëó ó çâ'ÿçàíié ç öåíòðîì äîííîãî ïåðåðiçó
êàâiòàòîðà öèëiíäðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò
x, r:

Φ(x, r, t, ε) = x+ ε2 ln εA(x, t)+

+ε2 {A(x, t) ln r∗ +B(x, t)} +O(ε4 ln2 ε) (1)

r∗ =
r

ε
; A(x, t) = F

(
∂F

∂x
+ τ

∂F

∂t

)
;

B(x, t) = −A(x, t) ln 2−

−1

2

l(t)∫
0

∂A(ξ, t)

∂ξ
sign(x− ξ) ln |x− ξ| dξ (2)

F (x, t) =
R(x, t)

ε
; l(t) =

l′(t)

L′ .

Iíòåãðóâàííÿ ó ôîðìóëi (2) âiäáóâà¹òüñÿ
ïî âñié äîâæèíi ñèñòåìè êàâiòàòîð-êàâåðíà-
çàìèêàòåëü l, ïîçíà÷åííÿ çi øòðèõîì âèêî-
ðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ôiçè÷íèõ (ðîçìiðíèõ) âå-
ëè÷èí.

Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàç (1) â iíòåãðàë Êîøi-
Ëàãðàíæà, ìîæíà îòðèìàòè, [3]

ε2 ln εZ(A) + ε2
[
Z(A) lnF + Z(B)+
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+0, 5A2F−2x
]

+O(ε4 ln2 ε) = (3)

= ±xFr−2(t) − 0, 5Cp(x, t);
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∞(t)

dU ′
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dt′
, F r(t) =

U ′
∞(t)√
g′L′ ,

Cp(x, t) =
2[p′(x, t) − p′∞(0, t)]

ρ′U ′2
∞(t)

äå t′x � õàðàêòåðíèé ÷àñ íåñòàöiîíàðíî-
ñòi, íàïðèêëàä, ïåðiîä ïóëüñàöié. Íåëiíiéíå
iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (3) çâ'ÿçó¹
íåâiäîìèé ðàäióñ òîíêîãî òiëà (àáî êàâåð-
íè) ç ðîçïîäiëîì òèñêó íà ïîâåðõíi Cp(x, t).
Â äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿõ Ãðèãîðÿíà òà
ßêèìîâà [4, 5] âðàõîâàíà ëèøå ÷àñòèíà ÷ëå-
íiâ ïîðÿäêó ε2.

Ðîçâ'ÿçîê iíòåãðîäèôåðåíöiàëüíîãî ðiâ-
íÿííÿ (3) çíàéäåíî â [6] ó âèãëÿäi àñèìïòî-
òè÷íîãî ðÿäó

F 2(x, t) =
∞∑
i=1

µi(ε)fi(x, t);

1 ≡ µ1 >> µ2 >> . . . >> µi >> . . . ,

A(x, t) =
∞∑
i=1

µi(ε)Ai(x, t);

B(x, t) =
∞∑
i=1

µi(ε)Bi(x, t);

Ai(x, t) = 0.5

(
∂fi
∂x

+ τ
∂fi
∂t

)
;

Bi(x, t) = −Ai(x, t) ln 2−

−1

2

l(t)∫
0

∂Ai(ξ, t)

∂ξ
sign(x− ξ) ln |x− ξ| dξ.

Ïiäñòàíîâêà öèõ ðîçâèíåíü â (3) i âèäiëåííÿ
÷ëåíiâ ðiçíîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi äà¹ ðiâíÿííÿ
ïåðøîãî, äðóãîãî òà i+ 1 íàáëèæåíü:

ε2 ln ε Z(A1) = ±xFr−2(t) − 0.5 Cp(x, t) (4)

Z(A2) = −0, 5Z(A1) ln f1−
−Z(B1) − 0, 5A2

1f
−1
1 ;

(5)

Z(Ai+1) = Hi+1(A1, . . . , Ai, f1, . . . , fi)−Z(Bi),

µi(ε) = (ln ε)1−i

äå Hi+1 - íåëiíiéíi ôóíêöiîíàëè.
Òàêèì ÷èíîì, iíòåãðóþ÷è ëiíiéíå äèôå-

ðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó (4),
ìîæíà çíàéòè A1(x, t). Ïiñëÿ öüîãî ìîæíà
çíàéòè ôóíêöi¨ B1(x, t)òà f1(x, t). Òîäi ïðà-
âà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (5) ñòà¹ âiäîìîþ i ç íüî-
ãî ìîæíà çíàéòè A2, à ïîòiì f2òà B2. Ïðî-
öåñ ìîæíà ïðîäîâæóâàòè ÿê çàâãîäíî äîâ-
ãî, çáiëüøóþ÷è âiäïîâiäíî òî÷íiñòü ðîçâ'ÿç-
êó, àëå íåëiíiéíèé ôóíêöiîíàëHi+1 ñèëüíî
óñêëàäíþ¹òüñÿ ïðè çáiëüøåííi íîìåðà i.

Ðiâíÿííÿ ïåðøîãî íàáëèæåííÿ (4) ìà¹
äîñèòü îáìåæåíó òî÷íiñòü ïîðÿäêó |ln ε|−1,
i, íàïðèêëàä, äëÿ ε=0,1 âîíà ñòàíîâèòü ëè-
øå 44%, à äëÿ ε=0,01 - ëèøå 22%. Ðàçîì ç
òèì, áiëüøå ÿê òðèäöÿòèëiòíié äîñâiä éîãî
âèêîðèñòàííÿ äëÿ ðîçðàõóíêiâ ñòàöiîíàðíèõ
i íåñòàöiîíàðíèõ êàâåðí, ñóïåðêàâiòàöiéíîãî
îïîðó òà ôîðìè îñåñèìåòðè÷íèõ òië iç çàäà-
íèì ðîçïîäiëîì òèñêó íà ïîâåðõíi ïîêàçàâ,
ùî âîíî îïèñó¹ âñi îñíîâíi ÿêiñíi îñîáëèâî-
ñòi îñåñèìåòðè÷íèõ òå÷ié ç íåâiäîìèìè ÷à-
ñòèíàìè ïîâåðõîíü. Äåÿêi öiêàâi ðåçóëüòàòè
âèêîðèñòàííÿ ðiâíÿííÿ ïåðøîãî íàáëèæåí-
íÿ (4) òà âèÿâëåíi ôiçè÷íèõ åôåêòi áóäóòü
íàâåäåíi íèæ÷å.

Âàðòî çàóâàæèòè, ùî ðiâíÿííÿ ïåðøî-
ãî íàáëèæåííÿ (4) íå ìiñòèòü iíòåãðàëü-
íîãî ÷ëåíà (2), òîìó âîíî óçãîäæó¹òüñÿ ç
ïðèíöèïîì íåçàëåæíîñòi ðîçøèðåííÿ êàâåð-
íè, ñôîðìóëüîâàíîãî Ã.Â. Ëîãâèíîâè÷îì ùå
1959 ð. (äèâ., íàïðèêëàä, [7] ), çà ÿêèì êî-
æíèé ïåðåðiç âèäîâæåíî¨ òðèâèìiðíî¨ ñó-
ïåðêàâåðíè åâîëþöiîíó¹ íåçàëåæíî âiä ¨¨ ïî-
âåäiíêè â iíøèõ ïåðåðiçàõ. Âiäïîâiäíî çìiíè
ðàäióñà êàâåðíè çàëåæàòü ëèøå âiä ðiçíèöi
òèñêiâ âñåðåäèíi êàâiòàöiéíî¨ ïîðîæíèíè òà
äàëåêî âiä íå¨ òà ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè â ìî-
ìåíò ñòâîðåííÿ çàäàíîãî ïåðåðiçó êàâåðíè.
2013 ðîêó ìè âiäçíà÷à¹ìî 100 ðîêiâ ç äíÿ íà-
ðîäæåííÿ öüîãî âèäàòíîãî â÷åíîãî, æèòòÿ i
òâîð÷iñòü ÿêîãî òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç Óêðà¨íîþ
òà Iíñòèòóòîì ãiäðîìåõàíiêè ÍÀÍÓ.
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Ñóòò¹âå ïîêðàùàííÿ òî÷íîñòi ìîæå áó-
òè îäåðæàíå ëèøå ç âèêîðèñòàííÿì iíòåãðî-
äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (3), òîáòî ç âðà-
õóâàííÿì ÿê ÷ëåíiâ ïîðÿäêó ε2lnε, òàê i ÷ëå-
íiâ ïîðÿäêó ε2. Ïðèíöèï íåçàëåæíîñòi ðîç-
øèðåííÿ äëÿ öüîãî ðiâíÿííÿ íå äi¹ (÷åðåç
íàÿâíiñòü iíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà B(x, t)). Òàê
ñàìî âií ïåðåñòà¹ áóòè ñïðàâåäëèâèì âæå
â äðóãîìó íàáëèæåííi (5) (÷åðåç íàÿâíiñòü
iíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà B1(x, t)). Ñëiä âiäçíà-
÷èòè, ùî äëÿ ïëîñêèõ òå÷ié ç âèäîâæåíîþ
âiëüíîþ ïîâåðõíåþ íå iñíó¹ ñòàðøîãî ÷ëåíà
ïîðÿäêó ε2lnε , òîìó ðiâíÿííÿ äëÿ ôîðìè êà-
âåðíè ¹ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèì (äèâ., íà-
ïðèêëàä [8]), i ïðèíöèïîì íåçàëåæíîñòi ðîç-
øèðåííÿ êîðèñòóâàòèñü íå ìîæíà.

Òàêèì ÷èíîì, áóëî çàïðîïîíîâàíî ìàòå-
ìàòè÷íî çàìêíåíó ïîñòàíîâêó ñòàöiîíàðíî¨
òà íåñòàöiîíàðíîé çàäà÷ [3-5, 9] âèçíà÷åí-
íÿ ôîðìè òîíêî¨ îñåñèìåòðè÷íî¨ êàâåðíè òà
àñèìïòîòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê [6], íåçàëåæíi âiä
åìïiðè÷íèõ êîíñòàíò. Çîêðåìà, òàêà ïîñòà-
íîâêà äîçâîëÿ¹ îá÷èñëèòè îïið òèñêó êàâiâi-
òàòîðà ïðè ñòàöiîíàðíîìó òà íåñòàöiîíàðíî-
ìó îáòiêàííi (äèâ. [10, 11]).

Â ñòàöiîíàðíîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ ïåð-
øîãî íàáëèæåííÿ íàáóâà¹ äóæå ïðîñòîãî
âèãëÿäó:

d2R2

dx2
=

−Cp(x) ± 2xFr−2

ln ε
(6)

Äëÿ êàâiòàöiéíèõ òå÷ié éîãî ðîçâ'ÿçîê îòðè-
ìàíî i ïðîàíàëiçîâàíî ùå â 1979 ð., [9]. Ïî-
äâiéíå iíòåãðóâàííÿ (6) ç âðàõóâàííÿì ïî-
÷àòêîâèõ óìîâ

R̃(0) = 1,
dR̃

dx̃
|x=0 = β (7)

(âñi äîâæèíè âiäíåñåíi äî ðàäióñó êàâiòàòî-
ðà â òî÷öi ñõîäó ñòðóìåíiâ, β- ïîõiäíà âiä
ðàäióñà â öié æå òî÷öi) ïðèâîäèòü äî ïðî-
ñòî¨ àíàëiòè÷íî¨ ôîðìóëè äëÿ ðàäióñà òîíêî¨
îñåñèìåòðè÷íî¨ ñòàöiîíàðíî¨ êàâåðíè

R̃2 =
σx̃2

2 ln ε
± x̃3

3Fr2 ln ε
+ 2βx̃+ 1 (8)

Äëÿ âèïàäêó íåâàãîìî� ðiäèíè (äóæå âå-
ëèêèõ ÷èñåë Ôðóäà) ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ïåð-

øîãî íàáëèæåííÿ (8) íàáóâà¹ âèãëÿäó

R̃2 = αx̃2 + 2βx̃+ 1, α =
σ

2 ln ε
(9)

Ðiâíÿííÿ (9) ñâiä÷èòü, ùî ïðè σ > 0 êà-
âåðíà ìà¹ åëiïòè÷íó ôîðìó, ùî âiäïîâiäà¹
åêñïåðèìåíòàëüíèì äàíèì Ðàéõàðäòà [12],
îòðèìàíèì ùå â 1946 ð. (äèâ. òàêîæ [13, 14]).
Àëå ôîðìóëà (9) ìîæå îïèñóâàòè òàêîæ ïà-
ðàáîëó, ãiïåðáîëó òà ïðÿìó ëiíiþ. Çíà÷åííÿ
÷èñåë êàâiòàöi, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì ôîð-
ìàì êàâåðí, ïðîàíàëiçîâàíî â [15]. Ïðè öüî-
ìó äóæå àêòóàëüíèì ñòà¹ ïèòàííÿ ïðî òå, â
ÿêèõ âèïàäêàõ ðiçíi ôîðìè êàâåðí iñíóþòü
â ðåàëüíèõ òå÷iÿõ. Äëÿ òàêîãî àíàëiçó áóâ
çàñòîñîâàíèé ïðèíöèï ñòiéêîñòi çàäà÷ ìàòå-
ìàòè÷íî¨ ôiçèêè, çà ÿêèì ìàëi çìiíè ïàðà-
ìåòðiâ, ùî âèçíà÷àþòü òå÷iþ, ìóñÿòü âèêëè-
êàòè ìàëi çìiíè ðîçâ'ÿçêó. Ïðèêëàäè âòðàòè
ñòiéêîñòi òà âiäïîâiäíi îáìåæåííÿ íà ïàðà-
ìåòðè ñóïåðêàâiòàöiéíèõ òå÷ié ìîæíà çíà-
éòè â [9, 15, 16].

Äëÿ çìåíøåííÿ îïîðó êîðïóñiâ âèñîêî-
øâèäêiñíèõ ïiäâîäíèõ àïàðàòiâ òà êîðàáëiâ
ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ïiääóâ ãàçó, ùî äî-
çâîëÿ¹ çíèçèòè îïið òåðòÿ øëÿõîì çìåíøåí-
íÿ ïëîùi êîíòàêòó ç âîäîþ [7, 14]. Ïðè öüî-
ìó åôåêòèâíiñòü ñóïåðêàâiòàöiéíîãî ðåæè-
ìó îáòiêàííÿ âèìàãà¹ çìåíøåííÿ ÷èñëà êàâi-
òàöi¨ òà ìàêñèìàëüíîãî âèêîðèñòàííÿ îá'¹ìó
êàâåðíè [17]. Òîìó äóæå àêòóàëüíèìè ¹ äî-
ñëiäæåííÿ ôîðìè øòó÷íèõ êàâåðí òà âïëè-
âó iíòåíñèâíîñòi ¨õ ãàçîì, ùî ðóõà¹òüñÿ ó
âóçüêîìó êàíàëi ìiæ ïîâåðõíÿìè òiëà òà êà-
âåðíè.

Çîêðåìà, â ðîáîòàõ [18 -20] âèêîðèñòîâó-
âàëàñü äóæå ïðîñòà ìîäåëü îäíîâèìiðíîãî
ïîòîêó iäåàëüíîãî íåñòèñëèâîãî ãàçó â êiëü-
öåâîìó êàíàëi ìiæ ïîâåðõíÿìè òiëà òà êà-
âåðíè, ùî äîçâîëÿ¹ çà äîïîìîãîþ ðiâíÿííÿ
ïåðøîãî íàáëèæåííÿ (6) îòðèìàòè çâè÷àéíå
äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ ðàäióñà òîíêî¨
îñåñèìåòðè÷íî¨ ñòàöiîíàðíî¨ âåíòèëüîâàíî¨
êàâåðíè â íåâàãîìié ðiäèíi [18]: Áóâ ðîçãëÿ-
íóòèé âïëèâ ðiçíèõ iíòåíñèâíîñòåé ïiääóâó
ãàçó íà ôîðìó êàâåðí [18-20].

Ïðîàíàëiçîâàíî âèïàäêè ðiçíèõ ôîðì êà-
âiòàòîðiâ, çîêðåìà âïëèâ ïàðàìåðà β. Ïî-
êàçàíî, ùî ïðè β > 0 (íàïðèêëàä, êîíi÷íi
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êàâiòàòîðè) ïiääóâ ãàçó ìîæå çíà÷íî çáiëü-
øóâàòè ðîçìiðè êàâåðí [18] i ðîáèòè ¨õ íå-
îáìåæåíèìè ïðè äåÿêîìó êðèòè÷íîìó çíà-
÷åííi ïàðàìåòðà V e - âiäíîøåííÿ øâèäêi-
ñíèõ íàïîðiâ ãàçó ó ôiêñîâàíîìó ïåðåðiçi êà-
âåðíè òà â ïîòîöi ðiäèíè. Äëÿ äîííèõ êà-
âåðí (β ≤ 0) âåíòèëÿöiÿ çìåíøó¹ ðîçìiðè
êàâåðí [19]. Îòðèìàíi òåîðåòè÷íi ðåçóëüòà-
òè äîçâîëÿþòü ïîÿñíèòè âèÿâëåíi â åêñïå-
ðèìåíòàõ ôàêòè ÿê ñëàáêî¨ çàëåæíiñòi äîâ-
æèíè êàâåðíè âiä ïiääóâó, òàê i ¨¨ ñòðèáêî-
ïîäiáíîãî çðîñòàííÿ, à òàêîæ ãiñòåðåçèñíîãî
õàðàêòåðó çàëåæíîñòi äîâæèíè êàâåðíè âiä
iíòåíñèâíîñòi âåíòèëÿöi¨.

Ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ðî-
áîòè [18] ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ iíòåíñèâíî-
ñòi ïiääóâó ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó âè-
ãëÿäi àñèìïòîòè÷íîãî ðÿäó [20] . Ïîêàçàíî,
ùî â öüîìó âèïàäêó ôîðìà âåíòèëüîâàíî¨
êàâåðíè íàáëèæà¹òüñÿ äî ïàðîâî¨ ç ïåâíèì
åôåêòèâíèì ÷èñëîì êàâiòàöi¨. ßêùî çíà÷å-
ííÿ ïàðàìåòðà V e ìà¹ îäèí ïîðÿäîê ç ÷è-
ñëîì êàâiòàöi¨¨, òî ñëiä âèêîðèñòîâóâàòè íå-
ëiíiéíå ðiâíÿííÿ [18]. Âèêîíàíî ðîçðàõóíêè
äîâæèíè âåíòèëüîâàíî¨ êàâåðíè, ùî çàìèêà-
¹òüñÿ íà òiëàõ êîíóñ-öèëiíäð ïàðàìåòðà [20]
. Ïîêàçàíî, ùî çíà÷åííÿ iíòåíñèâíîñòi âåí-
òèëÿöi¨ â öüîìó âèïàäêó òàêîæ ¹ îáìåæåíè-
ìè.
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