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ÑÈÌÅÒÐIÉÍI ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÑÈÑÒÅÌÈ ÐIÂÍßÍÜ
ÐÅÀÊÖI�-ÊÎÍÂÅÊÖI�-ÄÈÔÓÇI�

Ç òî÷íiñòþ äî íåïåðåðâíèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi âñòàíîâëåíî âèãëÿä íåëiíiéíèõ ñè-
ñòåì ðåàêöi¨-êîíâåêöi¨-äèôóçi¨, iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî àëãåáðè Ãàëiëåÿ. Äëÿ îäåðæàíèõ ñèñòåì
äîñëiäæåíî ìîæëèâîñòi ðîçøèðåííÿ àëãåáðè Ãàëiëåÿ îïåðàòîðàìè ìàñøòàáíèõ òà ïðîåêòèâ-
íèõ ïåðåòâîðåíü.

The appearance of a Galilean algebra and it's extensions, in respect to which the system of
nonlinear reaction-convection-di�usion equations can be invariant, is investigated. The kind of
nonlinearities, with which this system is invariant in respect to that algebra is determined to
within continuous equivalence transformations.

Ïðè îïèñi ðiçíèõ ÿâèù ïðèðîäè ÷à-
ñòî ïðèõîäÿòü äî ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ó
âèãëÿäi ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.
Áiëüøiñòü òàêèõ ñèñòåì, ÿê ïðàâèëî, ìiñòÿòü
îäíó ÷è êiëüêà äîâiëüíèõ ôóíêöié i òîìó
âîíè óòâîðþþòü ïåâíi êëàñè ñèñòåì äèôå-
ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Àêòóàëüíîþ ¹ çàäà-
÷à âiäáîðó ç äåÿêîãî êëàñó ñèñòåì òèõ, ÿêi
íàéáiëüø òî÷íî îïèñóþòü ïðîöåñè, ùî äî-
ñëiäæóþòüñÿ. Îñêiëüêè áiëüøiñòü îñíîâíèõ
ôiçè÷íèõ ïðîöåñiâ çàäîâîëüíÿþòü ïðèíöèï
âiäíîñíîñòi Ãàëiëåÿ ÷è Ïóàíêàðå�Åíøòåéíà,
òî i ðiâíÿííÿ, ÿêi ¨õ îïèñóþòü, ïîâèííi òà-
êîæ áóòè iíâàðiàíòíi âiäíîñíî àëãåáðè Ãàëi-
ëåÿ ÷è àëãåáðè Ïóàíêàðå. Òîìó âèìîãà iíâà-
ðiàíòíîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âiäíî-
ñíî òi¹¨ ÷è iíøî¨ ãðóïè ïåðåòâîðåíü, íàÿâ-
íiñòü øèðîêî¨ ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ ìîæå ñëó-
æèòè êðèòåði¹ì âiäáîðó éîãî â ÿêîñòi ìà-
òåìàòè÷íî¨ ìîäåëi îïèñó êîíêðåòíîãî ôiçè-
÷íîãî ïðîöåñó. Ó çâ'ÿçêó ç öèì àêòóàëüíîþ
¹ çàäà÷à: ïî çàäàíié ãðóïi ïåðåòâîðåíü ïî-
áóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü (ñèñòåìó ðiâ-
íÿíü), ùî âîëîäi¹ çàçíà÷åíîþ ñèìåòði¹þ.

Â äàíié ðîáîòi íàìè ðîçâ'ÿçàíî òàêó çàäà-
÷ó äëÿ ñèñòåìè íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ðåàêöi¨-
êîíâåêöi¨-äèôóçi¨

U0 = ∂1[F (U)U1] +G(U)U1 +H(U), (1)

äå U =

(
u1

u2

)
, H (U) =

(
h1(U)
h2(U)

)
,

F (U) =

(
f 11(U) f 12(U)
f 21(U) f 22(U)

)
,

G(U) =

(
g11(U) g12(U)
g21(U) g22(U)

)
, ua = ua(x0, x1)

� äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨, U0 = ∂U
∂x0

, U1 =
∂U
∂x1

, ∂1 = ∂
∂x1

, x0 � ÷àñîâà, x1 � ïðîñòîðîâà
çìiííi.

Â êëàñi ñèñòåì (1) ìiñòÿòüñÿ ñèñòåìè, ÿêi
øèðîêî çàñòîñîâóþòüñÿ â òåîði¨ ïðîöåñiâ òå-
ïëîìàñîïåðåíîñó, äèôóçi¨, îïèñóþòü åâîëþ-
öiþ òåìïåðàòóðè òà ãóñòèíè ó òåðìîÿäåðíié
ïëàçìi, iíøi ôiçè÷íi òà áiîõiìi÷íi ïðîöåñè.
Àëå ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi öi¹¨ ñèñòåìè çà-
ëèøàþòüñÿ íå äîñëiäæåíèìè â ïîâíié ìiði.
Ïîâíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ íåëiíiéíèõ ñè-
ñòåì êëàñó (1) äîñi íå ïðîâåäåíî.

Äîñëiäæåííþ ñèìåòðiéíèõ âëàñòèâîñòåé
òàêîãî êëàñó ñèñòåì ïðèäiëÿëî óâàãó áàãàòî
àâòîðiâ. Ïðè ðiçíèõ âèãëÿäàõ ñòàëî¨ ìàòðè-
öi äèôóçi¨ F = Λ òà G = 0 îäåðæàëè âàãî-
ìi ðåçóëüòàòè Â.I. Ôóùè÷ òà Ð.Ì. ×åðíiãà
[9]-[11], À.Ã. Íiêiòií [22]-[25], À.Ã. Íiêiòií òà
Ð. Âiëòøèð [26], [27], Ð.Ì. ×åðíiãà òà Äæ.
Êiíã [13]�[16]. Ïðè F = E,H = 0 ñèìåòðiéíi
âëàñòèâîñòi ñèñòåìè (1) âèâ÷àëèñü â ðîáîòàõ
[1], [6], [17] à ïðè äîâiëüíèõ ìàòðèöÿõ F i H
òàG = 0 ãàëiëå¨âñüêà iíâàðiàíòíiñòü ñèñòåìè
(1) äîñëiäæåíà â ðîáîòi [5].

Äîáðå âiäîìî, ùî ëiíiéíà ñèñòåìà ðiâíÿíü
äèôóçi¨

U0 = ΛU11, (2)
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äå Λ�ñòàëà ìàòðèöÿ, iíâàðiàíòíà âiäíîñíî
àëãåáðè Ãàëiëåÿ ç áàçèñíèìè ãåíåðàòîðàìè

AG(1, 1) =< ∂0 = ∂
∂x0
, ∂1 = ∂

∂x1
,

G = x0∂1 + x1Q1, Q1, >,
(3)

òà ¨¨ ðîçøèðåíü îïåðàòîðàìè ìàñøòàáíèõ

D = 2x0∂0 + x1∂1 +Q3 (4)

òà ïðîåêòèâíèõ ïåðåòâîðåíü

Π = x20∂0 + x0x1∂1 +
x21
2
Q1 + x0Q3, (5)

äå Qc = ηcb(u)∂ub , ηab(u) � äåÿêi çàäàíi ôóí-
êöi¨, ÿêi çàëåæàòü âiä âèãëÿäó ìàòðèöi Λ.

Êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ îïåðà-
òîðàìè (3)�(5) ìàþòü âèãëÿä

[∂0, ∂1] = 0, [∂0, G] = ∂1, [∂0, Q1] = 0,
[∂1, G] = Q1, [∂1, Q1] = 0, [G,Q1] = 0.

(6)
[∂0, D] = 2∂0, [∂1, D] = ∂1,
[G,D] = −G, [Q1, D] = 0.

(7)

[∂0,Π] = D, [∂1,Π] = G,
[G,Π] = 0, [Q1,Π] = 0, [D,Π] = 2Π.

(8)

Àëãåáðà AG2(1, 1) îïåðàòîðiâ (3)�(5) ¹ îäíî-
âèìiðíîþ ïðîåêöi¹þ áàãàòîâèìiðíî¨ àëãåáðè
AG2(1, n):

∂0 = ∂
∂x0
, ∂a = ∂

∂xa
, Jab = xa∂b − xb∂a,

Ga = x0∂a + xaQ1, Q1,
(9)

D = 2x0∂0 + xa∂a +Q3 (10)

Π = x20∂0 + x0x1∂1 +
−→x 2

2
Q1 + x0Q3. (11)

Â ñâié ÷àñ Â.I. Ôóùè÷ çàïðîïîíóâàâ àë-
ãåáðó îïåðàòîðiâ (9) íàçâàòè àëãåáðîþ Ãà-
ëiëåÿ i ïîçíà÷àòè AG(1,n), àëãåáðó (9), (10)
� ðîçøèðåíîþ àëãåáðîþ Ãàëiëåÿ AG1(1, n),
àëãåáðó (9), (10), (11) � óçàãàëüíåíîþ àëãå-
áðîþ Ãàëiëåÿ AG2(1, n). Öå ïîâ'ÿçàíî ç òèì,
ùî îïåðàòîðè Ga ïîðîäæóþòü ïåðåòâîðåííÿ
Ãàëiëåÿ ÷àñîâî¨ òà ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ

x
′

0 = x0, x
′

a = xa + vax0, va − const. (12)

Ç àëãåáðà¨÷íî¨ òî÷êè çîðó àëãåáðó âèçíà-
÷àþòü íå ïåðåòâîðåííÿ, ÿêi âîíà ïîðîäæó¹,

à êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ áàçèñíè-
ìè ãåíåðàòîðàìè äàíî¨ àëãåáðè.

Êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ îïåðà-
òîðàìè àëãåáðè (3) ìàþòü âèãëÿä (6).

Òàêèì ÷èíîì, àëãåáðîþ Ãàëiëåÿ AG(1, 1)
áóäåìî íàçèâàòè îäíó ç ðåàëiçàöié ÷îòèðè-
âèìiðíî¨ ëiíiéíî¨ àëãåáðè äèôåðåíöiàëüíèõ
îïåðàòîðiâ 1-ãî ïîðÿäêó ⟨X1, X2, X3, X4⟩,
äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi êîìóòàöiéíi
ñïiââiäíîøåííÿ:

[X1, X2] = 0, [X1, X3] = X2, [X1, X4] = 0,
[X2, X3] = X4, [X3, X4] = 0, [X2, X4] = 0.

(13)
Ïîñòàâèìî çàäà÷ó: äîñëiäèòè , ïðè ÿêèõ

íåëiíiéíîñòÿõ fab, gab, ha ñèñòåìà (1) iíâàði-
àíòíà âiäíîñíî àëãåáðè Ãàëiëåÿ òà ¨¨ ðîçøè-
ðåíü. Ïðè öüîìó àëãåáðîþ Ãàëiëåÿ AG(1, 1)
áóäåìî íàçèâàòè îäíó ç ðåàëiçàöié ÷îòèðè-
âèìiðíî¨ ëiíiéíî¨ àëãåáðè äèôåðåíöiàëüíèõ
îïåðàòîðiâ, äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ êîìóòà-
öiéíi ñïiââiäíîøåííÿ (13).

Îñíîâíà ãðóïà ïåðåòâîðåíü
åêâiâàëåíòíîñòi

Âàæëèâå çíà÷åííÿ ïðè äîñëiäæåííi ñè-
ìåòðiéíèõ âëàñòèâîñòåé âiäiãðàþòü ïåðåòâî-
ðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi. Âîíè äîçâîëÿþòü ïî-
äiëèòè êëàñ ñèñòåì íà íååêâiâàëåíòíi ïiä-
êëàñè. Âèäiëèâøè â êîæíîìó ïiäêëàñi êà-
íîíi÷íèé ïðåäñòàâíèê, äîñòàòíüî äîñëiäèòè
òiëüêè éîãî ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi, à ïîòiì
ïîøèðèòè îäåðæàíi ðåçóëüòàòè íà âñi ñèñòå-
ìè äàíîãî ïiäêëàñó.

Äîñëiäèìî ãðóïó íåïåðåðâíèõ ïåðåòâî-
ðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ñèñòåìè ðiâíÿíü (1),
çàñòîñóâàâøè ìåòîä, çàïðîïîíîâàíèé â ðî-
áîòàõ [3], [12].
Ëåìà 1. Ãðóïîþ íåïåðåðâíèõ ïåðåòâî-

ðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ñèñòåìè (1) ¹ ãðóïà,
êîîðäèíàòè iíôiíiòåçiìàëüíîãî îïåðàòîðà

E = ξµ(x0, x1, U)∂µ + ηa(x0, x1, U)∂ua+
+ζab(x0, x1, U, F,G,H)∂fab+
+σab(x0, x1, U, F,G,H)∂gab+
+χa(x0, x1, U, F,G,H)∂ha

(14)
ÿêî¨ çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè

ξ0 = æ0x0 + d0, ξ
1 = æ1x1 + gx0 + d1, (15)
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ηa = αabu
b + βa, (16)

ζab = (2æ1 − æ0)f
ab + αacf

cb − αcbf
ac,

σab = (æ1 − æ0)g
ab + αacg

cb−
−αcbgac + δabg,
χa = −æ0h

a + αabh
b,

(17)
äå æµ, dµ, g, αab, βa � ãðóïîâi ïàðàìåòðè,
µ =
= 0; 1, a, b, c = 1; 2.

Çàóâàæèìî, ùî âñi ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ
ïðîâåäåíî ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü åêâiâà-
ëåíòíîñòi

x
′
0 = a0x0 + b0, x

′
1 = a1x1 + cx0 + b1,

ua
′

= γabu
b + δa,

(18)

äå aµ, bµ, c, γab, δa � äîâiëüíi ñòàëi, µϵ{0, 1},
a, bϵ{1, 2}, ÿêi âèïëèâàþòü ç ôîðìóë (15),
(16).

Îñíîâíà àëãåáðà iíâàðiàíòíîñòi.
Ñèñòåìà âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü.

Îçíà÷åííÿ 1. Îñíîâíîþ àëãåáðîþ ií-
âàðiàíòíîñòi ñèñòåìè (1) íàçâåìî àëãåáðó,
âiäíîñíî ÿêî¨ äàíà ñèñòåìà iíâàðiàíòíà ïðè
äîâiëüíèõ íåëiíiéíîñòÿõ F,G,H.
Òåîðåìà 1 Îñíîâíîþ àëãåáðîþ iíâàði-

àíòíîñòi ñèñòåìè (1) ¹ àëãåáðà

A0 =< ∂0, ∂1 > . (19)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðîâîäèìî íà îñíî-
âi àëãîðèòìó Ëi (äèâ., íàïðèêëàä, [4]).
Ïðè öüîìó îäåðæèìî ñèñòåìó âèçíà÷àëü-
íèõ ðiâíÿíü äëÿ çíàõîäæåííÿ êîîðäèíàò
iíôiíiòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà òà ôóíêöié
fab, gab, ha:

ηcfabuc + (ξ00 − 2ξ11)fab + ηc
ub
fac − ηaucf

cb = 0,
ηcgabuc + (ξ00 − ξ11)gab + ηc

ub
gac − ηaucg

cb+
+ηc1(f

ab
uc + fac

ub
) + 2ηc

1ub
fac − ξ111f

ab + δabξ
1
0 = 0,

ηchauc + ξ00h
a − ηauch

c + ηb11f
ab + ηb1g

ab − ηa0 = 0,
(20)

ξ0ua = ξ1ua = ξ01 = 0, (21)

fdbηaucud + fdcηaubud = 0. (22)

ßêùî ñèñòåìó (20)�(22) ðîçùåïèòè ïî äî-
âiëüíèõ ôóíêöiÿõ fab òà ¨õ ïîõiäíèõ, òî îäåð-
æèìî, ùî

ξ0 = d0, ξ
1 = d1, η = 0. (23)

Iíôiíiòåçèìàëüíèèé îïåðàòîð ç êîîðäèíàòà-
ìè (23) ïîðîäæó¹ àëãåáðó (19).

Çîáðàæåííÿ àëãåáðè Ãàëiëåÿ.
Iíâàðiàíòíiñòü ñèñòåìè (1) âiäíîñíî

àëãåáðè Ãàëiëåÿ.

Çíàéäåìî çîáðàæåííÿ àëãåáðè Ãàëiëåÿ
(13), âiäíîñíî ÿêî¨ ìîæå áóòè iíâàðiàíòíà
ñèñòåìà (1).

Ñèñòåìà (22) ¹ ëiíiéíîþ îäíîðiäíîþ àë-
ãåáðà¨÷íîþ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü âiäíîñíî ηa

ubuc
.

Ãîëîâíèé âèçíà÷íèê äàíî¨ ñèñòåìè ìà¹ âè-
ãëÿä

∆ = (f 11 + f 22)(f 11f 22 − f 12f 21). (24)

Îñêiëüêè ìàòðèöÿ F ñêëàäà¹òüñÿ ç êîåôi-
öi¹íòiâ äèôóçi¨, òî âèçíà÷íèê (24) âiäìiííèé
âiä íóëÿ. Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà (22) ìà¹
ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

ηaubuc = 0. (25)

Òàêèì ÷èíîì, âðàõîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (21),
(25), ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî íàéáiëüø
çàãàëüíèé âèãëÿä îïåðàòîðiâ iíâàðiàíòíîñòi
ñèñòåìè (1) íàñòóïíèé

Xi = Ai(x0)∂0 +Bi(x0, x1)∂1+
+[αiab(x0, x1)u

b + βia(x0, x1)]∂ua
(26)

äå Ai, Bi, αiab, βia � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨
âiäïîâiäíèõ àðãóìåíòiâ, i = 1, 4, a, b = 1, 2.

Òàê ÿê ñèñòåìà (1) iíâàðiàíòíà âiäíîñíî
àëãåáðè A0, òî â ÿêîñòi äâîõ îïåðàòîðiâ àë-
ãåáðè AG(1, 1) âiçüìåìî îïåðàòîðè ∂0, ∂1.

Îñêiëüêè [∂0, ∂1] = 0, òî ç óìîâ (13) âè-
ïëèâàþòü íàñòóïíi ìîæëèâîñòi:

à) (∂0, ∂1) = (X1, X2), á) (∂0, ∂1) =
(X1, X4),

â) (∂0, ∂1) = (X3, X4), ã) (∂0, ∂1) =
(X2, X4).

Ðîçãëÿíåìî êîæåí âèïàäîê îêðåìî.
à) (∂0, ∂1) = (X1, X2). Â ðîëi îïåðàòîðiâ

X3, X4 âiçüìåìî äîâiëüíi îïåðàòîðè âèãëÿäó
(26).

X3 = A3(x0)∂0 +B3(x0, x1)∂1+
+[α3ab(x0, x1)u

b + β3a(x0, x1)]∂ua ,
X4 = A4(x0)∂0 +B4(x0, x1)∂1+
+[α4ab(x0, x1)u

b + β4a(x0, x1)]∂ua ,

(27)
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äå A3, A4, B3, B4, α3ab, α4ab, β3aβ4a � äîâiëüíi
ãëàäêi ôóíêöi¨ âiäïîâiäíèõ àðãóìåíòiâ, ÿêi
ïiäëÿãàþòü âèçíà÷åííþ çà ôîðìóëàìè (13).

Ç êîìóòàöiéíèõ óìîâ [X1, X4] = 0 òà
[X2, X4] = 0 îäåðæó¹ìî, ùî

A4 = c1, B
4 = c2, α

4ab = α1
ab, β

4a = β1
a,
(28)

äå c1, c2, α1
ab, β

1
a � äîâiëüíi ñòàëi. Òàê ÿê ëi-

íiéíà êîìáiíàöiÿ îïåðàòîðiâ àëãåáðè ¹ òàêîæ
îïåðàòîðîì ç äàíî¨ àëãåáðè, òî, íå âòðà÷à-
þ÷è äîâiëüíîñòi, ìîæíà ââàæàòè, ùî c1 =
c2 = 0.

Îòæå,

X4 = Q1 = (α1
abu

b + β1
a)∂ua . (29)

Ç êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåíü [X1, X3] = X2

i [X2, X3] = X4 ìà¹ìî

A3 = c3, B
3 = x0 + c4,

α3ab = α1
abx1 + α2

ab, β
3a = β1

ax1 + β2
a,

(30)

äå c3, c4, α2
ab, β

2
a � äîâiëüíi ñòàëi. Àíàëîãi÷íî,

ÿê i ó âèïàäêó îïåðàòîðà X4, íå âòðà÷àþ÷è
çàãàëüíîñòi, ìîæíà ââàæàòè c3 = c4 = 0. Îò-
æå,

X3 = x0∂1 + x1Q1 +Q2, (31)

äå
Q2 = (α2

abu
b + β2

a)∂ua . (32)

Iç óìîâè [X3, X4] = 0 ìà¹ìî

[Q1, Q2] = 0. (33)

Â ðåçóëüòàòi îäåðæó¹ìî, ùî àëãåáðà
AG(1, 1) ìà¹ ðåàëiçàöiþ

AG(1, 1) =< ∂0, ∂1,
G = x∂0∂1 + x1Q1 +Q2, Q1 >,

(34)

äå îïåðàòîðè Q1 i Q2 çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè
(29), (32) òà çîäîâîëüíÿþòü óìîâó (33).

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê á) (∂0, ∂1) =
(X1, X4).

Àíàëîãi÷íî, ÿê i ó âèïàäêó à), â ÿêîñòi
X2, X3 âiçüìåìî íàñòóïíi îïåðàòîðè

X2 = A2(x0)∂0 +B2(x0, x1)∂1+
+[α2ab(x0, x1)u

b + β2a(x0, x1)]∂ua ,
X3 = C3(x0)∂0 +D3(x0, x1)∂1+
+[γ3ab(x0, x1)u

b + σ3a(x0, x1)]∂ua ,

(35)

äå A2, B2, C3, D3, α2ab, β2a, γ3ab, σ3a � äîâiëü-
íi ôóíêöi¨ âiäïîâiäíèõ àðãóìåíòiâ, ÿêi ïiä-
ëÿãàþòü óòî÷íåííþ çà ôîðìóëàìè (13). Ç
óìîâ [X1, X2] = 0 òà [X2, X4] = 0 àíàëîãi-
÷íî, ÿê i ó âèïàäêó à), îäåðæó¹ìî

A2 = B2 = 0, α2ab = α1
ab, β

2a = β1
a, (36)

äå α1
ab, β

1
a - äîâiëüíi ñòàëi. Îòæå,

X2 = Q1 = (α1
abu

b + β1
a)∂ua . (37)

Ç êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåíü [X1, X3] =
= X2, [X4, X3] = 0 çíàõîäèìî

C3 = D3 = 0, γ3ab = x0α
1
ab+γ

2
ab, β

3a = x0β
1
a+β

2
a,

(38)
äå γ2ab, β

2
a � äîâiëüíi ñòàëi. Îòæå,

X3 = x0Q1 +Q2, (39)

äå
Q2 = (γ2abu

b + β2
a)∂ua. (40)

Ç êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåíü [X2, X3] = X4

îäåðæó¹ìî
[Q1, Q2] = ∂1,

ùî ¹ íåìîæëèâèì.
Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî âèïàäêè â) i

ã) òàêîæ íåìîæëèâi.
Çàóâàæèìî, ùî ðåàëiçàöiÿ àëãåáðè (13)

âèãëÿäó (34) îäåðæàíà i â ðîáîòi [28], äå ç òî-
÷íiñòþ äî äîâiëüíèõ ëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü
âñòàíîâëåíi íååêâiâàëåíòíi ðåàëiçàöii àëãåáð
ðîçìiðíîñòi äî 4-õ âêëþ÷íî.

Ó ðîáîòi [1] âñòàíîâëåíî, ùî iñíó¹ 6 ði-
çíèõ çîáðàæåíü îïåðàòîðà Q1 âèãëÿäó (29),
íååêâiâàëåíòíèõ âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü (18).
À â ðîáîòi [6] ïîêàçàíî, ùî ç âðàõóâàííÿì
(33) i ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåí-
òíîñòi (18) ìîæëèâi íàñòóïíi íååêâiâàëåíòíi
íàáîðè îïåðàòîðiâ Q1, Q2:

Q1 = ∂u1 , Q2 = k2∂u2 +m2u
2∂u1 , (41)

Q1 = k1∂u1 +m1u
2∂u2 ,

Q2 = k2∂u1 +m2u
2∂u2 ,

(42)

Q1 = k1∂u1 + u1∂u2 ,
Q2 = k2∂u2 ,

(43)

Q1 = k1u
1∂u1 +m1u

2∂u2 ,
Q2 = k2u

1∂u1 +m2u
2∂u2 ,

(44)

152 Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî íàö. óí-òó. Ìàòåìàòèêà. 2012. � Ò. 2, � 2-3.



Q1 = k1I +m1u
2∂u1 ,

Q2 = k2I +m2u
2∂u1 ,

(45)

Q1 = k1I + k2J,
Q2 = m1I +m2J,

(46)

äå I = u1∂u1 + u2∂u2 , J = u2∂u1 − u1∂u2 ,
k1, k2,m1,m2 � äîâiëüíi ñòàëi, òàêi, ùîá íå
áóëî ïåðåòèíó ìiæ âèïàäêàìè (41)-(46).

Òàêèì ÷èíîì, ¹äèíî ìîæëèâîþ ðåàëiçàöi-
¹þ àëãåáðè AG(1, 1) äëÿ ñèñòåìè (1) ¹ àëãå-
áðà (34), äå îïðåàòîðè Q1, Q2 ìàþòü âèãëÿä
îäíîãî ç øåñòè âèùå íàâåäåíèõ âèïàäêiâ.

Íàìè çíàéäåíî 13 íååêâiâàëåíòíèõ âiäíî-
ñíî ïåðåòâîðåíü (18) âèãëÿäiâ íåëiíiéíîñòåé
F,G,H, ïðè ÿêèõ ñèñòåìà (1) iíâàðiàíòíà
âiäíîñíî àëãåáðè Ãàëiëåÿ (34), ÿêi ìè íå íà-
âîäèìî â ñèëó ¨õ ãðîìiçäêîñòi.

Çîáðàæåííÿ ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè
Ãàëiëåÿ. Iíâàðiàíòíiñòü ñèñòåìè (1)

âiäíîñíî ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè Ãàëiëåÿ.

Ðîçøèðèìî àëãåáðó Ãàëiëåÿ (13) îïåðàòî-
ðîì ìàñøòàáíèõ ïåðåòâîðåíü X5, äëÿ ÿêîãî
âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi êîìóòàöiéíi ñïiââiä-
íîøåííÿ

[X1, X5] = 2X1, [X2, X5] = X2,
[X3, X5] = −X3, [X4, X5] = 0.

(47)

Âñòàíîâèìî çîáðàæåííÿ ðîçøèðåíî¨ àëãå-
áðè Ãàëiëåÿ âèãëÿäó (47), âiäíîñíî ÿêî¨ ìî-
æå áóòè iíâàðiàíòíà ñèñòåìà (1).

Çãiäíî (26) ìà¹ìî çàãàëüíèé âèãëÿä îïå-
ðàòîðà ìàñøòàáíèõ ïåðåòâîðåíü

X5 = A5(x0)∂0 +B5(x0, x1)∂1+
+[α5ab(x0, x1)u

b + β5a(x0, x1)]∂ua ,
(48)

äå A5, B5, α5ab, β5a � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨
âiäïîâiäíèõ àðãóìåíòiâ, ÿêi ïiäëÿãàþòü âè-
çíà÷åííþ çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (47).

Ç êîìóòàöiéíèõ óìîâ [X1, X5] = 2X1 òà
[X2, X5] = X2 îäåðæó¹ìî, ùî

A5 = 2x0, B
4 = x1,

α5ab = α5
ab, β

5a = β5
a,

(49)

äå α5
ab, β

5
a � äîâiëüíi ñòàëi.

Îòæå,

X5 = 2x0∂0 + x1∂1 +Q3, (50)

äå Q3 = (α5
abu

b + β5
a)∂ua .

Ç êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåíü
[X3, X5] = −X3 òà [X4, X5] = 0 ìà¹ìî

[Q1, Q3] = 0, [Q2, Q3] = −Q2. (51)

Îïåðàòîð X5 ïîçíà÷èìî D.
Òàêèì ÷èíîì, ðîçøèðåíà àëãåáðà Ãàëiëåÿ

äëÿ ñèñòåìè (1) ìà¹ âèãëÿä

AG1(1, 1) = ⟨∂0, ∂1, G = x0∂1 + x1Q1 +Q2,
Q1, D = 2x0∂0 + x1∂1 +Q3⟩,

(52)
äå îïåðàòîðè Q1, Q2, Q3 çàäîâîëüíÿþòü óìî-
âè (33), (51). Ó ðîáîòi [6] ïîêàçàíî, ùî ç òî-
÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi (18)
iñíó¹ äåñÿòü íååêâiâàëåíòíèõ íàáîðiâ îïåðà-
òîðiâ Q1, Q2, Q3, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ óìî-
âè (51).

Íàìè çíàéäåíî 8 íååêâiâàëåíòíèõ âiäíî-
ñíî ïåðåòâîðåíü (18) âèãëÿäiâ ñèñòåìè (1),
ïðè ÿêèõ âîíà iíâàðiàíòíà âiäíîñíî àëãåáðè
(52), àëå, ÿê i ó âèïàäêó iíâàðiàíòíîñòi âiä-
íîñíî àëãåáðè Ãàëiëåÿ, â ñèëó ãðîìiçäêîñòi
îäåðæàíèõ ñèñòåì ìè ¨õ íå íàâîäèìî.

Çîáðàæåííÿ óçàãàëüíåíî¨ àëãåáðè
Ãàëiëåÿ. Iíâàðiàíòíiñòü ñèñòåìè (1)
âiäíîñíî óçàãàëüíåíî¨ àëãåáðè

Ãàëiëåÿ.

Ðîçøèðèìî àëãåáðó Ãàëiëåÿ (52) ïðîå-
êòèâíèì îïåðàòîðîì, äëÿ ÿêîãî âèêîíóþ-
òüñÿ íàñòóïíi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ

[X1, X6] = X5, [X2, X6] = X3, [X3, X6] = 0,
[X4, X6] = 0, [X5, X6] = 2X6.

(53)
Îäåðæàíó àëãåáðó íàçâåìî óçàãàëüíåíîþ
àëãåáðîþ Ãàëiëåÿ, à îïåðàòîð X6 � ïðîå-
êòèâíèì îïåðàòîðîì i ïîçíà÷èìî éîãî Ï.

Âñòàíîâèìî çîáðàæåííÿ óçàãàëüíåíî¨ àë-
ãåáðè Ãàëiëåÿ, âiäíîñíî ÿêî¨ ìîæå áóòè ií-
âàðiàíòíà ñèñòåìà (1).

Çãiäíî (26) çàãàëüíèé âèãëÿä ïðîåêòèâ-
íîãî îïåðàòîðà ¹ íàñòóïíèì

X6 = A6(x0)∂0 +B6(x0, x1)∂1+
+[α6ab(x0, x1)u

b + β6a(x0, x1)]∂ua ,
(54)

äå A6, B6, α6ab, β6a � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨
âiäïîâiäíèõ àðãóìåíòiâ.

Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî íàö. óí-òó. Ìàòåìàòèêà. 2012. � Ò. 2, � 2-3. 153



Ç êîìóòàöiéíèõ óìîâ [X1, X6] = X5 òà
[X2, X6] = X3 îäåðæó¹ìî, ùî

X6 = Ï = x20∂0 + x0x1∂1 + x0Q3+

+x1Q2 +
x21
2
Q1 +Q4,

(55)

äå Q4 = α4
abu

b+β4
a, ïðè÷îìó α

4
ab, β

4
a � äîâiëü-

íi ñòàëi.
Ç iíøèõ êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåíü (53)

ìà¹ìî

[Q1, Q4] = 0, [Q2, Q4] = 0, [Q3, Q4] = 2Q4.
(56)

Òàêèì ÷èíîì, óçàãàëüíåíà àëãåáðà Ãàëi-
ëåÿ äëÿ ñèñòåìè (1) ìà¹ âèãëÿä

AG2(1, 1) = ⟨∂0, ∂1, G = x0∂1 + x1Q1 +Q2,
Q1, D = 2x0∂0 + x1∂1 +Q3,
Ï = x20∂0 + x0x1∂1 + x0Q3+

+x1Q2 +
x21
2
Q1 +Q4⟩,

(57)
äå îïåðàòîðè Q1, Q2, Q3, Q4 çàäîâîëüíÿþòü
óìîâè (33), (51), (56).

Çíàéäåìî âèãëÿä íåëiíiéíîñòåé F,G,H,
ïðè ÿêèõ ñèñòåìà (1) iíâàðiàíòíà âiäíî-
ñíî óçàãàëüíåíî¨ àëãåáðè Ãàëiëåÿ. Â ðîáî-
òi [6] ïîêàçàíî, ùî ç òî÷íiñòþ äî ïåðå-
òâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi (18) iñíó¹ øiñòíàä-
öÿòü íååêâiâàëåíòíèõ íàáîðiâ îïåðàòîðiâ
Q1, Q2, Q3, Q4, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ êîìó-
òàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ (33), (51), (56).

Äëÿ êîæíî¨ ñèñòåìè, iíâàðiàíòíî¨ âiäíî-
ñíî ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè Ãàëiëåÿ, çà âèãëÿ-
äîì îïåðàòîðiâ Ãàëiëåÿ òà äiëàòàöi¨ âñòàíî-
âèìî çîáðàæåííÿ ïðîåêòèâíîãî îïåðàòîðà
(äèâ. [6]). Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè ìîæíà ïî-
äàòè ó âèãëÿäi íàñòóïíî¨ òåîðåìè.
Òåîðåìà 2. Ñèñòåìà ðiâíÿíü (1) iíâà-

ðiàíòíà âiäíîñíî óçàãàëüíåíî¨ àëãåáðè Ãà-
ëiëåÿ (57) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ç
òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi
(18) ìà¹ îäèí ç íàñòóïíèõ âèãëÿäiâ:

U0 = ∂1

[(
λ11 0
0 λ22

)
U1

]
+

+

(
−u2 m12

0 −u2
)
U1 + 1

2
(u2)2

(
1
0

)
,

(58)

ïðè÷îìó Q1 = ∂u1, Q2 = ∂u2,Q3 = (λ11 +

+m12)∂u1 − u2∂u2, Q4 = 0;

U0 = ∂1

[(
λ11 −u1

u2

0 −1
2

)
U1

]
+

+

(
m11u

1 0
m21u

2 0

)
U1 + (u1)2

(
n1u

1

n2u
2

)
,

(59)
ïðè÷îìó Q1 = u2∂u2 , Q2 = 0, Q3 = −u1∂u1 +
+1

2
u2∂u2, Q4 = 0;

U0 = ∂1

[(
λ11 0
0 λ22

)
U1

]
+

+

(
−u1 0
m21u

2 −(2λ22 + 1)u1

)
U1+

+(u1)2u2
(

0
λ22 + 1

2

)
,

(60)

ïðè÷îìó Q1 = u2∂u2 , Q2 = ∂u1, Q3 =
−u1∂u1 + +(λ22 +m21)u

2∂u2, Q4 = 0;

U0 = ∂1

[(
−1

2
0

0 − 1
2m1

)
U1

]
+

+ω2

(
−m1m11 m11

u1

u2

−m1m12
u2

u1
m12

)
U1+

+ω4

(
n1u

1

n2u
2

)
,

(61)

ïðè÷îìó Q1 = u1∂u1 +m1u
2∂u2 , Q2 = 0, Q3 =

−1
2
(I+m1u

2∂u2), Q4 = 0, ω = u2

(u1)m1
, m1 ̸= 0;

U0 = ∂1

[(
−1

2
0

0 −1
2

)
U1

]
+

+u2

u1

(
n1u

1

n2u
2

)
,

(62)

ïðè÷îìó Q1 = I, Q2 = 0, Q4 = 1
n1−n2

u1∂u2,

Q3 =
(
−1

2
+ n1

n1−n2

)
I − 2u2∂u2, n1 ̸= n2;

U0 = ∂1

[
−1

2

(
1 −1
0 1

)
U1

]
+

+e−2ω
(

m11 + m21
u1

u2 −(u1

u2 + 1)(m11 + m21
u1

u2 )

m21 −(u1

u2 + 1)m21

)
U1+

+e−4ω

(
n1u

2 + n2u
1

n2u
2

)
,

(63)
ïðè÷îìó Q1 = I + u2∂u1, Q2 = 0, Q3 = −1

2
I,

Q4 = 0, ω = u1

u2
− lnu2;
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U0 = ∂1

[
−1

2

(
k1 −k2
k2 k1

)
U1

]
+

+e
1
k2
ω
(

2k1
−→
k −→m − 2u1

−→u 2
−→m−→u 2k1

−→
k ⊥−→m − 2u2

−→u 2
−→m−→u

2k2
−→
k −→m − 2u2

−→u 2
−→m−→u 2k2

−→
k ⊥−→m + 2u1

−→u 2
−→m−→u

)
U1+

+e
2
k2
ω

( −→n−→u
−−→n−→u ⊥

)
,

(64)
ïðè÷îìó Q1 = k1I − k2J , Q2 = 0, Q3 = −1

2
I,

Q4 = 0, ω = k2 ln−→u 2 + 2k1arctg
u2

u1
,

−→u ⊥ = (−u2, u1), −→m = (m1,m2), |
−→
k | = 1,

k2 ̸= 0.
Ó ôîðìóëàõ (58)�(64) λab, mab, ma, ka,

na � äîâiëüíi ñòàëi, a, bϵ{1; 2}.
Çàóâàæåííÿ. ×àñòèííèì âèïàäêîì ñè-

ñòåìè (59) ¹ ñèñòåìà ðiâíÿíü õåìîòàêñè-
ñó, ÿêà îïèñó¹ ôîðìóâàííÿ òà ïîøèðåííÿ
õåìîòàêñèñíèõ êiëåöü Àäëåðà òà ðiçíi ïðî-
öåñè ñòðóêòóðîóòâîðåííÿ â áàêòåðiàëüíèõ
êîëîíiÿõ ïðè ¨õ âçà¹ìîäi¨. �¨ ñèìåòðiéíi âëà-
ñòèâîñòi âèâ÷åíi â ðîáîòi [7].

ßêùî ó ñèñòåìi (64) ïåðåéòè äî ôóíêöi¨
êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, òî îäåðæèìî óçàãàëü-
íåííÿ ðiâíÿííÿ Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó

ψ0 = −k
2
ψ11 + [m

∗

2
(2k1kψ

∗ψ1−
−(|

−→
ψ |2)1) + n∗|

−→
ψ |4e2w]e2wψ,

(65)

äå ψ = u1 + iu2, k,m, nϵC, , ÿêå ¹ îñíîâ-
íèì íåëiíiéíèì ðiâíÿííÿì ôiçèêè íåðiâíî-
âàæíèõ ñåðåäîâèù i âèíèêà¹ ïðè îïèñi äè-
ôóçíîãî õàîñà i äèñèïàòèâíèõ ñòðóêòóð â ãi-
äðîäèíàìiöi, ôiçèöi ëàçåðiâ òà õiìi÷íèé êi-
íåòèöi [2], [18] Ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi ðiâ-
íÿííÿ Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó áåç äåðèâàòèâíîãî
÷ëåíà âèâ÷àëèñü À.Ã. Íiêiòiíèì â ðîáîòi [23].

Ïðè k1 = 0 ç ðiâíÿííÿ (65) ìîæíà îäåð-
æàòè óçàãàëüíåííÿ ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà ç
äåðèâàòèâíîþ íåëiíiéíiñòþ

iψ0 = 1
2
ψ11 + [α(|ψ|2)1 + β|ψ|4]ψ, (66)

äå α, βϵC.
Ðiâíÿííÿ (66) íàëåæèòü äî êëàñó ðiâíÿíü

iψ0 = −1
2
ψ11 + (λ1 + λ2|ψ|2 + λ3|ψ|4+

+λ4∂1|ψ|2)ψ + (λ5 + λ6|ψ|2)∂1ψ,
(67)

ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ìîäåëþâàííÿ
õâèëüîâèõ ïðîöåñiâ â ðiçíèõ ðîçäiëàõ ôiçè-

êè, òàêèõ ÿê íåëiíiéíà îïòèêà. Çîêðåìà, âî-
íî îïèñó¹ àëüâåíîâñüêi õâèëi ç êðóãîâîþ ïî-
ëÿðèçàöi¹þ � ìàãíiòîãiäðîäiíàìi÷íi õâèëi,
ùî ðîçïîâñþäæóþòüñÿ â ïëàçìi â ìàãíiòíî-
ìó ïîëi [19�21] õâèëi Ñòîêñà ó ðiäèíi ñêií-
÷åííî¨ ãëèáèíè òà ií.

Ñåðåä îäåðæàíèõ íàìè ñèñòåì, ÿê ÷à-
ñòèííi âèïàäêè, ìiñòÿòüñÿ òàêîæ íåëiíié-
íà ñèñòåìà ðiâíÿíü êîíâåêöi¨-äèôóçi¨, ñèìå-
òðiéíi âëàñòèâîñòi ÿêî¨ áóëè âèâ÷åíi â ðîáî-
òi [6], ñèñòåìè ðiâíÿíü ðåàêöi¨-äèôóçi¨, ùî
äîñëiäæóâàëèñü ó ðîáîòàõ Ð.Ì. ×åðíiãè òà
Äæ. Êiíãà [13]�[16], À.Ã. Íiêiòiíà [22]�[25],
À.Ã. Íiêiòiíà òà Ð. Âiòëøèðà [26], [27].

Ïîðÿä ç öèì âñòàíîâëåíî ñèñòåìó (58),
ÿêà íå ìîæå áóòè îäåðæàíà iç óçàãàëüíåííÿ
ðàíiøå âiäîìèõ ñèñòåì, iíâàðiàíòíèõ âiäíî-
ñíî àëãåáðè Ãàëiëåÿ.

Âèñíîâêè

Îòæå, â äàíié ðîáîòi ç òî÷íiñòþ äî ïå-
ðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi (18) âñòàíîâëåíî
âèãëÿä ñèñòåì êëàñó (1), ÿêi âîëîäiþòü ñèìå-
òðiéíèìè âëàñòèâîñòÿìè, õàðàêòåðíèìè äëÿ
ðiâíÿíü, ùî îïèñóþòü ïðîöåñè, ïiäïîðÿäêî-
âàíi ïðèíöèïó âiäíîñíîñòi Ãàëiëåÿ. Ñåðåä
íèõ, ÿê ÷àñòèííi âèïàäêè, ìiñòÿòüñÿ ðiâíÿ-
ííÿ Øðåäiíãåðà, Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó, ñèñòåìà
ðiâíÿíü õåìîòàêñèñó òà iíøi. Îäåðæàíi ñè-
ñòåìè, â ñèëó ñâî¨õ ñèìåòðiéíèõ âëàñòèâî-
ñòåé, ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè ìîäåëþ-
âàííi ðåàëüíèõ ôiçè÷íèõ ïðîöåñiâ.
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