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ÌÅÒÎÄ ËÎÊÀËÜÍÎ� ËIÍIÉÍÎ� ÀÏÐÎÊÑÈÌÀÖI� Â ÒÅÎÐI�
ÍÅËIÍIÉÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ

Îòðèìàíî óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî âèêîðèñòî-
âóþòü ëiíiéíi íàáëèæåííÿ öèõ ðiâíÿíü.

We obtain conditions for the existence solutions of nonlinear functional equations that use linear
approach of these equations.

1. Ïîñòàíîâêà îñíîâíî¨ çàäà÷i. Íåõàé
X i Y � áàíàõîâi ïðîñòîðè ç íîðìàìè ∥ · ∥X i
∥ · ∥Y âiäïîâiäíî i L(X, Y ) � áàíàõîâèé ïðî-
ñòið ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ A, ùî
äiþòü iç ïðîñòîðó X ó ïðîñòið Y , ç íîðìîþ

∥A∥L(X,Y ) = sup
∥x∥X=1

∥Ax∥Y .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Y1 ïiäïðîñòið ïðîñòîðó
Y (ââàæà¹òüñÿ, ùî Y1 ̸= Y ).

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

Fx = y, (1)

äå F : X → Y � íåëiíiéíèé íåïåðåðâíèé
îáìåæåíèé îïåðàòîð i y ∈ Y .

Öå ðiâíÿííÿ áóëî îá'¹êòîì äîñëiäæåíü ó
áàãàòüîõ ðàáîòàõ (äèâ., íàïðèêëàä, [1]�[3]).
Äëÿ (1) i çàñòîñóâàíü âàæëèâi óìîâè, ùî
çàáåçïå÷óþòü âèêîíàííÿ äëÿ ìíîæèíè çíà-
÷åíü R(F) îïåðàòîðà F îäíîãî iç ñïiââiäíî-
øåíü

R(F) = Y (2)

i
R(F) = Y1. (3)

Ìåòà ñòàòòi � çíàõîäæåííÿ òàêèõ óìîâ.
Öÿ çàäà÷à íàâiòü ó âèïàäêó ëiíiéíîãî îïå-
ðàòîðà F � ñêëàäíà ïðîáëåìà (äèâ., íàïðèê-
ëàä, [4]). Òîìó ìè îáìåæèìîñÿ ðîçãëÿäîì
òiëüêè äîñòàòíiõ óìîâ, ùî çàáåçïå÷óþòü âè-
êîíàííÿ ñïiââiäíîøåíü (2) i (3), ÿêi â äå-
ÿêèõ âèïàäêàõ i íåîáõiäíi äëÿ âèêîíàííÿ
öèõ ñïiââiäíîøåíü.

2. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè. Ïîçíà÷èìî ÷å-
ðåç E ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ

îïåðàòîðiâ A : X → Y , êîæíèé ç ÿêèõ ìà¹
íåïåðåðâíèé îáåðíåíèé A−1. ×åðåç E1 ïî-
çíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ
îïåðàòîðiâ A : X → Y , êîæíèé ç ÿêèõ çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâè:

1) R(A) = Y1;
2) ÿäðî ker A îïåðàòîðà A ìà¹ çàìêíåíèé

äîïîâíþâàëüíèé ïiäïðîñòið X1 (ïiäïðîñòið
X1 çàëåæèòü âiä îïåðàòîðà A).

Çâóæåííÿ A|X1 : X1 → Y1 îïåðàòîðà A íà
ïiäïðîñòið X1, ÿêùî A ∈ E1, ìà¹ íåïåðåðâ-
íèé îáåðíåíèé îïåðàòîð (A|X1)

−1 (çàâäÿêè
òåîðåìi Áàíàõà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð [5] i
çàìêíåíîñòi X1 i Y1).

Íåõàé BZ [0, r], äå r ∈ (0,+∞), � çàìêíåíà
êóëÿ {z ∈ Z : ∥z∥Z 6 r} ó áàíàõîâîìó ïðîñ-
òîði Z.

Ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi äâà òâåðäæåí-
íÿ.
Òåîðåìà 1. Íåõàé äëÿ êîæíîãî ÷èñëà

H > 0 iñíóþòü òàêi ÷èñëî r > 0 i îïåðà-
òîð A ∈ E , ùî:

1) F − A : BX [0, r] → Y � öiëêîì íåïå-
ðåðâíå âiäîáðàæåííÿ;

2) âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

sup
x∈BX [0,r]

∥Fx−Ax∥Y 6 r

∥A−1∥L(Y,X)

−H. (4)

Òîäi äëÿ êîæíîãî y ∈ Y ðiâíÿííÿ (1) ìà¹
õî÷à á îäèí ðîçâ'ÿçîê x ∈ X.
Òåîðåìà 2. Íåõàé R(F) ⊂ Y1 i äëÿ êî-

æíîãî ÷èñëà H > 0 iñíóþòü òàêi ÷èñëî
r > 0 i îïåðàòîð A ∈ E1, ùî:

1) F − A : BX [0, r] → Y1 � öiëêîì íåïå-
ðåðâíå âiäîáðàæåííÿ;
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2) âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

sup
x∈BX [0,r]

∥Fx−Ax∥Y 6

6 r∥∥(A|X1)
−1
∥∥
L(Y1,X1)

−H. (5)

Òîäi äëÿ êîæíîãî y ∈ Y1 ðiâíÿííÿ (1) ìà¹
õî÷à á îäèí ðîçâ'ÿçîê x ∈ X.

Î÷åâèäíî, ùî îïåðàòîð A ó ñïiââiäíîøå-
ííÿõ (4) i (5) çàëåæèòü âiä F , H i r.
Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Çàôiêñó¹ìî äî-

âiëüíèé âåêòîð y ∈ Y . Íà ïiäñòàâi óìîâ
òåîðåìè iñíóþòü ÷èñëî r > 0 i îïåðàòîð
A ∈ E , äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåí-
íÿ (4) ïðè

H = ∥y∥Y . (6)

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

x = A−1(Ax−Fx+ y), (7)

ùî çàâäÿêè âêëþ÷åííþ A ∈ E ðiâíîñèëü-
íå ðiâíÿííþ (1). Ïîêàæåìî, ùî öå ðiâíÿííÿ
ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé íàëåæèòü êóëi BX [0, r].
Âèêîðèñòà¹ìî îïåðàòîð A : X → X, ùî âè-
çíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

Ax = A−1(Ax−Fx+ y).

Öåé îïåðàòîð öiëêîì íåïåðåðâíèé íà ïiä-
ñòàâi ïåðøî¨ óìîâè òåîðåìè i íåïåðåðâíîñòi
A−1, A i F . Òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøå-
ííÿ

ABX [0, r] ⊂ BX [0, r].

Ñïðàâäi, ÿêùî ∥x∥X 6 r, òî çàâäÿêè (4) i (1)

∥Ax∥X = ∥A−1(Ax−Fx+ y)∥X 6
6 ∥A−1∥L(Y,X) (∥Ax−Fx∥Y + ∥y∥Y ) 6

6 ∥A−1∥L(Y,X)

(
r

∥A−1∥L(Y,X)

−H + ∥y∥Y
)

=

= r.

Òîìó íà ïiäñòàâi òåîðåìè Øàóäåðà ïðî íå-
ðóõîìó òî÷êó [3] îïåðàòîð A ìà¹ íåðóõîìó
òî÷êó x∗ ∈ BX [0, r]. Öÿ òî÷êà � ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ (7) i, îòæå, ðiâíÿííÿ (1).

Òåîðåìó 1 äîâåäåíî.
Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. ßêùî äëÿ êîæ-

íîãî íåâiä'¹ìíîãî ÷èñëà H iñíóþòü òà-
êi ÷èñëî r > 0 i îïåðàòîð A ∈ E1, ùî âèêî-
íóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè, òî òîäi, î÷åâèäíî,

F −A|X1 : BX1 [0, r] → Y1 � öiëêîì íåïåðåðâ-
íå âiäîáðàæåííÿ i âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøå-
ííÿ

sup
x∈BX1

[0,r]

∥Fx−A|X1x∥Y1 6

6 r∥∥(A|X1)
−1
∥∥
L(Y1,X1)

−H,

àíàëîãi÷íå ñïiââiäíîøåííþ (5). Òîäi íà ïiä-
ñòàâi òåîðåìè 1 (ó âèïàäêó, êîëè X i Y çái-
ãàþòüñÿ âiäïîâiäíî ç X1 i Y1) äëÿ êîæíîãî
y ∈ Y1 ðiâíÿííÿ (1) ìà¹ õî÷à á îäèí ðîçâ'ÿ-
çîê x ∈ X1.

Òåîðåìó 2 äîâåäåíî.
Çàóâàæåííÿ 1. Âèìîãà ïðî ïîâíó íå-

ïåðåðâíiñòü F −A : BX [0, r] → Y i F − A :
BX [0, r] → Y1 ó òåîðåìàõ 1 i 2 ¹ çàéâîþ, ÿêùî
ïðîñòîðè X i Y ñêií÷åííîâèìiðíi.

Òâåðäæåííÿ, àíàëîãi÷íi òåîðåìi 1, äëÿ
íåëiíiéíèõ ðiçíèöåâèõ, äèôåðåíöiàëüíèõ i
äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíèõ îïåðàòî-
ðiâ äîâåäåíi àâòîðîì ó [6]�[13]. Ó öèõ ðîáî-
òàõ ðàçîì ç ëîêàëüíîþ ëiíiéíîþ àïðîêñè-
ìàöi¹þ íåëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ òàêîæ âèêî-
ðèñòîâóâàëèñÿ âëàñòèâîñòi c-íåïåðåðâíèõ i
c-öiëêîì íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ.

3. Ïîáóäîâà îïåðàòîðiâ, äî ÿêèõ çà-
ñòîñîâíà òåîðåìà 1. Ìíîæèíà íåëiíiéíèõ
îïåðàòîðiâ, äëÿ ÿêèõ çà äîïîìîãîþ òåîðåìè
1 ìîæíà ïîêàçàòè âèêîíàííÿ ñïiââiäíîøåí-
íÿ (2), ¹ äîñòàòíüî øèðîêèì.
Òåîðåìà 3. Íåõàé A ∈ E è Kn : X → Y ,

n > 1, � äîâiëüíi öiëêîì íåïåðåðâíi ëiíiéíi
îïåðàòîðè, äëÿ ÿêèõ îïåðàòîðè

An = A + Kn, n > 1,

ìàþòü íåïåðåðâíi îáåðíåíi.
Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi äîäàò-

íèõ ÷èñåë Hn, n > 1, äëÿ ÿêèõ

lim
n→∞

Hn = +∞,

iñíóþòü òàêi íåïåðåðâíèé îáìåæåíèé îïå-
ðàòîð F : X → Y i ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ
÷èñåë rn, n > 1, ùî:

1) F−An : BX [0, rn] → Y , n > 1, � öiëêîì
íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ;

2) âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

sup
∥x∥X6rn

∥Fx−Anx∥Y 6
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6 rn
∥A−1

n ∥L(X,Y )

−Hn, n > 1. (8)

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ïîñëi-
äîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë rn, n > 1, äëÿ ÿêî¨
r1 > 1 i rn+1 > rn + 3, n > 1 (çíà÷åííÿ rn
óòî÷íèìî ïiçíiøå). Äëÿ êîæíîãî n > 1 âè-
çíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ

ω1,n : {x ∈ X : rn 6 ∥x∥X 6 rn + 1} → [0, 1]

i

ω2,n : {x ∈ X : rn+1 6 ∥x∥X 6 rn+2} → [0, 1]

çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòåé

ω1,n(x) = rn

∥∥∥∥(rn + 1

∥x∥X
− 1

)
x

∥∥∥∥
X

i

ω1,n(x) = (rn + 2)

∥∥∥∥(rn + 1

∥x∥X
− 1

)
x

∥∥∥∥
X

.

Î÷åâèäíî, ùî âiäîáðàæåííÿ ω1,n i ω2,n íåïå-
ðåðâíi,

ω1,n(x) = 1, ÿêùî ∥x∥X = rn, (9)

ω2,n(x) = 1, ÿêùî ∥x∥X = rn + 2, (10)

ω1,n(x) = ω2,n(x) = 0, ÿêùî ∥x∥X = rn + 1,
(11)

i
R(ω1,n) = R(ω2,n) = [0, 1]. (12)

Îïåðàòîð F : X → Y i ÷èñëà rn, n > 1,
âèçíà÷èìî íàñòóïíèì ÷èíîì.

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ëiíiéíèé îïåðàòîð
F1 : X → Y , ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

F1 = A + K1.

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ êîæíîãî ÷èñëà r > 0

sup
∥x∥X6r

∥F1x−A1x∥Y = 0.

Âèáåðåìî ÷èñëî r1 > 1 òàê, ùîá

r1∥∥A1
−1
∥∥
L(Y,X)

−H1 > 0.

Äàëi ðîçãëÿíåìî íåëiíiéíèé îïåðàòîð F2 :
X → Y , ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

F2x =

=


F1x, ÿêùî ∥x∥X 6 r1,
G1,1x, ÿêùî r1 < ∥x∥X 6 r1 + 1,
G2,1x, ÿêùî r1 + 1 < ∥x∥X 6 r1 + 2,
A2x, ÿêùî ∥x∥X > r1 + 2,

äå
G1,1x = A + ω1,1(x)K1x

i
G2,1x = A + ω2,1(x)K2x.

Öåé îïåðàòîð îáìåæåíèé i íåïåðåðâíèé íà
ïiäñòàâi íåïåðåðâíîñòi ω1,1 i ω2,1, ñïiââiäíî-
øåíü (9) � (12) i íåïåðåðâíîñòi ëiíiéíèõ îïå-
ðàòîðiâ F1 i A2. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî

sup
x∈X

∥F2x−A2x∥Y =

= sup
∥x∥X6r1+2

∥F2x−A2x∥Y < +∞.

Òîìó iñíó¹ òàêå ÷èñëî r2 > r1 + 3, ùî âèêî-
íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

sup
∥x∥X6r2

∥F2x−A2x∥Y 6

6 r2∥∥A−1
2

∥∥
L(Y,X)

−H2.

Äàëi âèçíà÷èìî íåëiíiéíèé îïåðàòîð F3 :
X → Y çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè

F3x =

=


F2x, ÿêùî ∥x∥X 6 r2,
G1,2x, ÿêùî r2 < ∥x∥X 6 r2 + 1,
G2,2x, ÿêùî r2 + 1 < ∥x∥X 6 r2 + 2,
A3x, ÿêùî ∥x∥X > r2 + 2,

äå
G1,2x = A + ω1,2(x)K2x

i
G2,2x = A + ω2,2(x)K3x.

Öåé îïåðàòîð îáìåæåíèé i íåïåðåðâíèé íà
ïiäñòàâi íåïåðåðâíîñòi ω1,2 i ω2,2, ñïiââiäíî-
øåíü (9) � (12), îáìåæåíîñòi i íåïåðåðâíîñ-
òi íåëiíiéíîãî îïåðàòîðà F2 i íåïåðåðâíîñòi
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà A3. Î÷åâèäíî, ùî

sup
x∈X

∥F3x−A3x∥Y =

= sup
∥x∥X6r2+2

∥F3x−A3x∥Y < +∞.
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Òîìó iñíó¹ òàêå ÷èñëî r3 > r2 + 3, ùî âèêî-
íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

sup
∥x∥X6r3

∥F3x−A3x∥Y 6 r3∥∥A−1
3

∥∥
L(Y,X)

−H3.

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì âèçíà÷àþòüñÿ îáìå-
æåíi i íåïåðåðâíi îïåðàòîðè Fn : X → Y ,
n > 4, i ÷èñëà rn > rn−1 + 3, n > 4.

Çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîð Fn : X → Y âè-
çíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè

Fnx =

=


Fn−1x, ÿêùî ∥x∥X 6 rn−1,
G1,n−1x, ÿêùî ∥x∥X ∈ (rn−1, rn−1 + 1],
G2,n−1x, ÿêùî ∥x∥X ∈

∈ (rn−1 + 1, rn−1 + 2],
Anx, ÿêùî ∥x∥X > rn−1 + 2,

äå
G1,n−1x = A + ω1,n−1(x)Kn−1x

i
G2,n−1x = A + ω2,n−1(x)Knx.

Çàâäÿêè ñïiââiäíîøåííþ

sup
x∈X

∥Fnx−Anx∥Y =

= sup
∥x∥X6rn−1+2

∥Fnx−Anx∥Y < +∞

iñíó¹ òàêå ÷èñëî rn > rn−1 + 3, ùî âèêîíó-
¹òüñÿ íåðiâíiñòü

sup
∥x∥X6rn

∥Fnx−Anx∥Y 6

6 rn
∥A−1

n ∥L(Y,X)

−Hn. (13)

Îïåðàòîð F : X → Y âèçíà÷èìî ôîðìó-
ëîþ

Fx =



F1x, ÿêùî ∥x∥X 6 r1,
F2x, ÿêùî r1 < ∥x∥X 6 r2,
F3x, ÿêùî r2 < ∥x∥X 6 r3,

...
Fnx, ÿêùî rn−1 < ∥x∥X 6 rn,

....

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ çâóæåíü F|BX [0,rn] i
Fn|BX [0,rn] îïåðàòîðiâ F i Fn íà êóëþ
BX [0, rn] ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

F|BX [0,rn] = Fn|BX [0,rn]. (14)

Íà ïiäñòàâi öi¹¨ ðiâíîñòi òà îáìåæåíîñòi i íå-
ïåðåðâíîñòi îïåðàòîðiâ Fn : X → Y , n > 1,
îïåðàòîð F : X → Y òàêîæ îáìåæåíèé i
íåïåðåðâíèé.

Ñïiââiäíîøåííÿ (8) âèïëèâà¹ iç ñïiââiä-
íîøåíü (13) i (14).

Iç ñïiââiäíîøåíü, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ âè-
çíà÷àþòüñÿ Fn, n > 1, i F , à òàêîæ iç îá-
ìåæåíîñòi òà íåïåðåðâíîñòi ω1,n, ω2,n i ïîâ-
íî¨ íåïåðåðâíîñòi Kn, n > 1, âèïëèâà¹, ùî
âiäîáðàæåííÿ F−An : BX [0, rn] → Y , n > 1,
öiëêîì íåïåðåðâíi.

Òåîðåìó 3 äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 2. Ó òåîðåìi 3 ìíîæèíà
öiëêîì íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ Kn, n > 1,
äëÿ ÿêèõ îïåðàòîðè A + Kn, n > 1, ó âè-
ïàäêóA ∈ E ìàþòü íåïåðåðâíi îáåðíåíi, ¹ íå
ïîðîæíüîþ. Ñïðàâäi, çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé
íåíóëüîâèé âåêòîð b ∈ Y . Çàâäÿêè âêëþ÷åí-
íþ A ∈ E iñíó¹ ¹äèíèé âåêòîð a ∈ X, äëÿ
ÿêîãî Aa = b. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé ëiíié-
íèé íåïåðåðâíèé i íåíóëüîâèé ôóíêöiîíàë
φ, âèçíà÷åíèé íà X, äëÿ ÿêîãî φ(a) = 0 (òà-
êèõ ôóíêöiîíàëiâ, ÿêùî dim X > 2, ¹ íå-
ñêií÷åííî áàãàòî íà ïiäñòàâi òåîðåìè Õàíà-
Áàíàõà ïðî ïðîäîâæåííÿ ëiíiéíîãî ôóíêöiî-
íàëà [5]). Âèçíà÷èìî öiëêîì íåïåðåðâíèé
îïåðàòîð K : X → Y ðiâíiñòþ Kx = φ(x)b.
Òîäi îïåðàòîð A+K áóäå ìàòè íåïåðåðâíèé
îáåðíåíèé, îñêiëüêè ker (A + K) = {0}, ùî
ëåãêî ïåðåâiðèòè, i R(A + K) = R(A) = Y
çàâäÿêè ôðåäãîëüìîâîñòi îïåðàòîðà A òà
ñòiéêîñòi öi¹¨ âëàñòèâîñòi îïåðàòîðà ïî âiä-
íîøåííþ äî äîâiëüíèõ öiëêîì íåïåðåðâíèõ
çáóðåíü [4].

Î÷åâèäíî, ùî àíàëîãi÷íèì ÷èíîì, ÿê i
ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 3, ìîæíà ïîáóäóâàòè
íåëiíiéíèé íåïåðåðâíèé i îáìåæåíèé îïåðà-
òîð F , äî ÿêîãî çàñòîñîâíà òåîðåìà 2.

4. Çàñòîñóâàííÿ òåîðåì 1 i 2 äî ñëàá-
êî íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿ-
ííÿ (1) ó âèïàäêó, êîëè

F = A + K,

äå A : X → Y - åëåìåíò ìíîæèíè E àáî E1 i
K : X → Y � íåëiíiéíèé íåïåðåðâíèé i îáìå-
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æåíèé îïåðàòîð, äëÿ ÿêîãî íèæíÿ ãðàíèöÿ

lim
r→+∞

sup
∥x∥X6r

∥Kx∥Y

r

¹ äîñòàòíüî ìàëîþ.
Çà äîïîìîãîþ òåîðåì 1 i 2 ëåãêî äîâî-

äÿòüñÿ íàñòóïíi äâà òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 4. Íåõàé A � åëåìåíò ìíîæè-

íè E i K : X → Y � öiëêîì íåïåðåðâíèé
îïåðàòîð, äëÿ ÿêîãî

lim
r→+∞

sup
∥x∥X6r

∥Kx∥Y

r
<

1

∥A−1∥L(Y,X)

. (15)

Òîäi
R(A + K) = Y.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé y � äîâiëüíèé åëå-
ìåíò ïðîñòîðó Y . Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

(A + K)x = y. (16)

Ïîêëàäåìî H = ∥y∥Y . Çàâäÿêè (15) iñíó¹ òà-
êå ÷èñëî r > 0, ùî

sup
∥x∥X6r

∥Kx∥Y 6 r

∥A−1∥L(Y,X)

−H.

Òîìó íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1 i ïîâíî¨ íåïå-
ðåðâíîñòi K ðiâíÿííÿ (16) ìà¹ õî÷à á îäèí
ðîçâ'ÿçîê x ∈ X.

Òåîðåìó 4 äîâåäåíî.
Òåîðåìà 5. Íåõàé A � åëåìåíò ìíîæè-

íè E1,
R(K) ⊂ Y1

i K : X → Y1 � öiëêîì íåïåðåðâíèé îïåðà-
òîð, äëÿ ÿêîãî

lim
r→+∞

sup
∥x∥X6r

∥Kx∥Y

r
<

<
1∥∥(A|X1)
−1
∥∥
L(Y1,X1)

. (17)

Òîäi
R(A + K) = Y1.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (16), â
ÿêîìó y � äîâiëüíèé åëåìåíò ïðîñòîðó Y1.

Ïîêëàäåìî H = ∥y∥Y . Çàâäÿêè (17) iñíó¹
÷èñëî r > 0, òàêå, ùî

sup
∥x∥X6r

∥Kx∥Y 6 r∥∥(A|X1)
−1
∥∥
L(Y1,X1)

−H.

Òîìó íà ïiäñòàâi òåîðåìè 2 i ïîâíî¨ íåïå-
ðåðâíîñòi K ðiâíÿííÿ (16) ìà¹ õî÷à á îäèí
ðîçâ'ÿçîê x ∈ X.

Òåîðåìó 5 äîâåäåíî.
Çàóâàæåííÿ 3. Ó òåîðåìàõ 4 i 5 îïåðà-

òîð K ìîæå áóòè òàêèì, ùî

lim
r→+∞

sup
∥x∥X6r

∥Kx∥Y

r
= +∞.

Ñïðàâäi, íåõàé X = Y = R. Ðîçãëÿíåìî ÷è-
ñëîâi ïîñëiäîâíîñòi (αn)n>1 i (βn)n>1, äå

αn = n!

i
βn = αn + 1,

i íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ φn : R → R, n > 1, äëÿ
ÿêèõ

suppφn = [αn, βn]

(suppφn � íîñié ôóíêöi¨ φn) i

max
x∈[αn,βn]

|φn(x)| = n!
√
n

äëÿ âñiõ n > 1. Âèçíà÷èìî íåïåðåðâíå âiäî-
áðàæåííÿ K : R → R çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòi

K(x) =
∞∑
k=1

φn(x),

ùî ¹ öiëêîì íåïåðåðâíèì, îñêiëüêè

dim R = 1 < +∞.

Î÷åâèäíî, ùî

max
|x|≤βn

|K(x)|

βn
=

n!
√
n

n! + 1

i
max

|x|≤αn+1

|K(x)|

αn+1

=
n!
√
n

(n+ 1)!
.

Iç öèõ ñïiââiäíîøåíü i ðiâíîñòi

lim
n→∞

βn
αn

= 1
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âèïëèâà¹, ùî

lim
r→+∞

max
|x|6r

|K(x)|

r
= 0

i

lim
r→+∞

max
|x|6r

|K(x)|

r
= +∞.

Î÷åâèäíî, ùî îêðåìèì âèïàäêîì òåîðå-
ìè 5 ¹ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 6 ([3, ñ. 90�91]). Íåõàé X i

Y � äiéñíi áàíàõîâi ïðîñòîðè i A : X → Y �
îáìåæåíå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, òàêå, ùî
ìíîæèíà R(A) çàìêíåíà i ker A ìà¹ çàìê-
íåíèé äîïîâíþâàëüíèé ïiäïðîñòið. Íåõàé,
äàëi, K : X → Y � íåëiíiéíå öiëêîì íåïå-
ðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, òàêå, ùî

R(K) ⊂ R(A)

i
A(x) = o(∥x∥) ïðè ∥x∥ → ∞.

Òîäi
R(A + K) = R(A).

Çàâåðøóþ÷è ïàðàãðàô, íàâåäåìî çàñòî-
ñóâàííÿ òåîðåìè 4 äî íåëiíiéíèõ iíòåãðàëü-
íèõ ðiâíÿíü.

Íåõàé C[0,1] � áàíàõîâèé ïðîñòið íåïå-
ðåðâíèõ ôóíêöié x : [0, 1] → R ç íîðìîþ

∥x∥C[0,1]
= max

t∈[0,1]
|x(t)|

i X = Y = C[0,1].
Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

x(t) =

t∫
0

f(x(γ(s))) ds+ y(t), t ∈ [0, 1], (18)

i
x(t) =

= f

 t∫
0

x(γ(s)) ds

+ y(t), t ∈ [0, 1], (19)

äå f : R → R, γ : [0, 1] → [0, 1] i y : [0, 1] → R �
íåïåðåðâíi ôóíêöi¨.

Òåîðåìà 7. Íåõàé äëÿ äåÿêîãî ÷èñëà
k ∈ R âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
r→+∞

max
|x|6r

|f(x) − kx|

r
< e−|k|. (20)

Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ y ∈ C[0,1] êîæ-
íå ç ðiâíÿíü (18) i (19) ìà¹ ó ïðîñòîði C[0,1]

õî÷à á îäèí ðîçâ'ÿçîê.
Öå òâåðäæåííÿ � íàñëiäîê òåîðåìè 4.

Ñïðàâäi, âèçíà÷èìî çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòåé

(Ax)(t) = x(t) − k

t∫
0

x(γ(s)) ds, t ∈ [0, 1],

(K1x)(t) =

= −
t∫

0

(f(x(γ(s))) − kx(γ(s))) ds, t ∈ [0, 1],

i

(K2x)(t) = −f

 t∫
0

x(γ(s)) ds

+

+k

t∫
0

x(γ(s)) ds, t ∈ [0, 1],

íåïåðåðâíi ëiíiéíèé îïåðàòîð A i íåëiíiéíi
îïåðàòîðè K1 i K2, ùî äiþòü ó ïðîñòîði C[0,1].

Îïåðàòîð A ìà¹ íåïåðåðâíèé îáåðíåíèé
A−1, ùî çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðà

(Sx)(t) =

t∫
0

x(γ(s)) ds, t ∈ [0, 1],

ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi(
A−1x

)
(t) =

=
((
I + kS + k2S2 + . . .

)
x
)

(t), (21)

äå I � îäèíè÷íèé îïåðàòîð. Òóò ðÿä

I + kS + k2S2 + . . .

çáiãà¹òüñÿ, îñêiëüêè

|(Sny) (t)| 6 tn

n!
∥y∥C[0,1]

, t ∈ [0, 1],
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äëÿ âñiõ y ∈ C[0,1]. Òàêîæ äëÿ y0(t) ≡ 1

(Sny0) (1) =
1

n!
.

Òîìó

∥Sn∥L(C[0,1],C[0,1]) =
1

n!

i, îòæå, íà ïiäñòàâi (21)∥∥A−1
∥∥
L(C[0,1],C[0,1])

6 e|k|. (22)

ßêùî k ∈ [0,+∞), òî, î÷åâèäíî, ùî∥∥A−1
∥∥
L(C[0,1],C[0,1])

= ek.

Îïåðàòîðè K1 è K2 öiëêîì íåïåðåðâíi íà
ïiäñòàâi òåîðåìè Àðöåëà [5] i íåïåðåðâíîñòi
ôóíêöié f i γ.

Òàêîæ íà ïiäñòàâi (20) i (22) âèêîíóþòüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ

lim
r→+∞

sup
∥x∥C[0,1]

6r
∥K1x∥C[0,1]

r
<

<
1

∥A−1∥L(C[0,1],C[0,1])
,

lim
r→+∞

sup
∥x∥C[0,1]

6r
∥K2x∥C[0,1]

r
<

<
1

∥A−1∥L(C[0,1],C[0,1])
.

Óðàõîâóþ÷è òå, ùî ðiâíÿííÿ (18) i (19)
âiäïîâiäíî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

(A + K1)x = y

i
(A + K2)x = y,

ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî äëÿ öèõ ðiâíÿíü
âèêîíóþòüñÿ âñi óìîâè òåîðåìè 4. Òîìó òå-
îðåìà 7 � îêðåìèé âèïàäîê òåîðåìè 4.
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