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ÍÀÁËÈÆÅÍÍß ÔÓÍÊÖIÉ Ç ÊËÀÑÓ Cψ
β,∞ IÍÒÅÃÐÀËÀÌÈ

ÂÅÉ�ÐØÒÐÀÑÑÀ Ó ÐIÂÍÎÌIÐÍIÉ ÌÅÒÐÈÖI

Ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó Êîëìîãîðîâà�Íiêîëüñüêîãî íà êëàñàõ (ψ, β)�äèôåðåíöiéîâíèõ ïåðiîäè-
÷íèõ ôóíêöié ïðè íàáëèæåííi iíòåãðàëàìè Âåé¹ðøòðàññà Wδ(f ;x) â ðiâíîìiðíié ìåòðèöi.

We solved the Kolmogorov�Nikolsky problem on the class of (ψ, β)�di�erentiable periodic
functions at approximation of Weierstrass integrals Wδ(f ;x) in uniform metric

Íåõàé C � ïðîñòið 2π-ïåðiîäè÷íèõ íå-
ïåðåðâíèõ ôóíêöié, ó ÿêîìó íîðìà çà-
äà¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòi ∥f∥C =
= max

t
|f(t)|; L∞ � ïðîñòið 2π-ïåðiîäè÷íèõ

âèìiðíèõ iñòîòíî îáìåæåíèõ ôóíêöié ç íîð-
ìîþ ∥f∥∞ = ess sup

t
|f(t)|; L � ïðîñòið 2π-

ïåðiîäè÷íèõ ñóìîâíèõ íà ïåðiîäi ôóíêöié,
â ÿêîìó íîðìà çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ ∥f∥L =

= ∥f∥1 =
π∫

−π
|f(t)|dt.

Â ðîáîòi Î. I. Ñòåïàíöÿ [1] ââåäåíi êëàñè
ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié òàê.

Íåõàé f ∈ L i

S[f ](x) =
a0
2

+ +
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

� ðÿä Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f .
Íåõàé, äàëi, ψ(k) � äîâiëüíà ôiêñîâàíà

ôóíêöiÿ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòó i β � ôiê-
ñîâàíå äiéñíå ÷èñëî. ßêùî ðÿä

∞∑
k=1

1

ψ (k)

(
ak cos

(
kx+

πβ

2

)
+ bk sin

(
kx+

πβ

2

))
¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äåÿêî¨ ñóìîâíî¨ ôóí-
êöi¨ φ, òî öþ ôóíêöiþ íàçèâàþòü (ψ, β)-
ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ f(x) i ïîçíà÷àþòü ÷åðåç
fψβ (x) (φ(x) = fψβ (x)). Ìíîæèíó óñiõ ôóíê-
öié f(x), êîòði çàäîâîëüíÿþòü òàêó óìîâó,
ïîçíà÷àþòü ÷åðåç Lψβ . ßêùî f ∈ Lψβ , i, êðiì

òîãî, fψβ ∈ N, äå N � äåÿêà ïiäìíîæèíà

ôóíêöié iç L, òî çàïèñóþòü, ùî f ∈ LψβN.

Äàëi ïîêëàäåìî Lψβ ∩ C = Cψ
β i LψβN ∩ C =

Cψ
βN. ßêùî â ðîëi N âèñòóïà¹ ìíîæèíà

S0
∞ = {φ ∈ L∞ : ∥φ∥∞ ≤ 1, φ⊥1},

òî êëàñ Cψ
β S

0
∞ ïîçíà÷àþòü ÷åðåç Cψ

β,∞.

Ïðè ψ(k) = k−r, r > 0, êëàñè Cψ
β,∞

çáiãàþòüñÿ ç êëàñàìè W r
β,∞, ÿêi áóëè ââå-

äåíi Á.Íàäåì [2], à fψβ (x) = f
(r)
β (x) �

öå (r, β)�ïîõiäíà â ðîçóìiííi Âåéëÿ�Íàäÿ.
ßêùî, êðiì öüîãî, β = r, r ∈ N, òî fψβ ¹ ïîõi-
äíîþ ïîðÿäêó r ôóíêöi¨ f i ïðè öüîìó êëàñè
Cψ
β,∞ ¹ âiäîìèìè êëàñàìè Ñîáîë¹âà W r

∞.
Ïîñëiäîâíîñòi ψ(k), k ∈ N, ùî âèçíà÷à-

þòü êëàñè Cψ
β,∞, çðó÷íî ðîçãëÿäàòè ÿê çâó-

æåííÿ íà ìíîæèíó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N
äåÿêèõ äîäàòíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ψ(t)
íåïåðåðâíîãî àðãóìåíòó t ≥ 1, ùî íàëåæàòü
äî ìíîæèíè M

M :=
{
ψ : ψ(t) > 0, ψ(t1) − 2ψ

(t1 + t2
2

)
+

+ψ(t2) > 0 ∀t1, t2 ∈ [1;∞), lim
t→∞

ψ(t) = 0
}
.

ßê i Î.I. Ñòåïàíåöü (äèâ., íàïðèêëàä, [1, ñ.
160]), ç ìíîæèíè M âèäiëèìî ïiäìíîæèíó

MC := {ψ ∈ M : 0 < K1 6 µ(t) 6 K2 ∀t > 1},

äå µ(t) = t
η(t)−t , η(t) = ψ−1(ψ(t)/2), ψ−1(·) �

îáåðíåíà äî ψ(·) ôóíêöiÿ, à êîíñòàíòè K1

i K2, âçàãàëi êàæó÷è, ìîæóòü çàëåæàòè âiä
ôóíêöi¨ ψ.

Íåõàé f ∈ L i δ > 0. Âåëè÷èíó

Wδ(f ;x) =
1

π

π∫
−π

f(x+ t)
{1

2
+

∞∑
k=1

e−
k2

δ cos kt
}
dt
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íàçèâàþòü iíòåãðàëîì Âåé¹ðøòðàññà ôóí-
êöi¨ f .

Îñíîâíèì îá'¹êòîì äîñëiäæåíü áóäóòü
âåëè÷èíè

E(Cψ
β,∞;Wδ)C = sup

f∈Cψβ,∞

∥f(·) −Wδ(f ; ·)∥C ,

à ãîëîâíîþ ìåòîþ � îòðèìàííÿ äëÿ öèõ âå-
ëè÷èí àñèìïòîòè÷íèõ ðiâíîñòåé, òîáòî ðiâ-
íîñòåé âèäó

E(Cψ
β,∞;Wδ)C = φ(δ) + o(φ(δ)), δ → ∞,

äå φ(δ) � äåÿêà êîíêðåòíà ôóíêöiÿ, ùî çà-
ëåæèòü âiä ïàðàìåòðà δ. ßêùî òàêà ðiâíiñòü
îòðèìàíà, òî óñëiä çà Î.I. Ñòåïàíöåì [1,
c. 198], áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ðîçâ'ÿçàíà çàäà-
÷à Êîëìîãîðîâà�Íiêîëüñüêîãî â ðiâíîìiðíié
ìåòðèöi äëÿ êëàñó Cψ

β,∞ òà iíòåãðàëà Âåé¹ð-
øòðàññà.

Àïðîêñèìàòèâíi âëàñòèâîñòi iíòåãðàëiâ
Âåé¹ðøòðàññà âïåðøå äîñëiäæóâàëèñü â ðî-
áîòi Ï.Ï. Êîðîâêiíà [3] ó 1959 ðîöi, à ñàìå
íèì áóëà ðîçâ'ÿçàíà çàäà÷à Êîëìîãîðîâà�
Íiêîëüñüêîãî äëÿ êëàñó Çè ìóíäà Z1 òà ií-
òåãðàëà Âåé¹ðøòðàññà, äå

Zα = {f ∈ C : |f(x+h)− 2f(x) + f(x−h)| ≤

≤ 2|h|α, 0 < α ≤ 2}.
Òàêîæ íèì áóëî äîâåäåíî, ùî iíòåãðàëè
Âåé¹ðøòðàññà çäiéñíþþòü íàéêðàùå àñèì-
ïòîòè÷íå íàáëèæåííÿ íà êëàñi Z2 ñåðåä îïå-
ðàòîðiâ âèäó

L(ρ, f, x) =
1

π

π∫
−π

f(x+ t)
{1

2
+ ρ cos t+

+
∞∑
k=2

λk(ρ) cos kt
}
dt, 0 < ρ < 1,

i çàçíà÷åíî, ùî, íàïðèêëàä, iíòåãðàë Ïóàñ-
ñîíà àïðîêñèìó¹ êëàñ Z2 ïðèáëèçíî â òðè
ðàçè ïîâiëüíiøå íiæ iíòåãðàë Âåé¹ðøòðàñ-
ñà.

Äàëi Ë. I. Áàóñîâèì [4] ó 1961 ðîöi ðå-
çóëüòàò Ï.Ï. Êîðîâêiíà áóâ ïîøèðåíèé íà
êëàñè Zα, 0 < α ≤ 2, à ó 1965 ðîöi â ðî-
áîòi [5] � íà êëàñè Âåéëÿ�Íàäÿ W r

β,∞. Ó

1975 ðîöi Â.À. Áàñêàêîâ [6] îòðèìàâ àñèìï-
òîòè÷íi ðiâíîñòi äëÿ âåëè÷èíè E (W 1

∞;Wδ)C
ïðè δ → ∞. À ó 2001 ðîöi Ë.Ï. Ôàëàë¹¹â [7]
óòî÷íèâ ðåçóëüòàò Ë. I. Áàóñîâà, çíàéøîâøè
òî÷íiøèé ùîäî ïîðÿäêó çàëèøêîâèé ÷ëåí.

Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ çíàõîäæåííÿ
àñèìïòîòè÷íèõ ðiâíîñòåé äëÿ òî÷íèõ âåðõ-
íiõ ìåæ âiäõèëåíü iíòåãðàëiâ Âåé¹ðøòðàññà
âiä ôóíêöié ç êëàñiâ Cψ

β,∞ ïðè β ∈ R ó âè-
ïàäêó, êîëè ôóíêöi¨ ψ ∈ MC i ñïàäàþòü äî
íóëÿ ïðè t→ ∞ øâèäøå çà ôóíêöiþ 1

t2
, ÿêà

âèçíà÷à¹ êëàñ íàñè÷åííÿ iíòåãðàëà Âåé¹ð-
øòðàññà.

Ïîêëàäåìî

τ(u) =

{
(1 − e−u

2
) ψ(1)

ψ(
√
δ)
, 0 ≤ u ≤ 1√

δ
,

(1 − e−u
2
)ψ(

√
δu)

ψ(
√
δ)
, u ≥ 1√

δ
,

(1)

äå ψ(u) � ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà i íåïåðåðâ-
íà ïðè âñiõ u ≥ 1. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëü-
íîñòi, áóäåìî ââàæàòè ôóíêöiþ ψ(u) òàêîþ,
ùî ìà¹ íåïåðåðâíó äðóãó ïîõiäíó íà [1,∞).

Äîìîâèìîñÿ âïðîäîâæ ïîäàëüøî¨ ðîáîòè
÷åðåç K, Ki ïîçíà÷àòè ñòàëi, âçàãàëi êàæó-
÷è, ðiçíi â ðiçíèõ ñïiââiäíîøåííÿõ.
Òåîðåìà. Íåõàé ψ ∈ MC , ôóíêöiÿ

g(u) = u2ψ(u) îïóêëà íà [b;∞) ,
b ≥ 1, i

∞∫
1

uψ(u)du <∞. (2)

Òîäi ïðè δ → ∞ ìà¹ ìiñöå àñèìïòîòè÷íà
ðiâíiñòü

E(Cψ
β,∞;Wδ)C =

1

δ
sup

f∈Cψβ,∞

∥f ′′(x)∥C+

+O

(
1

δ2

√
δ∫

1

t3ψ(t)dt+
1

δ

∞∫
√
δ

tψ(t)dt

)
. (3)

Äîâåäåííÿ. Ïîäàìî ôóíêöiþ τ(u), çà-
äàíó çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ (1) ó âè-
ãëÿäi τ(u) = φ(u) + µ(u), äå

φ(u) =

{
u2 ψ(1)

ψ(
√
δ)
, 0 ≤ u ≤ 1√

δ
,

u2 ψ(
√
δu)

ψ(
√
δ)
, u ≥ 1√

δ
,

(4)
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µ(u) =

{
(1 − e−u

2 − u2) ψ(1)

ψ(
√
δ)
, 0 ≤ u ≤ 1√

δ
,

(1 − e−u
2 − u2)ψ(

√
δu)

ψ(
√
δ)
, u ≥ 1√

δ
.

(5)
Ïåðåêîíà¹ìîñÿ â ñóìîâíîñòi ïåðåòâîðåíü

Ôóð'¹ φ̂β(t) i µ̂β(t) ôóíêöié φ(u) òà µ(u) âèäó

φ̂β(t) = φ̂(t, β) =
1

π

∞∫
0

φ(u) cos
(
ut+

βπ

2

)
du,

µ̂β(t) = µ̂(t, β) =
1

π

∞∫
0

µ(u) cos
(
ut+

βπ

2

)
du.

Ïîêàæåìî çáiæíiñòü iíòåãðàëà

A (φ) =
1

π

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣
∞∫
0

φ(u) cos
(
ut+

βπ

2

)
du

∣∣∣∣∣dt.
Äëÿ öüîãî, çãiäíî ç òåîðåìîþ 1 ðîáîòè
Ë. I. Áàóñîâà [5, ñ. 24], äîñèòü ïîêàçàòè çái-
æíiñòü iíòåãðàëiâ

1
2∫

0

u |dφ′(u)| ,
∞∫
1
2

|u− 1| |dφ′(u)| , (6)

∣∣∣∣sin βπ2
∣∣∣∣

∞∫
0

|φ(u)|
u

du,

1∫
0

|φ(1 − u) − φ(1 + u)|
u

du.

(7)
Iç (4) âèïëèâà¹, ùî dφ′(u) = 2 ψ(1)

ψ(
√
δ)
du ïðè

u ∈ [0; 1/
√
δ]. Òîìó

1/
√
δ∫

0

u |dφ′(u)| =
ψ(1)

δψ(
√
δ)
. (8)

Âðàõóâàâøè, ùî

1/2∫
1/

√
δ

u |dφ′(u)| ≤
∞∫

1/
√
δ

u |dφ′(u)| ,

∞∫
1/2

|u− 1| |dφ′(u)| ≤
∞∫

1/
√
δ

u |dφ′(u)| ,

çíàéäåìî îöiíêó iíòåãðàëà
∞∫

1/
√
δ

u |dφ′(u)|

íà êîæíîìó iç ïðîìiæêiâ [1/
√
δ; b/

√
δ] òà

[b/
√
δ;∞) (ïðè δ > 4b2).

Iç (4) ïðè u ≥ 1/
√
δ ìà¹ìî

φ′′(u) = 2
ψ(

√
δu)

ψ(
√
δ)

+ 4u

√
δψ′(

√
δu)

ψ(
√
δ)

+

+u2
δψ′′(

√
δu)

ψ(
√
δ)

.

Òîäi
b√
δ∫

1√
δ

u |dφ′(u)| ≤ δ

ψ(
√
δ)

b√
δ∫

1√
δ

u3ψ′′(
√
δu) du+

+
4
√
δ

ψ(
√
δ)

b√
δ∫

1√
δ

u2|ψ′(
√
δu)|du+

2

ψ(
√
δ)

b√
δ∫

1√
δ

uψ(
√
δu)du.

Ïðîiíòåãðóâàâøè ÷àñòèíàìè ïåðøèé iíòå-
ãðàë ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi
äâi÷i, à äðóãèé � îäèí ðàç, i âðàõóâàâøè,
ùî ôóíêöiÿ ψ(u) ñïàäíà íà [1;∞), îäåðæè-
ìî

b√
δ∫

1√
δ

u |dφ′(u)| ≤
√
δ

ψ(
√
δ)
u3ψ′

(√
δu
) ∣∣∣∣∣

b√
δ

1√
δ

−

− 7

ψ(
√
δ)
u2ψ(

√
δu)

∣∣∣∣∣
b√
δ

1√
δ

+

+
16

ψ(
√
δ)

b√
δ∫

1√
δ

uψ(
√
δu)du ≤ K

δψ(
√
δ)
. (9)

Âðàõîâóþ÷è îïóêëiñòü ôóíêöi¨
g(u) = u2ψ(u) íà [b;∞), à òàêîæ ðiâíî-
ñòi lim

u→∞
u2ψ(u) = 0 òà lim

u→∞
u3ψ′(u) = 0, â

ñïðàâåäëèâîñòi ÿêèõ íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ,
ìàòèìåìî

1
2∫

b√
δ

u|dφ′(u)| =

1
2∫

b√
δ

udφ′(u) =
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= (uφ′(u) − φ(u))

∣∣∣∣ 12
b√
δ

≤ K

δψ(
√
δ)
. (10)

Îòæå, iç ñïiââiäíîøåíü (8), (9) òà (10) âè-
ïëèâàþòü îöiíêè

1
2∫

0

u |dφ′(u)| = O

(
1

δψ(
√
δ)

)
, (11)

∞∫
1
2

|u− 1| |dφ′(u)| = O

(
1

δψ(
√
δ)

)
. (12)

Âðàõîâóþ÷è (4) òà óìîâó òåîðåìè
∞∫
1

uψ(u)du <∞, îòðèìà¹ìî

∞∫
0

|φ(u)|
u

du =
ψ(1)

ψ(
√
δ)

1/
√
δ∫

0

udu+

+
1

ψ(
√
δ)

∞∫
1/

√
δ

uψ(
√
δu)du =

ψ(1)

2δψ(
√
δ)

+

+
1

δψ(
√
δ)

∞∫
1

uψ(u)du ≤ K

δψ(
√
δ)
. (13)

Îöiíèìî äðóãèé iíòåãðàë ç (7). ßê i ïðè
âñòàíîâëåííi ñïiââiäíîøåííÿ (58) ç ðîáîòè
[8], ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

1∫
0

|φ(1 − u) − φ(1 + u)|du
u

=

=

1∫
0

|λ(1−u)−λ(1+u)|du
u

+O(H(φ)), (14)

äå λ(u) = 1 − u2,

H(φ) = |φ(0)| + |φ(1)| +

1/2∫
0

u|dφ′(u)|+

+

∞∫
1/2

|u− 1||dφ′(u)|.

Âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (4), (11), (12),

òå, ùî
1∫
0

|λ(1 − u) − λ(1 + u)|du
u

≤ K i

lim
u→∞

u2ψ(u) = 0, îòðèìà¹ìî îöiíêó

1∫
0

|φ(1−u)−φ(1+u)|du
u

= O

(
1

δψ(
√
δ)

)
. (15)

Îòæå, çà òåîðåìîþ 1 ç ðîáîòè [5], iíòåãðàë
A(φ) çáiæíèé.

Ïîêàæåìî òåïåð çáiæíiñòü iíòåãðàëà

A (µ) =
1

π

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣
∞∫
0

µ(u) cos
(
ut+

βπ

2

)
du

∣∣∣∣∣dt.
(16)

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 1 ðîáîòè Ë. I. Áàóñîâà
[5, ñ. 24] äëÿ çáiæíîñòi iíòåãðàëà (16) íåîá-
õiäíî i äîñòàòíüî, ùîá çáiãàëèñÿ iíòåãðàëè

1
2∫

0

u |dµ′(u)| ,
∞∫
1
2

|u− 1| |dµ′(u)| , (17)

∣∣∣∣sin βπ2
∣∣∣∣

∞∫
0

|µ(u)|
u

du,

1∫
0

|µ(1 − u) − µ(1 + u)|
u

du.

(18)
Äëÿ îöiíêè ïåðøîãî iíòåãðàëà ç (17) ðî-

çiá'¹ìî ïðîìiæîê [0; 1/2] íà äâi ÷àñòèíè
[0; 1/

√
δ] òà [1/

√
δ; 1/2].

Iç (5) âèïëèâà¹, ùî ïðè u ∈ [0; 1/
√
δ]

µ′′(u) = 2(e−u
2 − 2u2e−u

2 − 1)
ψ(1)

ψ(
√
δ)
,

òîìó, âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü

2u2e−u
2 − e−u

2

+ 1 ≤ 3u2, u ∈ R, (19)

îòðèìà¹ìî

1/
√
δ∫

0

u|dµ′(u)| =

=
2ψ(1)

ψ(
√
δ)

1/
√
δ∫

0

u(2u2e−u
2− e−u

2

+ 1)du ≤

Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî íàö. óí-òó. Ìàòåìàòèêà. 2012. � Ò. 2, � 2-3. 173



≤ 6ψ(1)

ψ(
√
δ)

1/
√
δ∫

0

u3du ≤ K

δ2ψ(
√
δ)
. (20)

Iç (5) âèïëèâà¹, ùî ïðè u ≥ 1/
√
δ

µ′′(u) =
(

1 − e−u
2 − u2

) δψ′′(
√
δu)

ψ(
√
δ)

+

+4u
(
e−u

2 − 1
) √

δψ′(
√
δu)

ψ(
√
δ)

+

+2
(
e−u

2 − 2u2e−u
2 − 1

) ψ(
√
δu)

ψ(
√
δ)
. (21)

Âðàõóâàâøè íåðiâíiñòü (19) òà íåðiâíîñòi

e−u
2

+u2−1 ≤ u4

2
, 1−e−u2 ≤ u2, u ∈ R, (22)

ìàòèìåìî
1
2∫

1√
δ

u|dµ′(u)| ≤ δ

2ψ(
√
δ)

1
2∫

1√
δ

u5ψ′′(
√
δu)du+

+
4
√
δ

ψ(
√
δ)

1
2∫

1√
δ

u4|ψ′(
√
δu)|du+

+
6

ψ(
√
δ)

1
2∫

1√
δ

u3ψ(
√
δu)du.

Ïðîiíòåãðóâàâøè ïåðøèé iíòåãðàë ó ïðàâié
÷àñòèíi îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi ÷àñòèíàìè òà
ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìàìè 3.12.1 [1, c. 161]
òà 3.16.1 [1, c. 175], îòðèìà¹ìî

1/2∫
1/

√
δ

u|dµ′(u)| ≤

≤ K1 +
K2

δ2ψ(
√
δ)

+
K3

ψ(
√
δ)

1/2∫
1/

√
δ

u3ψ(
√
δu)du ≤

≤ K1 +
K2

δ2ψ(
√
δ)

+
K3

δ2ψ(
√
δ)

√
δ∫

1

u3ψ(u)du.

(23)

Ïî¹äíóþ÷è (20) òà (23) i âðàõîâóþ÷è, ùî

lim
δ→∞

1

δ2ψ(
√
δ)

√
δ∫

1

u3ψ(u)du = ∞,

i òå, ùî lim
δ→∞

√
δ∫

1

u3ψ(u)du = K, àáî

lim
δ→∞

√
δ∫

1

u3ψ(u)du = ∞, äiñòàíåìî

1
2∫

0

u |dµ′(u)| = O

(
1

δ2ψ(
√
δ)

√
δ∫

1

u3ψ(u)du

)
.

(24)
Îöiíèìî äðóãèé iíòåãðàë ç (17). Âèêîðè-

ñòîâóþ÷è ôîðìóëó (21), òå, ùî |u − 1| ≤ u,
u ∈

[
1
2
;∞
)
òà íåðiâíîñòi

e−u
2

+ u2 − 1 ≤ u2, 1 − e−u
2 ≤ 1,

2u2e−u
2 − e−u

2

+ 1 ≤ 2, u ∈ R,
îòðèìà¹ìî
∞∫

1/2

|u− 1| |dµ′(u)| ≤ δ

ψ(
√
δ)

∞∫
1/2

u3ψ′′(
√
δu)du+

+
4
√
δ

ψ(
√
δ)

∞∫
1/2

u2|ψ′(
√
δu)|du+

4

ψ(
√
δ)

∞∫
1/2

uψ(
√
δu)du.

Ïðîiíòåãðóâàâøè ÷àñòèíàìè ïåðøèé ií-
òåãðàë iç ïðàâî¨ ÷àñòèíè îñòàííüî¨ ðiâíîñòi
äâi÷i, à äðóãèé iíòåãðàë � îäèí ðàç, òà âèêî-
ðèñòàâøè òåîðåìè 3.12.1 [1, c. 161] òà 3.16.1
[1, c. 175], à òàêîæ òîé ôàêò, ùî ôóíêöiÿ
ψ(

√
δu), δ ≥ 4, ¹ ñïàäíîþ ïðè u ∈ [1/2;∞],

îäåðæèìî
∞∫

1/2

|u−1| |dµ′(u)| ≤ K1+
K2

ψ(
√
δ)

1∫
1/2

uψ(
√
δu)du+

+
K2

ψ(
√
δ)

∞∫
1

uψ(
√
δu)du ≤ K1 +

K3ψ(
√
δ/2)

ψ(
√
δ)

+

+
K2

δψ(
√
δ)

∞∫
√
δ

uψ(u)du ≤K4+
K2

δψ(
√
δ)

∞∫
√
δ

uψ(u)du.

(25)
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Òàêèì ÷èíîì, iç (25) îòðèìó¹ìî îöiíêó

∞∫
1/2

|u−1| |dµ′(u)| = O

(
1+

1

δψ(
√
δ)

∞∫
√
δ

uψ(u)du

)
.

(26)
Äëÿ òîãî, ùîá îöiíèòè ïåðøèé iíòåãðàë ç

(18), ðîçäiëèìî ïðîìiæîê [0;∞) íà òðè ÷àñ-
òèíè: [0; 1/

√
δ], [1/

√
δ; 1] i [1;∞). Âèêîðèñ-

òîâóþ÷è ïåðøó íåðiâíiñòü ç (22), ìàòèìåìî

1/
√
δ∫

0

|µ(u)|
u

du ≤ K

δ2ψ(
√
δ)
,

1∫
1/

√
δ

|µ(u)|
u

du ≤ K1

δ2ψ(
√
δu)

1∫
1/

√
δ

u3ψ(
√
δu)du ≤

≤ K1

δ2ψ(
√
δ)

√
δ∫

1

u3ψ(u)du,

∞∫
1

|µ(u)|
u

du=
1

ψ(
√
δ)

∞∫
1

ψ(
√
δu)
(e−u2−1

u
+u
)
du≤

≤ 1

ψ(
√
δ)

∞∫
1

uψ(
√
δu)du ≤ 1

δψ(
√
δ)

∞∫
√
δ

uψ(u)du.

Çâiäñè

∞∫
0

|µ(u)|
u

du = O

(
1

δ2ψ(
√
δ)

√
δ∫

1

u3ψ(u)du+

+
1

δψ(
√
δ)

∞∫
√
δ

uψ(u)du

)
. (27)

Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî ÿê i ïðè âiäøóêàííi
îöiíêè (15), ìîæíà ïîêàçàòè ñïðàâåäëèâiñòü
îöiíêè

1∫
0

|µ(1 − u) − µ(1 + u)|du
u

=

= O

(
1

δ2ψ(
√
δ)

√
δ∫

1

u3ψ(u)du+

+
1

δψ(
√
δ)

∞∫
√
δ

uψ(u)du

)
. (28)

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 1 ðîáîòè Ë.I. Áàóñî-
âà [5] ïåðåêîíó¹ìîñÿ â çáiæíîñòi iíòåãðàëà
A(µ), à òàêîæ iç íåðiâíîñòåé (2.14) i (2.15)
òi¹¨ æ ðîáîòè [5] ç óðàõóâàííÿì ôîðìóë (24),
(26), (27)òà (28) çíàõîäèìî îöiíêó

A(µ) = O

(
1

δ2ψ(
√
δ)

√
δ∫

1

u3ψ(u)du+

+
1

δψ(
√
δ)

∞∫
√
δ

uψ(u)du

)
. (29)

Àíàëîãi÷íî äî [1, c. 183] ìîæíà ïîêàçàòè,
ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Cψ

β,∞ ïðè âñiõ
x ∈ R ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

f(x)−Wδ(f, x) =ψ(
√
δ)

∞∫
−∞

fψβ

(
x+

t√
δ

)
τ̂β(t)dt.

Çâiäñè
E(Cψ

β,∞;Wδ)C =

= sup
f∈Cψβ,∞

∥∥∥∥ψ(
√
δ)

∞∫
−∞

fψβ

(
x+

t√
δ

)
τ̂β(t)dt

∥∥∥∥
C

=

= sup
f∈Cψβ,∞

∥∥∥∥ψ(
√
δ)

∞∫
−∞

fψβ

(
x+

t√
δ

)
(φ̂β(t)+µ̂β(t))dt

∥∥∥∥
C

=

= sup
f∈Cψβ,∞

∥∥∥∥ψ(
√
δ)

∞∫
−∞

fψβ

(
x+

t√
δ

)
φ̂β(t)dt

∥∥∥∥
C

+

+O
(
ψ(

√
δ)A(µ)

)
. (30)

Ïîâòîðþþ÷è ìiðêóâàííÿ, ùî íàâåäåíi â
ðîáîòi [9, ñ. 12], ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî
äëÿ äîâiëüíîãî δ > 0 ðÿä Ôóð'¹ ôóíêöi¨

fφ(x) =
∞∫

−∞
fψβ

(
x+ t√

δ

)
φ̂β(t)dt ìà¹ âèãëÿä:

S [fφ] (x) =
∞∑
k=1

k2

δ

1

ψ(
√
δ)

(ak cos kx+ bk sin kx) ,
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äå ak, bk�êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f . Òî-
ìó

∞∫
−∞

fψβ

(
x+

t√
δ

)
φ̂β(t)dt = − 1

δψ(
√
δ)
f ′′(x).

(31)
Ïiäñòàâëÿþ÷è (31) â (30), ïðè δ → ∞

îäåðæèìî

E(Cψ
β,∞;Wδ)C =

1

δ
sup

f∈Cψβ,∞

∥f ′′(x)∥C+

+O
(
ψ(

√
δ)A(µ)

)
. (32)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (29) â (32) îòðèìà¹ìî ðiâ-
íiñòü (3). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ïðèêëàäîì ôóíêöié, äëÿ ÿêèõ
ìà¹ ìiñöå òåîðåìà ¹ ôóíêöi¨ âèäó:
ψ(u) = 1

u2 lnα(u+K)
, K > 0, α > 1;

ψ(u) = 1
ur

lnα(u + K), ψ(u) = 1
ur

arctg u,
ψ(u) = 1

ur
(K + e−u), u ≥ 1, K > 0, r > 2,

α ∈ R.
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