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IÑÍÓÂÀÍÍß IÍÂÀÐIÀÍÒÍÎÃÎ ÒÎÐÀ ÎÄÍÎÃÎ ÊËÀÑÓ ÍÅËIÍIÉÍÈÕ
ÑÈÑÒÅÌ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ

Ó äàíié ñòàòòi ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíî¨ òîðî¨äàëüíî¨ ìíîæèíè îäíîãî
êëàñó ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, âèçíà÷åíèõ íà ïðÿìîìó äîáóòêó m-âèìiðíîãî òîðà i
n-âèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó. Äîñëiäæåíî îäèí êëàñ íåëiíiéíèõ çàäà÷ç ìàëèì çáóðåííÿì,
äëÿ ÿêîãî óìîâè iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíî¨ òîðî¨äàëüíî¨ ìíîæèíè âèêîíóþòüñÿ.

In this article of existence invariant toroidal set for system of di�erential equation of certain
class, de�ned in direct product of m-measurable torus and n-measurable Euclidean is considered.
Certain class of weakly perturbated nonlinear problems that satis�es the conditions of existence
of invariant toroidal set is investigated.

Ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî ¹
ðîçøèðåííÿì äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè íà òîði,
îïèñóþòü ïðîöåñè, ùî ìàþòü êîëèâíèé õà-
ðàêòåð. Âàæëèâèì ïèòàííÿì òåîði¨ ðîçøè-
ðåíü äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè íà òîði ¹ âñòàíîâ-
ëåííÿ óìîâ iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíèõ òîðiâ àâ-
òîíîìíèõ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü,
äîñëiäæåííÿ ¨õ ñòiéêîñòi, à òàêîæ ïèòàííÿ
¨õ iñíóâàííÿ i çáåðåæåííÿ ïðè ìàëèõ çáóðå-
ííÿõ. Ôóíäàìåíòàëüíi äîñëiäæåííÿ â öüî-
ìó íàïðÿìêó ïðîâåäåíî â ðîáîòàõ [1] i [2].
Äàíó ñòàòòþ ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ óìîâ
iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíî¨ òîðî¨äàëüíî¨ ìíîæè-
íè îäíîãî êëàñó ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü ç ìàëèì çáóðåííÿì.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

φ̇ = a(φ), ẋ = Λ(φ)x+ f(φ), (1)

â ÿêié φ ∈ Tm, x ∈ Rn, a(φ) � ëiïøèöå-
âà âåêòîðíà ôóíêöiÿ íà m-âèìiðíîìó òîði
Tm, 2π-ïåðiîäè÷íà ïî êîæíié êîìïîíåíòi φj,
j = 1, 2, ...,m. Λ(φ) i f(φ) � íåïåðåðâíi ìà-
òðè÷íà òà âåêòîðíà 2π-ïåðiîäè÷íi ïî φj ôóí-
êöi¨ âiäïîâiäíî.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç φt(φ) ðîçâ'ÿçîê ïåðøîãî
ç ðiâíÿíü ñèñòåìè (1) òàêèé, ùî φ0(φ) = φ,
à ÷åðåç Ωt

τ (φ) � ìàòðèöàíò îäíîðiäíî¨ ñè-
ñòåìè

ẋ = Λ(φt(φ))x (2)

çàëåæíî¨ âiä φ ∈ Tm ÿê âiä ïàðàìåòðà. Ïî-

êëàäåìî

G(t, τ, φ) =

{
Ωt
τ (φ)C(φτ (φ)), τ ≤ t,

Ωt
τ (φ)(C(φτ (φ)) − E), τ > t,

äå C(φ), φ ∈ Tm � íåïåðåðâíà ìàòðè÷íà
ôóíêöiÿ, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ Ãðiíà-
Ñàìîéëåíêà ñèñòåìè ðiâíÿíü

φ̇ = a(φ), ẋ = Λ(φ)x,

ÿêùî
∥G(t, τ, φ)∥ ≤ Ke−γ|t−τ |, (3)

äëÿ âñiõ t, τ ∈ R, φ ∈ Tm, K i γ � äåÿêi äî-
äàòíi ñòàëi. Ôóíêöiÿ G(t, τ, φ) çàäîâîëüíÿ¹
ñèñòåìó (2) ïðè t ̸= τ , à ïðè t = τ âîíà ìà¹
ðîçðèâ ïåðøîãî ðîäó çi ñòðèáêîì

G(τ + 0, τ, φ) −G(τ − 0, τ, φ) = E.

Íåõàé Ωφ � ω-ãðàíè÷íà ìíîæèíà ðîçâ'ÿç-
êó φt(φ) ïåðøîãî iç ðiâíÿíü ñèñòåìè (1) òà-
êîãî, ùî φ0(φ) = φ. ßê âiäîìî, íàïðèêëàä
iç [2], Ωφ íåïîðîæíÿ ìíîæèíà äëÿ âñiõ φ ∈
Tm âíàñëiäîê êîìïàêòíîñòi ôàçîâîãî ïðî-
ñòîðó Tm, Ω = ∪

φ∈Tm
Ωφ. Íåõàé A = ∪

φ∈Tm
Aφ,

äå Aφ � α-ãðàíè÷íà ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêó ïåð-
øîãî iç ðiâíÿíü ñèñòåìè (1), φ0(φ) = φ.

Íåõàé äëÿ âñiõ φ ∈ Tm iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
|t|→+∞

Λ(φt(φ)) = Λ. (4)

Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ Λ(φ) íà
ìíîæèíàõ Ω i A ¹ ñòàëîþ ìàòðèöåþ Λ(φ) =
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Λ äëÿ âñiõ φ ∈ Ω ∪ A. Êðiì òîãî, áóäå-
ìî ðîçãëÿäàòè âèïàäîê, êîëè ìàòðèöÿ Λ(φ)
áëî÷íî-äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó:

Λ(φ) =

(
Λ−(φ) 0

0 Λ+(φ)

)
. (5)

Ïîðÿä iç ñèñòåìîþ (1) ðîçãëÿíåìî çáóðåíó
ñèñòåìó ðiâíÿíü

φ̇ = a(φ), ẋ = (Λ(φ) +B(φ))x+ f(φ). (6)

Ñôîðìóëþ¹ìî ñïî÷àòêó äâi òåîðåìè [3],
ÿêi âñòàíîâëþþòü óìîâè iñíóâàííÿ iíâàðiàí-
òíèõ òîðî¨äàëüíèõ ìíîæèí äëÿ ñèñòåì ðiâ-
íÿíü (1) i (6).
Òåîðåìà 1. ßêùî äiéñíi ÷àñòèíè âñiõ

âëàñíèõ ÷èñåë ãðàíè÷íî¨ ìàòðèöi Λ âiäìií-
íi âiä íóëÿ: Re(λj(Λ)) ̸= 0, (j = 1, 2, ..., n),
ïðè÷îìó Re(λj(Λ)) < 0, j = 1, 2, ..., k i
Re(λj(Λ)) > 0, j = k+1, ..., n, òî äëÿ äîâiëü-
íî¨ íåïåðåðâíî¨ 2π-ïåðiîäè÷íî¨ ïî φj, j =
1, 2, ...,m ôóíêöi¨ f(φ) ñèñòåìà (1) ìà¹ ií-
âàðiàíòíó òîðî¨äàëüíó ìíîæèíó x = u(φ).
Òåîðåìà 2. Íåõàé äëÿ âñiõ φ ∈ Tm iñíó¹

ãðàíèöÿ (4) i äiéñíi ÷àñòèíè âñiõ âëàñíèõ
÷èñåë ãðàíè÷íî¨ ìàòðèöi Λ âiäìiííi âiä íó-
ëÿ: Re(λj(Λ)) ̸= 0 (j = 1, 2, ..., n), ïðè-
÷îìó Re(λj(Λ)) < 0 ïðè j = 1, 2, ..., k,
Re(λj(Λ)) > 0 ïðè j = k + 1, ..., n. Òîäi iñíó¹
òàêå b > 0, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåïåðåðâíî¨
2π-ïåðiîäè÷íî¨ ïî φj, j = 1, 2, ...,m ìàòðèöi
B(φ) òàêî¨, ùî max

φ∈ Tm
∥B(φ)∥ ≤ b, ñèñòåìà

(6) ìà¹ iíâàðiàíòíó òîðî¨äàëüíó ìíîæèíó.
Â [4] äîâåäåíî iñíóâàííÿ àñèìïòîòè÷íî

ñòiéêî¨ iíâàðiàíòíî¨ òîðî¨äàëüíî¨ ìíîæèíè
ñèñòåì (1) i (6) ó âèïàäêó âiä'¹ìíèõ äiéñíèõ
÷àñòèí âñiõ âëàñíèõ ÷èñåë ãðàíè÷íî¨ ìàòðè-
öi Λ.

Ðîçãëÿíåìî çáóðåíó íåëiíiéíó ñèñòåìó
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

φ̇ = a(φ)+a1(φ, x), ẋ = F (φ, x)+Λ(φ)x, (7)

â ÿêié φ ∈ Tm, a(φ) ∈ C1(Tm), a1(φ, x) ∈
C

(1,0)
Lip(x)(φ ∈ Tm, x ∈ Rn), Λ(φ) ∈ C1(Tm),

F (φ, x) ∈ C
(1,2)
φ,x (φ ∈ Tm, x ∈ Rn), ∥x∥ ≤ h,

Λ(φ) � âèãëÿäó (5). Çàïèøåìî öþ ñèñòåìó ó
âèãëÿäi

φ̇ = a(φ)+a1(φ, x), ẋ = Λ(φ)x+B(φ, x)x+f(φ),
(8)

äå f(φ) = F (φ, 0), B(φ, x) =
1∫
0

∂F (φ, τx)
∂(τx)

dτ.

Íàâåäåìî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ iíâàði-
àíòíîãî ìíîãîâèäó ñèñòåìè (7).

Öåé ìíîãîâèä øóêàòèìåìî ìåòîäîì ïî-
ñëiäîâíèõ íàáëèæåíü ÿê ãðàíèöþ ïîñëiäîâ-
íîñòi

Mk : x = u(k)(φ), φ ∈ Tm, k = 1, 2, ...,

êîæíà ç ÿêèõ ¹ iíâàðiàíòíèé òîðî¨äàëüíèé
ìíîãîâèä ñèñòåìè ðiâíÿíü:

φ̇ = a(φ) + a1(φ, u
(k−1)(φ)),

ẋ = Λ(φ)x+B(φ, u(k−1)(φ))x+ f(φ),
(9)

òîáòî ìíîãîâèä

x = u(k)(φ) =

=
+∞∫
−∞
G̃(0, s, φ,Λ +Bk−1)f(φ

(k−1)
s (φ))ds,

(10)
äå φ(k−1)

t (φ) ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (9) òàêèé, ùî
φ
(k−1)
0 (φ) = φ. Çà ïî÷àòêîâèé ìíîãîâèä M0

âiçüìåìî ìíîãîâèä x ≡ 0. Îñêiëüêè äëÿ íå-
çáóðåíî¨ ñèñòåìè (1), ÿê i ïðè äîâåäåííi òåî-
ðåìè 1, ôóíêöiÿ Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà ñèñòåìè
ðiâíÿíü (2)

G(t, τ, φ) =

{
diag(Ωt

τ (φ,Λ−), 0), t ≥ τ,
−diag(0,Ωt

τ (φ,Λ+)), t < τ.

äîïóñêà¹ îöiíêó (3), òî ëåãêî âñòàíîâèòè,
ÿê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 2, ùî ôóíêöiÿ
Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà ñèñòåìè ðiâíÿíü

ẋ = (Λ(φt(φ)) +B(φt(φ), 0))x

äîïóñêà¹ îöiíêó

∥G(t, τ, φ,Λ + B0)∥ ≤ K1e
−γ1|t−τ |, (11)

äëÿ âñiõ t, τ ∈ R, φ ∈ Tm, K1 i γ1 � äåÿêi
äîäàòíi ñòàëi, ÿêùî òiëüêè

max
φ∈ Tm

∥B(φ, 0))∥ ≤ b0,

äå b0 � äîñòàòíüî ìàëå. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
C

′
(Tm) ïiäïðîñòið C(Tm), óòâîðåíèé ôóí-

êöiÿìè u(φ), äëÿ ÿêèõ ôóíêöiÿ u(φt(φ)) íå-
ïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ïî t ïðè âñiõ t ∈
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R, φ ∈ Tm. Ç îöiíêè (11) âèïëèâà¹ [1], ùî
iñíó¹ ñèìåòðè÷íà ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ S(φ) ∈
C

′
(Tm), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

⟨(
m∑
i=1

∂S(φ)

∂φi
ai(φ) − S(φ)(Λ∗(φ) +B∗(φ, 0))−

−(Λ(φ) +B(φ, 0))S(φ))x, x⟩ ≤ −∥x∥2.
Îñêiëüêè a(φ) ∈ C1(Tm) òà Λ(φ) +B(φ, 0) ∈
C1(Tm), âèïëèâà¹, ùî φt(φ) i Ωt

τ (φ) ¹ íå-
ïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèìè ïî φ íà òîði
Tm ôóíêöiÿìè. Âðàõóâàâøè, ùî íåïåðåðâíà
äèôåðåíöiéîâíiñòü ìàòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ S(φ)
áåçïîñåðåäíüî çàëåæèòü âiä âëàñòèâîñòåé
ãëàäêîñòi ìàòðèöàíòà Ω0

τ (φ) ∈ C1(Tm) òà
ðîçâ'ÿçêó φt(φ) ∈ C1(Tm), òî ∂S(φ)

∂φj
¹ íå-

ïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè äëÿ âñiõ φ ∈ Tm,
j = 1, ...,m, òîáòî S(φ) ∈ C1(Tm). Äîäàþ-
÷è äî êîîðäèíàò ai(φ), i = 1, ...,m âåêòîð-
ôóíêöi¨ a(φ) êîîðäèíàòè a

(1)
i (φ, 0) âåêòîð-

ôóíêöi¨ a1(φ, 0) îäåðæèìî

⟨(
m∑
i=1

∂S(φ)

∂φi
(ai(φ) +a

(1)
i (φ, 0))−S(φ)(Λ∗(φ)+

+B∗(φ, 0)) − (Λ(φ) + B(φ, 0))S(φ))x, x⟩ ≤

≤ −∥x∥2 +

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

∂S(φ)

∂φi
a
(1)
i (φ, 0)

∥∥∥∥∥ ∥x∥2 ≤
≤ −(1 − ∥a1(φ, 0)∥

(
m∑
i=1

∥∥∥∥∂S(φ)

∂φi

∥∥∥∥2
) 1

2

)∥x∥2.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèäíî, ùî âèáið ÷èñëà
ε0 > 0, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü β = 1 −
ε0P > 0, äå

P =

(
m∑
i=1

∥∥∥∥∂S(φ)

∂φi

∥∥∥∥2
) 1

2

ãàðàíòó¹ âiä'¹ìíó âèçíà÷åíiñòü ïîõiäíî¨ êâà-
äðàòè÷íî¨ ôîðìè V (φ, x) = ⟨S(φ)x, x⟩, îá÷è-
ñëåíî¨ âçäîâæ ðîçâ'ÿçêiâ çáóðåíî¨ ñèñòåìè

φ̇ = a(φ)+a1(φ, 0), ẋ = −(Λ∗(φ)+B∗(φ, 0))x,

ïðè óìîâi ∥a1(φ, 0)∥ ≤ ε0. Òàêèì ÷èíîì,
ôóíêöiÿ Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà ñèñòåìè

ẋ = (Λ(φ
(0)
t (φ)) +B(φ

(0)
t (φ), 0))x,

äå φ(0)
t (φ)− ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè

φ̇ = a(φ) + a1(φ, 0)

òàêèé, ùî φ(0)
0 (φ) = φ, äîïóñêà¹ îöiíêó∥∥∥G̃(t, τ, φ,Λ + B0)

∥∥∥ ≤ K1(ε0)e
−γ1(ε0)|t−τ |,

(12)
t, τ ∈ R, φ ∈ Tm, ÿêùî òiëüêè ε0 > 0 òàêå,
ùî ∥a1(φ, 0)∥ ≤ ε0. Âðàõîâóþ÷è, ùî äîäàòíi
ñòàëi K1(ε0) i γ1(ε0) ïðåäñòàâëÿþòüñÿ áåç-
ïîñåðåäíüî ÷åðåç S(φ), ìàòðè÷íó ôóíêöiþ
Λ(φ) + B(φ, 0) òà β [1, �2.10], òî âîíè çàëå-
æàòü ëèøå âiä ε0. Òîäi íà îñíîâi òåîðåìè
2 ðîáèìî âèñíîâîê, ùî òîðî¨äàëüíèé ìíîãî-
âèä x = u(1)(φ) ñèñòåìè

φ̇ = a(φ)+a1(φ, 0), ẋ = (Λ(φ)+B(φ, 0))x+f(φ)

iñíó¹ i ìà¹ âèãëÿä

x = u(1)(φ) =

+∞∫
−∞

G̃(0, s, φ,Λ+B0)f(φ(0)
s (φ))ds.

Çà ìíîãîâèä M2 âiçüìåìî iíâàðiàíòíèé òî-
ðî¨äàëüíèé ìíîãîâèä ñèñòåìè ðiâíÿíü

φ̇ = a(φ) + a1(φ, u
(1)(φ)),

ẋ = (Λ(φ) + B(φ, u(1)(φ)))x+ f(φ),

à ñàìå,

x = u(2)(φ) =

+∞∫
−∞

G̃(0, s, φ,Λ+B1)f(φ(1)
s (φ))ds.

ßêùî òàêèì ÷èíîì ìè ïîáóäóâàëè ìíîãîâè-
äèM1,M2, ...,Mk−1, òî çà ìíîãîâèäMk áåðå-
ìî iíâàðiàíòíèé òîðî¨äàëüíèé ìíîãîâèä (10)
ñèñòåìè ðiâíÿíü (9). Âðàõîâóþ÷è îöiíêè äëÿ
ôóíêöi¨ Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà G̃(t, τ, φ,Λ + Bk)
íà êîæíîìó êðîöi, ìîæíà âêàçàòè òàêå ε >
0, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî k :∥∥∥G̃(t, τ, φ,Λ +Bk)

∥∥∥ ≤ K1(ε)e
−γ1(ε)|t−τ |, (13)

t, τ ∈ R, φ ∈ Tm.Ïîêàæåìî, ùî òàêèì ìåòî-
äîì ìîæíà ïîáóäóâàòè iíâàðiàíòíèé ìíîãî-
âèä ñèñòåìè (7). Äëÿ öüîãî òðåáà ïåðåêîíà-
òèñü â òîìó, ùî ìîæíà ïîáóäóâàòè ôóíêöiþ
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u(k)(φ) äëÿ áóäü-ÿêîãî k = 1, 2, ..., äîâåñòè
ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü u(k)(φ) ⇒ u(φ), φ ∈
Tm i ïîêàçàòè, ùî x = u(φ) çàäà¹ iíâàði-
àíòíèé òîðî¨äàëüíèé ìíîãîâèä âèõiäíî¨ ñè-
ñòåìè (7).

Íåõàé max
φ∈ Tm

∥F (φ, 0))∥ = m,

max
φ∈ Tm, ∥x∥≤h

∥B(φ, x))∥ = b0.

Iç (10) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü∥∥u(1)(φ)
∥∥ ≤

≤
+∞∫
−∞

∥∥∥G̃(0, s, φ,Λ +B0)
∥∥∥ ∥∥f(φ0

s(φ))
∥∥ ds

àáî, âðàõîâóþ÷è îöiíêó (13),

max
φ∈ Tm

∥∥u(1)(φ)
∥∥ ≤ 2K1(ε)

γ1(ε)
max
φ∈ Tm

∥f(φ)∥ .

Ââàæà¹ìî, ùî γ1(ε)h > 2K1(ε)m, òîìó

max
φ∈ Tm

∥∥u(1)(φ)
∥∥ < h. (14)

Íåõàé äëÿ u(j)(φ), j = 1, 2, ..., k−1 íåðiâíiñòü
(14) âèêîíó¹òüñÿ. Òîäi äëÿ j = k ìà¹ìî:

max
φ∈ Tm

∥∥u(k)(φ)
∥∥ ≤

≤
+∞∫
−∞

∥∥∥G̃(0,s,φ,Λ +Bk−1)
∥∥∥∥∥f(φ(k−1)

s (φ))
∥∥ds ≤

≤ 2K1(ε)

γ1(ε)
max
φ∈ Tm

∥f(φ)∥ .

Çà iíäóêöi¹þ ðîáèìî âèñíîâîê: ÿêùî
γ1(ε)h > 2K1(ε)m, òî äëÿ êîæíîãî k =
1, 2, ... ôóíêöiþ u(k)(φ) ìîæíà ïîáóäóâàòè,
à, îòæå, ìîæíà ïîáóäóâàòè i ìíîæèíó Mk,
ùî ¹ iíâàðiàíòíîþ òîðî¨äàëüíîþ ìíîæèíîþ
ñèñòåìè (9). Âðàõîâóþ÷è îöiíêó (13) òà ç
òîãî, ùî a(φ) + a1(φ, u

(k−1)(φ)) ∈ C1(Tm),
Λ(φ) + B(φ, u(k−1)(φ)) ∈ C1(Tm) òà f(φ) ∈
C1(Tm) âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ u(k)(φ) çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè ïðî ãëàäêiñòü iíâà-
ðiàíòíîãî òîðà [2, �3.12], à òîìó äëÿ êîæíî-
ãî k = 1, 2, ... u(k)(φ) ∈ C1(Tm). Âñòàíîâèìî
óìîâè çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi u(k)(φ).

Îöiíèìî ðiçíèöþ υ(k+1)(φ) = u(k+1)(φ) −
u(k)(φ). Îñêiëüêè ôóíêöi¨ u(k)(φ) ãëàäêi, òî
âîíè çàäîâîëüíÿþòü ðiâíiñòü

∂u(k)(φ)

∂φ
(a(φ) + a1(φ, u

(k−1)(φ))) =

= (Λ(φ) +B(φ, u(k−1)(φ)))u(k)(φ) + f(φ),

äëÿ áóäü-ÿêîãî φ ∈ Tm òà k = 1, 2, ... Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ υ(k+1)(φ) çàäîâîëüíÿ¹
ðiâíiñòü

∂υ(k+1)(φ)

∂φ
(a(φ) + a1(φ, u

(k)(φ))) =

= (Λ(φ) +B(φ, u(k)(φ)))υ(k+1)(φ) + f (k)(φ),

äå
f (k)(φ) =

= (B(φ, u(k)(φ)) −B(φ, u(k−1)(φ)))u(k)(φ)−

−∂u
(k)(φ)

∂φ
(a1(φ, u

(k)(φ)) − a1(φ, u
(k−1)(φ))),

à òîìó x = υ(k+1)(φ), φ ∈ Tm ¹ iíâàðiàíòíèì
òîðîì ñèñòåìè ðiâíÿíü

φ̇ = a(φ) + a1(φ, u
(k)(φ)),

ẋ = Λ(φ)x+B(φ, u(k)(φ))x+ f (k)(φ).
(15)

Ôóíêöi¨ ∂u(k)(φ)
∂φ

íåïåðåðâíi íà êîìïàêòíié
ìíîæèíi, òîìó äëÿ äîâiëüíîãî k iñíó¹ äîäà-
òí¹ M òàêå, ùî ∥∂u

(k)(φ)
∂φ

∥ ≤ M. Ïðèïóñêà-
þ÷è, ùî ôóíêöiÿ B(φ, x) ëiïøèöåâà ïî x çi
ñòàëîþ Ëiïøèöÿ L i âðàõîâóþ÷è, ùî ôóíêöi¨
∂u(k)(φ)
∂φ

îáìåæåíi, à ôóíêöiÿ a1(φ, x) - ëiïøè-

öåâà ïî x çi ñòàëîþ Ëiïøèöÿ L̃, ïðàâèëüíà
îöiíêà∥∥υ(k+1)(φ)

∥∥ ≤ 2K1(ε)

γ1(ε)
max
φ∈Tm

∥∥f (k)(φ)
∥∥ ≤

≤ 2K1(ε)

γ1(ε)
(
2K1(ε)

γ1(ε)
mL+ML̃)

∥∥υ(k)(φ)
∥∥ ≤

≤ 2K1(ε)

γ1(ε)
(hL+ML̃)

∥∥υ(k)(φ)
∥∥ .

Îòæå, ââàæàþ÷è, ùî êîíñòàíòè Ëiïøèöÿ
L i L̃ íàñòiëüêè ìàëi, ùî

2K1(ε)

γ1(ε)
(hL+ML̃) < 1,
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pîáèìî âèñíîâîê ïðî ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü
ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié {u(k)(φ)}.

Ïîêëàäåìî lim
k→∞

u(k)(φ) = u(φ).

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ìíîãîâèä x = u(φ) ¹
iíâàðiàíòíèì ìíîãîâèäîì âèõiäíî¨ ñèñòåìè.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç φ∗

t (φ) ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè

φ̇ = a(φ) + a1(φ, u(φ))

òàêèé, ùî φ∗
0(φ) = φ.

Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi, êîëè k → ∞ â
ðiâíîñòi (10), áà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ u(φ) ìà¹
ïðåäñòàâëåííÿ

x = u(φ) =

+∞∫
−∞

G̃(0, s, φ,Λ + B)f(φ(∗)
s (φ))ds,

â ÿêîìó G̃(t, τ, φ,Λ + B) � ôóíêöiÿ Ãðiíà-
Ñàìîéëåíêà ñèñòåìè

ẋ = [Λ(φ∗
t (φ)) +B(φ∗

t (φ), u(φ∗
t (φ)))]x.

Oòæå, u(φ∗
t (φ)) äëÿ áóäü-ÿêîãî φ ∈ Tm çà-

äîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü

u̇(φ∗
t (φ)) = [Λ(φ∗

t (φ))+

+B(φ∗
t (φ), u(φ∗

t (φ)))]u(φ∗
t (φ)) + f(φ∗

t (φ)),

à òîìó ìíîãîâèä x = u(φ) ¹ iíâàðiàíòíèì
ìíîãîâèäîì ñèñòåìè (7). Òàêèì ÷èíîì, ìà¹
ìiñöå òåîðåìà.
Òåîðåìà 3. Íåõàé äëÿ âñiõ φ ∈ Tm iñíó¹

ãðàíèöÿ (4) i äiéñíi ÷àñòèíè âñiõ âëàñíèõ
÷èñåë ãðàíè÷íî¨ ìàòðèöi Λ âiäìiííi âiä
íóëÿ Reλj(Λ) ̸= 0, (j = 1, 2, ..., n), ïðè÷îìó
Reλj(Λ) < 0, ïðè j = 1, 2, ..., k i Reλj(Λ) > 0,
ïðè j = k+1, ..., n. Òîäi iñíóþòü òàêi ñòàëi
b0 > 0, m > 0, ε > 0 i äîñòàòíüî ìàëi ñòàëi
Ëiïøèöÿ L i L̃, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ìàòðèöi
F (φ, x) ∈ C

(1,2)
φ,x (φ ∈ Tm, x ∈ Rn), ∥x∥ ≤ h,

òàêî¨, ùî max
φ∈ Tm

∥F (φ, 0)∥ = m,

max
φ∈ Tm, ∥x∥≤h

∥B(φ, x)∥ = b0

i ∥∥∥B(φ, x
′
) −B(φ, x

′′
)
∥∥∥ ≤ L

∥∥∥x′ − x
′′
∥∥∥ ,

äå B(φ, x) =
1∫
0

∂F (φ, τx)
∂(τx)

dτ, äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóí-

êöi¨ a(φ) ∈ C1(Tm) i äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨
a1(φ, x) ∈ C

(1,0)
Lip(x)(φ ∈ Tm, x ∈ Rn) òàêî¨, ùî

max
φ∈ Tm,∥x∥≤h

∥a1(φ, x)∥ ≤ ε,∥∥∥a1(φ, x′
) − a1(φ, x

′′
)
∥∥∥ ≤ L̃

∥∥∥x′ − x
′′
∥∥∥ ,

ñèñòåìà (7) ìà¹ iíâàðiàíòíèé òîðî¨äàëü-
íèé ìíîãîâèä.

Çàóâàæèìî, ÿêùî äiéñíi ÷àñòèíè âñiõ
âëàñíèõ ÷èñåë ãðàíè÷íî¨ ìàòðèöi Λ âiä'¹ì-
íi [5], òî iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä ñèñòåìè (7)
¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì.
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