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ÌÎÌÅÍÒ ×ÀÑÓ

Äîñëiäæåíî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïðîöåñàìè, ÿêi îïèñóþòüñÿ çàäàíèìè íà
ñêií÷åíîìó ÷àñîâîìó ïðîìåíi ëiíiéíèìè åâîëþöiéíèìè ðiâíÿííÿìè iç ñèëüíèì âèðîäæåííÿì
â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó. Äîâåäåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, à òàêîæ
îòðèìàíî ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêi éîãî õàðàêòåðèçóþòü. Ïðè ïåâíèõ äîäàòêîâèõ îáìåæåííÿõ íà
âèõiäíi äàíi äîñëiäæóâàíî¨ çàäà÷i ¨¨ ðîçâ'ÿçîê ¹ ðîçâ'ÿçêîì iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëü-
ìà äðóãîãî ðîäó.

Optimal control problems for the processes described by the linear evolution equations on
the bounded time interval, which degenerate in initial time moment, are examined. Existence and
uniqueness of the optimal control are proved and some properties of one are established. In the
special case, a solution to the problem can be derived from the Fredholm integral equation of the
second kind.

Âñòóï. Òåîðiÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ
äåòåðìiíîâàíèìè ñèñòåìàìè, ùî îïèñóþòüñÿ
ðiâíÿííÿìè ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, áàãà-
òà ðiçíîìàíiòíèìè ðåçóëüòàòàìè i àêòèâíî
ðîçâèâà¹òüñÿ â íàø ÷àñ. �¨ îñíîâè âïåðøå
ñèñòåìàòè÷íî îïèñàíî â ìîíîãðàôi¨ [1]. Âà-
æëèâi ðåçóëüòàòè öi¹¨ òåîði¨ ó âèïàäêó åâî-
ëþöiéíèõ ðiâíÿíü, ùî çàäàíi íà îáìåæåíî-
ìó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó i íiäå íå âèðîäæó-
þòüñÿ, âèêëàäåíi, çîêðåìà, â ïðàöÿõ [2] �
[5]. ßêùî æ ðiâíÿííÿ çàäàíi íà íåîáìåæå-
íîìó çíèçó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó (äèâ. [6] i
áiáëiîãðàôiþ òàì), òî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî
êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ùî îïèñóþòüñÿ òàêè-
ìè åâîëþöiéíèìè ðiâíÿííÿìè, ðîçãëÿäàëè-
ñÿ, ÿê íàì âiäîìî, òiëüêè â ðîáîòàõ [7], [8].
Òóò ìè ðîçãëÿíóëè ïðîáëåìó îïòèìàëüíîãî
êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ñòàí ÿêèõ âèçíà÷à¹-
òüñÿ åâîëþöiéíèìè ðiâíÿííÿìè ïåðøîãî ïî-
ðÿäêó çà ÷àñîâîþ çìiííîþ â ãiëüáåðòîâîìó
ïðîñòîði (çîêðåìà, ïàðàáîëi÷íîãî òèïó), ÿêi
çàäàíi íà ñêií÷åíîìó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó i
ñèëüíî âèðîäæóþòüñÿ â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò
÷àñó. Ñèëüíå âèðîäæåííÿ ðiâíÿíü íå äîïó-
ñêà¹ çàäàííÿ ñòàíäàðòíèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ,
à ¨õ ïîòðiáíî çàìiíèòè, íàïðèêëàä, íà îáìå-
æåííÿ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêó ïðè t → +0. Òà-
êîãî òèïó ðiâíÿííÿ ðîçãëÿäàëèñÿ â áàãàòüîõ
ðîáîòàõ (äèâ., íàïðèêëàä, [6], [9], [10]). Çà-

óâàæèìî, ùî ðiâíÿííÿ, ÿêi çàäàíi íà îáìå-
æåíîìó çíèçó ïðîìiæêó ÷àñó i ñèëüíî âèðî-
äæóþòüñÿ â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò, òiñíî ïîâ'ÿ-
çàíi ç ðiâíÿííÿìè, ÿêi çàäàíi íà íåîáìåæå-
íîìó çíèçó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó. Öåé çâ'ÿçîê
äåòàëüíî îïèñàíî, çîêðåìà, â [6] (äèâ. òàêîæ
[13]) i òóò ìè éîãî âèêîðèñòàëè äëÿ îá ðóí-
òóâàííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Â äàíié ðîáîòi äîâåäåíî iñíóâàííÿ ¹äèíî-
ãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàí-
íÿ ñèñòåìàìè, ùî îïèñóþòüñÿ åâîëþöiéíè-
ìè ðiâíÿííÿìè, ÿêi ñèëüíî âèðîäæóþòüñÿ
â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó, ïðè âiäñóòíîñòi
ñòàíäàðòíèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Äîñëiäæåííÿ
ïðîâåäåíi äëÿ âèïàäêó ôiíàëüíîãî ñïîñòå-
ðåæåííÿ. Òàêîæ îòðèìàíi ñïiââiäíîøåííÿ,
ÿêi õàðàêòåðèçóþòü îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ.
Â îäíîìó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó çíàõîäæåííÿ
îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çâåäåíî äî ðîçâ'ÿ-
çóâàííÿ iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëü-
ìà äðóãîãî ðîäó, ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî ìîæíà çíà-
éòè ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü.

1. Âèõiäíi ïîëîæåííÿ. Ñïî÷àòêó íàãà-
äà¹ìî äåÿêi ïîòðiáíi íàì äàëi ïîçíà÷åííÿ.
Íåõàé P � ÿêèé-íåáóäü ïðîìiæîê äiéñíî¨ îñi,
à X � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äî-
áóòêîì (·, ·)X i íîðìîþ ∥ · ∥X . Ïiä C(P ;X)
ðîçóìiòèìåìî ëiíiéíèé ïðîñòið, ñêëàäåíèé
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ç ôóíêöié, ÿêi âèçíà÷åíi íà P, ïðèéìàþòü
çíà÷åííÿ â X òà ¹ íåïåðåðâíèìè. ×åðåç
L2(P ;X) ïîçíà÷àòèìåìî ãiëüáåðòiâ ïðîñòið
âèìiðíèõ (êëàñiâ) ôóíêöié f : P → X, äëÿ
ÿêèõ ∥f(·)∥X ∈ L2(P ), çi ñêàëÿðíèì äîáó-
òêîì

(f, g)L2(P ;X) :=

∫
P

(f(t), g(t))X dt.

Ïiä L2,loc(P ;X) ðîçóìiòèìåìî ëiíiéíèé ïðî-
ñòið âèìiðíèõ (êëàñiâ) ôóíêöié, ÿêi âèçíà-
÷åíi íà P, ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â X i ¨õ
çâóæåííÿ íà äîâiëüíèé âiäðiçîê [t1, t2] ⊂
P íàëåæàòü ïðîñòîðó L2([t1, t2];X). ×åðåç
W 1

2 (P ;X) ïîçíà÷àòèìåìî ãiëüáåðòiâ ïðîñòið
ôóíêöié f ∈ L2(P ;X), ÿêi ìàþòü óçàãàëüíå-
íi ïîõiäíi f ′ â ñåíñi D′( intP ;X) (intP � âíó-
òðiøíiñòü ïðîìiæêó P ) ç ïðîñòîðó L2(P ;X),
çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(f, g)W 1
2 (P ;X) :=

∫
P

{(f(t), g(t))X+

+(f ′(t), g′(t))X} dt.
ÏiäW 1

2,loc(P ;X) ðîçóìiòèìåìî ëiíiéíèé ïðî-
ñòið âèìiðíèõ (êëàñiâ) ôóíêöié, ÿêi âèçíà-
÷åíi íà P, ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â X i ¨õ çâó-
æåííÿ íà äîâiëüíèé âiäðiçîê [t1, t2] ⊂ P íà-
ëåæàòü ïðîñòîðó W 1

2 ([t1, t2];X). Âiäîìî [14],
ùî W 1

2,loc(P ;X) ⊂ C(P ;X).
Äàëi ÷åðåç L(X,Y ), äå X, Y � áàíàõîâi

ïðîñòîðè, ïîçíà÷à¹ìî áàíàõiâ ïðîñòið ëiíié-
íèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi äiþòü íà X
i ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â Y , ç îïåðàòîðíîþ
íîðìîþ ∥ · ∥L(X,Y ). Ïiä L(X) ðîçóìi¹ìî ïðî-
ñòið L(X,X).

Òåïåð ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ i ïðèïóùåííÿ,
ÿêi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ó ôîðìóëþâàí-
íi çàäà÷i òà îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè.
Íåõàé V i H � ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè íàä ïî-
ëåì äiéñíèõ ÷èñåë ç, âiäïîâiäíî, ñêàëÿðíè-
ìè äîáóòêàìè (·, ·)V i (·, ·) òà íîðìàìè ∥ · ∥V
i | · |. Ïðèïóñòèìî, ùî ïðîñòið V êîìïàêòíî i
ùiëüíî âêëàäà¹òüñÿ â H, òîáòî, V ¹ ïiäìíî-
æèíîþ H, çàìèêàííÿ V çà íîðìîþ H çáiãà-
¹òüñÿ ç H, ç áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi åëåìåí-
òiâ ç V , îáìåæåíî¨ çà íîðìîþ ïðîñòîðó V ,
ìîæíà âèäiëèòè ïiäïîñëiäîâíiñòü, ÿêà çáiãà-
¹òüñÿ çà íîðìîþ ïðîñòîðó H, à òàêîæ iñíó¹

ñòàëà λ∗ > 0 òàêà, ùî |v| ≤ λ∗∥v∥V äëÿ áóäü-
ÿêîãî v ∈ V .

Íåõàé a(·, ·) : V ×V → R � áiëiíiéíà ôîð-
ìà, ÿêà âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè ñèìåòðè÷íî-
ñòi:

a(v, w) = a(w, v), v, w ∈ V,

V−êîåðöèòèâíîñòi:

a(v, v) ≥ α∥v∥2V , v ∈ V,

i íåïåðåðâíîñòi:

|a(v, w)| ≤ β∥v∥V ∥w∥V , v, w ∈ V,

äå α i β � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi (î÷åâèäíî, ùî
α ≤ β).

Âèçíà÷èìî îïåðàòîð A : D(A) → H
çà òàêèì ïðàâèëîì. Íåõàé D(A) := {v ∈
V
∣∣ |a(v, w)| ≤ cv|w|, w ∈ V (cv ≥ 0 � ñòàëà,

ÿêà çàëåæèòü âiä v)}. Îòîæ, ÿêùî v ∈ D(A),
òî âiäîáðàæåííÿ V ∋ w 7→ a(v, w) ∈ R
îäíîçíà÷íî ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ëiíiéíîãî íå-
ïåðåðâíîãî ôóíêöiîíàëó íà H. Çâiäñè çà òå-
îðåìîþ Ðiñà îòðèìó¹ìî iñíóâàííÿ äëÿ êî-
æíîãî v ∈ D(A) ¹äèíîãî åëåìåíòà Av ∈ H
òàêîãî, ùî

(Av,w) = a(v, w), w ∈ V. (1)

Î÷åâèäíî, ùî îïåðàòîð A ¹ ëiíiéíèì, ñèìå-
òðè÷íèì:

(Av,w) = (v, Aw), v, w ∈ D(A), (2)

i V−êîåðöèòèâíèì:

(Av, v) ≥ α∥v∥2V , v ∈ D(A). (3)

Çi ñêàçàííîãî âèïëèâà¹ (äèâ., íàïðèêëàä,
[12, Chapter IV]), ùî A � çàìêíåíèé îïåðà-
òîð â H (òîáòî âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ: ÿêùî
{vm}∞m=1 � ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ ç D(A)
i åëåìåíòè v, w ∈ H òàêi, ùî vm −→

m→∞
v i

Avm −→
m→∞

w â H, òî v ∈ D(A) i Av = w) òà

âêëàäåííÿ D(A) ⊂ H ¹ ùiëüíèì.
Ââåäåìî íà D(A) ñêàëÿðíèé äîáóòîê

(v, w)D(A) = (v, w) + (Av,Aw), v, w ∈ D(A),

ÿêèé ïîðîäæó¹ íîðìó ãðàôiêà

∥v∥2 := |v|2 + |Av|2, v ∈ D(A).
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Îñêiëüêè îïåðàòîð A ¹ çàìêíåíèì, òî ïðî-
ñòið D(A) ç ââåäåíèì ñêàëÿðíèì äîáóòêîì
¹ ãiëüáåðòîâèì. Òàêîæ çi ñêàçàííîãî âèïëè-
âà¹, ùî D(A) êîìïàêòíî i ùiëüíî âêëàäà¹-
òüñÿ â H.

ßê äîâåäåíî, íàïðèêëàä, â [12, Chapter
IV], îïåðàòîð −A : D(A) → H ¹ ãåíåðàòîðîì
àíàëiòè÷íî¨ ïiâãðóïè {T (τ) ≡ e−τA

∣∣ τ ≥ 0}
ëiíiéíèõ îáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ íà H i

e−τAv=
∞∑
m=1

e−λmτ (v, vm) vm, v ∈ H, τ ≥ 0, (4)

äå {λm}∞m=1, {vm}∞m=1 � ïîñëiäîâíîñòi, âiäïî-
âiäíî, äiéñíèõ ÷èñåë òà åëåìåíòiâ ç D(A) òà-
êi, ùî

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ ... ≤ λm ≤ ...,

Avm = λmvm, m ∈ N,
{vm}∞m=1 � îðòîíîðìîâàíà áàçà â H.

Î÷åâèäíî, äëÿ êîæíîãî m ∈ N ÷èñëî λm
� âëàñíå çíà÷åííÿ (âçÿòå ñòiëüêè ðàçiâ, ÿêà
éîãî êðàòíiñòü), à vm � âëàñíèé åëåìåíò, âiä-
ïîâiäíèé λm, îïåðàòîðà A.

Íà ïiäñòàâi ðiâíîñòi Ïàðñåâàëÿ ç (4) îòðè-
ìà¹ìî

|e−τAv|2 =
∞∑
m=1

e−2λmτ |(v, vm)|2 ≤

≤ e−2λ1τ

∞∑
m=1

|(v, vm)|2 = e−2λ1τ |v|2,

v ∈ H, τ ≥ 0,

çâiäêè ìà¹ìî îöiíêó

∥e−τA∥L(H) ≤ eω0τ , τ ≥ 0, (5)

äå ω0 := −λ1 < 0.
Íåõàé S := (0, T ], à φ � ôóíêöiÿ, ÿêà çà-

äîâîëüíÿ¹ óìîâè: φ ∈ C([0, T ]), φ(t) > 0 ïðè
t > 0, φ(0) = 0 i

∫ T
0

[φ(t)]−1dt = +∞.
Ïîêëàäåìî

θ(t) :=

∫ t

T

[φ(s)]−1ds, t ∈ S. (6)

i ïîçíà÷èìî ÷åðåç θ−1 ôóíêöiþ, ÿêà ¹ îáåð-
íåíîþ äî ôóíêöi¨ θ, çàäàíî¨ â (6).

Ââåäåìî ùå ïîçíà÷åííÿ. Ïiä L2,φ(S;X),
äå X � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, áóäåìî ðîçóìiòè
ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, ñêëàäåíèé ç ôóíêöié v ∈
L2(S;X) òàêèõ, ùî

∫
S
[φ(t)]−1∥v(t)∥2X dt <∞,

çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (v, w)L2,φ(S;X) =∫
S
[φ(t)]−1(v(t), w(t))X dt. Íåõàé

W 1
2,φ(S;X) � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið ôóí-

êöié w ∈ W 1
2,loc(S;X) òàêèõ, ùî∫

S

{
[φ(t)]−1∥w(t)∥2X + φ(t)∥w′(t)∥2X

}
dt <

∞, çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì
(v, w)W 1

2,φ(S;X) =
∫
S

{
[φ(t)]−1(v(t), w(t))X +

φ(t)(v′(t), w′(t))X
}
dt. Òóò i äàëi [φ(t)]−1 :=

1/φ(t), t ∈ S.
Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ

äëÿ åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ: äëÿ çàäàíî¨
ôóíêöi¨ f ∈ L2,φ(S;H) çíàéòè ôóíêöiþ y :
S → H òàêó, ùî

φ(t)
dy

dt
+ Ay(t) = f(t), t ∈ S , (7)

y ∈ L2,φ(S;H). (8)

Öþ çàäà÷ó êîðîòêî íàçèâàòèìåìî çàäà÷åþ
(7),(8). Çàóâàæèìî, ùî âîíà ¹ çàäà÷åþ Q2

ç ðîáîòè [6] ïðè µ = 0, q = 2, à òàêîæ −A
çàìiñòü A.

Çãiäíî ç [6] ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i
(7),(8) íàçèâàþòü ôóíêöiþ y ∈ C(S;H) ∩
L2,φ(S;H), ÿêà çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

y(t) = Lf(t) := (9)

:=

∫ t

0

[φ(s)]−1e−(θ(t)−θ(s))Af(s) ds, t ∈ S.

2. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i òà îñíîâ-
íèõ ðåçóëüòàòiâ. Íåõàé U � ãiëüáåðòiâ ïðî-
ñòið êåðóâàíü çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (·, ·)U i
íîðìîþ | · |U ; B ∈ L(U ;L2,φ(S;H)) � äåÿêèé
îïåðàòîð. ×åðåç B∗ : L2,φ(S;H) → U ïîçíà-
÷èìî îïåðàòîð, ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà B,
òîáòî (B∗f, v)U = (f,Bv)L2,φ(S;H) äëÿ áóäü-
ÿêèõ f ∈ L2,φ(S;H), v ∈ U.

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî êåðóâàííÿ
v ∈ U ñòàí ñèñòåìè âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ñëàáêèé
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ

φ(t)
dy(t; v)

dt
+ Ay(t; v) = g(t) +Bv(t), t ∈ S,

(10)
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y(v) ∈ L2,φ(S;H), (11)

äå g ∈ L2,φ(S;H) � çàäàíà ôóíêöiÿ,
Bv(t) := (Bv)(t), t ∈ S.

Íåõàé N ∈ L(U) � ñèìåòðè÷íèé i êî-
åðöèòèâíèé îïåðàòîð, òîáòî (Nv,w)U =
(v,Nw)U i (Nv, v)U ≥ ν∥v∥2U äëÿ áóäü-ÿêèõ
v, w ∈ U, äå ν = const > 0.

Ââåäåìî ôóíêöiîíàë

J(v) = |y(T ; v) − z∗|2 + (Nv, v)U , v ∈ U,

äå y(·; v) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (10),(11), z∗ �
ÿêèé-íåáóäü åëåìåíò ç H.

Íåõàé U∂ � îïóêëà çàìêíåíà ìíîæèíà
ïðîñòîðó U .

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðó-
âàííÿ: çíàéòè êåðóâàííÿ u ∈ U∂ òàêå, ùî

J(u) = inf
v∈U∂

J(v). (12)

Áóäü-ÿêå òàêå çíà÷åííÿ u íàçèâà¹òüñÿ îïòè-
ìàëüíèì êåðóâàííÿì.

Äàëi öþ çàäà÷ó êîðîòêî íàçèâàòèìåìî
çàäà÷åþ (12).

Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ âèðiøåííÿ òàêèõ
ïðîáëåì: (i) îòðèìàííÿ óìîâ iñíóâàííÿ ãëî-
áàëüíîãî ìiíiìóìó ôóíêöiîíàëó J ; (ii) âè-
â÷åííÿ ñòðóêòóðè i âëàñòèâîñòåé ðiâíÿíü,
ÿêi âèðàæàþòü öi óìîâè.

Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîáî-
òè.
Òåîðåìà 1. Çàäà÷à (12) ìà¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê (îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ) i âií
õàðàêòåðèçó¹òüñÿ íåðiâíiñòþ(

y(T ;u) − z∗, y(T ; v) − y(T ;u)
)
+

+
(
Nu, v − u

)
U
≥ 0 ∀v ∈ U∂. (13)

Òåîðåìà 2. Íåõàé z∗ ∈ D(A), g ∈
L2,φ(S;D(A)), B(U∂) ⊂ L2,φ(S;D(A)). Òîäi
îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ â çàäà÷i (12) õàðà-
êòåðèçó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

φ(t)
dy(t)

dt
+Ay(t) = g(t) +Bu(t), t ∈ S,

−φ(t)
dp(t)

dt
+ Ap(t) = 0, t ∈ S,

p(T ) = y(T ) − z∗,(
B∗p+Nu, v − u

)
U
≥ 0 ∀v ∈ U∂, (14)

y ∈ W 1
2,φ(S;H) ∩ L2,φ(S;D(A)),

p ∈ C1(S;H) ∩ C(S;D(A)) ∩ L2,φ(S;H),

u ∈ U∂.

Íàñëiäîê 1. (Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè
òåîðåìè 2 i, êðiì òîãî, U = L2,φ(S;D(A)),
B = I (I � òîòîæíié îïåðàòîð), Nv = νv,
v ∈ U(ν = const > 0), U∂ = U . Òîäi ðîçâ'ÿ-
çîê çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ åâîëþ-
öiéíîþ ñèñòåìîþ áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ (12)
¹ ðîçâ'ÿçêîì iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

νu(t)) +

∫
S

[φ(s)]−1e(θ(t)+θ(s))Au(s) ds =

= eθ(t)Az∗−
∫
S

[φ(s)]−1e(θ(t)+θ(s))Ag(s) ds, t ∈ S,

(15)
(eθ(t)A := e−|θ(t)|A, t ∈ S, à θ âèçíà÷åíî â (6))
òà íàâïàêè, ïðè÷îìó äëÿ ν > (2λ1)

−1 ðiâ-
íÿííÿ (15) ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ìåòîäîì ïî-
ñëiäîâíèõ íàáëèæåíü.

3. Îá ðóíòóâàííÿ îñíîâíèõ ðåçóëü-
òàòiâ. Íåõàé S̃ := (−∞, 0]. Ââåäåìî ëiíié-
íèé îïåðàòîð Z, ÿêèé âçà¹ìíî îäíîçíà÷íî
ïåðåâîäèòü ëiíiéíèé ïðîñòið ôóíêöié F :=
{h : S → H} íà ëiíiéíèé ïðîñòið ôóíêöié
F̃ := {h̃ : S̃ → H} çà ïðàâèëîì

Zh = h̃, äå h̃(τ) := h(θ−1(τ)), τ ∈ S̃,

òîáòî îïåðàòîð Z ôóíêöi¨ ç ïðîñòîðó F ñòà-
âèòü ó âiäïîâiäíiñòü ôóíêöiþ ç F̃ , îòðèìàíó
ç äàíî¨ â ðåçóëüòàòi çàìiíè çìiííî¨

τ = θ(t), t ∈ S, τ ∈ S̃. (16)

Çàóâàæèìî, ùî çâóæåííÿ îïåðàòîðà Z
íà ïiäïðîñòîðè L2,φ(S;H) i W 1

2,φ(S;H) ïðî-
ñòîðó F ¹ içîìåòði¹þ íà, âiäïîâiäíî, ïiä-
ïðîñòîðè L2(S̃;H) òà W 1

2 (S̃;H) ïðîñòîðó F̃ .
Ïîêàæåìî öå íà ïðèêëàäi ïàðè ïðîñòîðiâ
L2,φ(S;H) i L2(S̃;H). Íåõàé y ∈ L2,φ(S;H)
i ỹ = Zy. Âðàõîâóþ÷è (16) i, çîêðåìà, ñïiâ-
âiäíîøåííÿ dt = φ(t)dτ , ìà¹ìî

∥y∥2L2,φ(S;H) ≡
∫
S

[φ(t)]−1∥y(t)∥2dt =

=

∫
S̃

∥ỹ(τ)∥2dτ ≡ ∥ỹ∥2
L2(S̃;V )

.
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Çâiäñè ëåãêî âèïëèâà¹ òå, ùî ïîòðiáíî. Àíà-
ëîãi÷íî ïåðåâiðÿ¹ìî ïðàâèëüíiñòü íàøîãî
òâåðäæåííÿ ñòîñîâíî iíøî¨ ïàðè ïðîñòîðiâ.

Ïîçíà÷èìî B̃ := Z|L2,φ(S;H) ◦ B, äå
Z|L2,φ(S;H) � çâóæåííÿ îïåðàòîðà Z íà

ïðîñòið L2,φ(S;H). Î÷åâèäíî, ùî B̃ ∈
L(U ;L2(S̃;H)).

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó íà çíàõîäæåííÿ îïòè-
ìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìîþ, ñòàí ÿêî¨ äëÿ
êîæíîãî êåðóâàííÿ v ∈ U âèçíà÷à¹òüñÿ
ÿê ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ
óìîâ

dỹ(τ ; v)

dτ
+ Aỹ(τ ; v) = g̃(τ) + B̃v(τ), τ ∈ S̃,

(17)
ỹ(v) ∈ L2(S̃;H), (18)

äå g̃ := Zg ∈ L2(S̃;H),
B̃v(τ) := (Z|L2,φ(S;H)Bv)(τ), τ ∈ S.

Ïiä ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ çàäà÷i ðîçó-
ìi¹òüñÿ ôóíêöiÿ ỹ(v) ∈ C(S̃;H) ∩ L2(S̃;H),
ÿêà çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

ỹ(τ, v) = L̃
(
g̃ + B̃v

)
(τ) :=

:=

∫ τ

−∞
e−(τ−γ)A{g̃(γ) + B̃v(γ)

}
dγ, τ ∈ S̃.

Ç òåîðåìè 2.9 ðîáîòè [6] âèïëèâà¹, ùî çà-
äà÷à (17),(18) ìà¹ ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê. Ëåãêî
ïåðåêîíàòèñÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è çàìiíó çìií-
íèõ (16), ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà v ïðî-
ñòîðó U i ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó y(·, v) çàäà÷i
(10),(11) ôóíêöiÿ ỹ(·, v) := Zy(̃·, v) ¹ ñëàá-
êèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (17),(18) i íàâïàêè.

Ââåäåìî ôóíêöiîíàë

J̃(v) = |ỹ(0; v) − z∗|2 + (Nv, v)U , v ∈ U,

äå ỹ(·; v) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (17),(18), i ðîç-
ãëÿíåìî òàêó çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâà-
ííÿ: çíàéòè ũ ∈ U∂ òàêå, ùî

J̃(ũ) = inf
v∈U∂

J̃(v). (19)

Öþ çàäà÷ó íàçèâàòèìåìî çàäà÷åþ (19).
Ëåãêî áà÷èòè, ùî J̃(v) = J(v) äëÿ âñiõ

v ∈ U , à îòæå, ç iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿç-
êó çàäà÷i (19) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ iñíó-
âàííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (12). Iñíó-

âàííÿ æ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (19) ãà-
ðàíòó¹òüñÿ òåîðåìîþ 1 ðîáîòè [8]. Öå îçíà-
÷à¹, ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (12) iñíó¹ òà ¹äè-
íèé. Íåðiâíiñòü (13) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹
ç íåðiâíîñòi â òåîðåìi 1 ðîáîòè [8] i çâ'ÿçêó
ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷ (10),(11) òà (17),(18).
Îòîæ, òåîðåìà 1 ¹ ïðàâèëüíîþ. Àíàëîãi÷íî
äîâîäèòüñÿ ïðàâèëüíiñòü òåîðåìè 2 i íàñëiä-
êó 1, îïèðàþ÷èñü íà òåîðåìó 2 i íàñëiäîê 1
ðîáîòè [8] òà òå, ùî ỹ = Zy, p̃ = Zp.
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