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Вступ 
Відомою проблемою, яка проявляється під 

час відробки доліт на вибої, є випадання зубців. 
За даними В. Я. Кершенбаума [1] та ін. [2, 3] 
один із поширених видів втрати (до 20% всіх 
втрат) вставного озброєння бурових доліт – ви-
падання вставок із отворів.  

Актуальною задачею сучасного долотобу-
дування є підвищення якості з’єднання твердо-
сплавних вставок з корпусом бурового інстру-
менту. Зокрема для з’єднань з натягом, типових 
для шарошкових доліт, вирішальним є раціона-

льний підбір натягу у контактній парі. Справді, 
при замалих натягах порушується утримуюча 
функція з’єднання (випадає зубець), а при над-
то великих натягах унаслідок значної концент-
рації напружень зазнає пошкоджень шарошка 
(і, як наслідок, випадає зубець). Наявність двох 
конкурентних тенденцій спонукає до пошуку 
екстремуму.  

Питання раціонального проектування 
з’єднання зубця з шарошкою розглядалися чис-
ловими [4, 5] та аналітичними [6–9] засобами. 
Так, у працях [4, 5] на основі скінченноелемен-
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Рассматривается проблема повышения качества крепления зубков в корпусе шарошки. Развиты ана-

литические подходы к построению рациональных проектов соединений с натягом в шарошках, оcнащённых 
зубками со стальным хвостовиком. Исследовано напряженно-деформированное состояние двух- и трехко-
мпонентного соединений композиционного зубка с шарошкой при заданных натягах на поверхностях соп-
ряжения и действии осевой эксплуатационной нагрузки. Сформулированы и решены задачи оптимизации по 
подбору оптимальных натягов, которые обеспечивают максимум допустимой нагрузки при выполнении 
условий прочности компонент и требований непроскальзывания и нераскрытия стыков. Проведено сравне-
ние рациональных проектов дву- и трехкомпонентного соединений для зубков с абсолютно жестким и ста-
льным хвостовиком. Для значительной экономии твердого сплава рекомендовано использование минималь-
но армированных хвостовиков в соединениях с повышенным геометрическим натягом без снижения допус-
тимой нагрузки. Приведена оценка выигрыша от использования в соединениях дополнительной промежу-
точной втулки с регулированными натягами. 
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The problem of quality improving of teeth securing in the cutter housing is considered. Analytical approaches 

have been developed for drawing up efficient projects of joining with tension in cone cutters fitted with steel shank 
teeth. The stress-strain state of two- and three-component connections with composite tooth with a cone cutter at the 
given tension on the coupling surfaces under axial operational loads has been researched. Optimization problems 
were identified and solved concerning the selection of optimal tension, which would provide the maximum allowable 
value of load meeting the standard conditions of components strength and requirements of non-slipping and 
unopening joints. A comparison of rational projects two- or  three-component connections for teeth with absolutely 
rigid and steel shank was conducted. For significant saving of hard alloy it is recommended to use minimum number 
of reinforced shanks in joints with the increased geometric tension without reducing the allowable load. The benefi-
cial assessment from application of  additional sleeve with adjustable tension was given. 
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тних моделей долота вивчено вплив параметрів 
з’єднання (натягу, рівня експлуатаційного на-
вантаження, діаметра зубця, взаємодії зубців у 
вінці та вінців між собою) на рівень пружно-
пластичних деформацій у тілі шарошки. У 
статті [6] на основі найпростішої моделі конта-
кту абсолютно жорсткого зубця з пружною ма-
трицею в умовах плоского напруженого стану 
від натягу та стану антиплоскої деформації  від 
осьового навантаження показано, що існує оп-
тимальне значення натягу, яке забезпечує най-
більшу несучу здатність конструкції при забез-
печенні вимог непроковзування та нерозкриття 
стику. У працях [8, 9] цей підхід розповсюдже-
но на з’єднання пружних тіл, уведено поняття 
натягу, оптимального за даною теорією міцнос-
ті, на основі порівняльного аналізу результатів 
за різними теоріями міцності рекомендовано до 
задач оптимізації контакту застосовувати тео-
рію максимальних октаедричних напружень 
(Мізеса).  

Показовим для перерахованих досліджень 
[4–9] є розгляд напружено-деформованого ста-
ну з’єднання не лише на етапі збирання, але й з 
урахуванням прогнозного експлуатаційного 
навантаження на зубець зі сторони вибою.  

Окрім теоретичного підходу до поліпшен-
ня якості з’єднань слід відзначити ще й конс-
трукторські пропозиції.  

У матеріалознавчому аспекті – це викорис-
тання конструкцій зубця з регульованим розпо-
ділом твердого сплаву [10, 11]. Як показано в 
працях [8, 9], оптимальний контактний тиск 
практично не залежить від співвідношення 
пружних характеристик матеріалів вставки і 
корпусу. Такі дослідження мотивуються тим, 
що економічно вигідно застосовувати комбіно-
вані зубці з твердосплавною робочою частиною 
та з низькою концентрацією твердого сплаву у 
хвостовику.  

Іншим конструкторським прийомом є ви-
користання багатокомпонентних з’єднань або 
поліз’єднань з натягом [12–15]. Цей спосіб до-
зволяє розосередити концентрацію напружень 
від основної поверхні спряження вглиб шарош-
ки, однак призводить до втрат у технологічнос-
ті через збільшення числа деталей. У працях  
[6, 7] наведено оцінки впливу додаткової про-
міжної втулки на сумісну роботу твердосплав-
ної вставки з шарошкою. Показано, що оптима-
льно спроектований поліконтакт підвищує не-
сучу здатність конструкції на 25–30 %; стендові 
випробування показали також підвищення ре-
сурсу шарошки з трикомпонентними з’єд-
наннями [16] у випадку використання вставки з 
абсолютно жорстким хвостовиком.  

Виникає питання, як проявить себе конс-
трукція з додатковою втулкою для композицій-
ного зубця із слабко армованим хвостовиком. 
Раціональний підбір натягів для трикомпонент-
ного з’єднання шарошки із сталевим хвостови-
ком і є метою цієї роботи. Попутно вирішували 
задачі порівняльного аналізу дво- та трикомпо-
нентних конструкцій між собою та з аналогіч-
ними для твердосплавного хвостовика.  

Окремі результати дослідження прозвуча-
ли у доповіді [17].  

Прагнучи вирішити завдання не надто 
громіздкими аналітичними засобами, дослі-
дження проводили в рамках лінійної теорії 
пружності, прийнявши якомога простіші моделі 
з’єднань з натягом під осьовим навантаженням. 

 
Раціональний проект двокомпонентного 

з’єднання  
У циліндричній системі координат z,,r θ  

розглянемо двокомпонентне з’єднання хвосто-
вика зубця з шарошкою (рис. 1). Внутрішнє 
тіло 1 моделюємо пружним циліндром з твер-
досплавною робочою частиною та слабо армо-
ваним (тут – сталевим) хвостовиком; зовнішнє 
тіло 2 розглядаємо як безмежний плоскопара-
лельний пружний шар з циліндричною порож-
ниною. Пружні константи та допустимі напру-
ження для тіл 1 та 2 з метою спрощення при-
ймемо однаковими: EEE == 21 , ννν == 21 , 
[ ] [ ] [ ]σσσ == 21 . Композицію зібрано з раді-

альним геометричним натягом 1δ  на поверхні 
спряження 1rr =  та навантажено осьовою си-
лою Q , прикладеною до внутрішнього цилінд-
ра, яка моделює експлуатаційне навантаження 
зубця на вибої. Слід встановити найбільшу си-
лу Q , яку може витримати з’єднання.  

 
1 – зубець, 2 – шарошка 

Рисунок 1 – Схема двокомпонентного 
з’єднання 

 
Уважаємо, що натяг на поверхні спряжен-

ня при складанні призводить до плоского на-
пруженого стану, а осьове навантаження – до 
стану антиплоскої деформації. Подробицями 
зміни нормального напруження zσ  по висоті 
конструкції нехтуємо; так само не досліджуємо 
розподіл напружень у підошві твердосплавної 
робочої ділянки.  

Відмінні від нуля компоненти тензора на-
пружень rσ , θσ , rzτ  в силу осьової симетрії та 
введених припущень залежать лише від раді-
альної координати. Для їх знаходження сфор-
мулювали крайові задачі:  
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Тут ru  – радіальна компонента переміщення,  

2
10 rS π=  – площа попереччя зубця, 

( )…H  – функція Гевісайда. 
За розв’язками задач (1) і (2) знайшли на-

пруження у тілах 1 та 2, які подаємо єдиним 
виразом через кусково-неперервні функції:  
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де  hrS 11 2π=  – площа поверхні контакту.  
Для комбінації плоскої та антиплоскої за-

дач еквівалентне за Мізесом напруження обчи-
слюється за формулою:  

222 3 rzrreq τσσσσσ θθ +−+= .        (4) 
Несуча здатність двокомпонентної конс-

трукції вважається забезпеченою, якщо вико-
нуються умови:  

[ ]σσ ≤eq
r

max ,                         (5) 

( ) ( )11 rfr rrz στ −≤ ,                     (6) 

( ) 01 ≤rrσ ,                             (7) 
де  f  – коефіцієнт тертя ковзання у контакті.  

Досягнення рівності у формулі (5) означає 
початок руйнування матеріалу, у формулі (6) – 
проковзування, у формулі (7) – узагалі розкрит-
тя стику.  

Задача раціонального проектування з’єд-
нання з натягом під осьовим навантаженням 
полягає у підборі оптимального натягу *

1δ , 
який би забезпечував найбільшу несучу здат-
ність конструкції Q

1

max
δ

 за виконання умов 

міцності матеріалів та непроковзування і не-
розкриття стику (5)–(7).  

Уведемо безрозмірні змінні:  

[ ] 1

1
1 2 r

E
x

δ
σ

= , [ ] 1
3 S

Q
x

σ
= .               (8) 

Аналіз результатів (3), (4) свідчить: eqσ  – 
кусково-монотонна функція від координати r . 
Тоді ( )rmax eq

r
σ  найпростіше можна знайти, 

перебираючи значення eqσ  поблизу поверхні 
розмежування деталей.  

Враховуючи вирази (3) та позначення (8), 
для безрозмірних напружень маємо:  
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Таким чином, на підставі формул (9), (10) 
обмеження (5)–(7) подаємо у безрозмірних 
змінних  

13 2
3

2
1 ≤+ xx , 

133 2
3

2
1 ≤+ xx , 

13 fxx ≤ , 

01 ≤− x .                           (11) 
Перша нерівність у (11) відповідає за не-

руйнування матеріалу хвостовика і є слабшою 
за другу нерівність, тому може бути відкинута. 
Однак задля формалізації алгоритму ми не бу-
демо цього робити.  

На рис. 2 зображено заштриховану область 
(у криволінійному трикутнику), яка задоволь-
няє усім обмеженням (11) і тим самим є облас-
тю допустимих значень для змінних 31 x,x .  

Найбільше значення 3x , а, отже, і Q , до-

сягається на перетині кола 133 2
3

2
1 =+ xx  з 

прямою 13 fxx =  (рівноміцна за критеріями 
Мізеса та фрикційного проковзування констру-
кція). Абсциса точки перетину 

( )2
1 131 fx * +=  – оптимальний натяг, який 

забезпечує найбільшу несучу здатність:  

( ) ( )2
133

1
13 ffxxxmax *

x
+== . 

З рис. 2 видно, що при зростанні 3x  справа 

від *x1  руйнується шарошка, при збільшенні 3x  

зліва від *x1  – проковзує стик.  
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Рисунок 2 – Область допустимих значень 

31 x,x  
 
У розмірних величинах  
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Аналогічні формули для випадку абсолют-
но жорсткої вставки отримано в роботі [6]:  

( )[ ]
( )21

1

13

11

fEr

*

+

+=
σνδ

, 

Qmax  – такий, як у формулі (12).  
Порівняння допустимих областей для ста-

левого та абсолютно жорсткого хвостовиків 
подано на рис. 3.  

 
Рисунок 3 – Допустимі області для 31 x,x   
у разі абсолютно жорсткого (А) та сталевого 

(В) хвостовиків 
 
Оптимальне значення геометричного натя-

гу для сталевого хвостовика є більшим (у 
( )ν+12  разів), ніж для абсолютно жорстокої 

вставки. Однак максимальна несуча здатність 
(ординати точок А та В) є однаковою для обид-
вох варіантів. Більше того, у праці [9] за ре-

зультатами розв’язку задачі оптимізації для ви-
падку ∞<< 12 EE  доведено, що для усіх від-
ношень ( ) ∞<21 EE  величина [ ]( )( )1SQmax σ  
лежить на горизонтальній прямій, що сполучає 
точки А та В. Це означає, що, вибравши залеж-
ний від співвідношення жорсткостей оптима-
льний геометричний натяг, завжди досягаємо 
незалежного від пружних властивостей хвосто-
вика однакового значення Qmax , що обчислю-
ється за формулою (12). Аналіз цієї формули 
також вказує на те, що ключовим регулятором 
несучої здатності конструкції є множник 

[ ] 1Sf σ .  
Викладене дозволяє рекомендувати для 

використання зубці з мінімально армованими 
хвостовиками (зокрема сталевими). Такий захід 
дає значну економію дорогого твердого сплаву 
без шкоди для несучої здатності.  

 
Раціональний проект трикомпонентного 

з’єднання 
Розглянемо композицію, складену із трьох 

компонент: пружного циліндра 1, пружної вту-
лки 2 та безмежного пружного шару 3 із цилін-
дричним отвором (рис. 4). Пружні та міцнісні 
характеристики усіх тіл приймемо однаковими: 

EEi = , νν =i , [ ] [ ]σσ =i , ( 321 ,,i = ). На пове-

рхнях спряження 1rr =  та 2rr =  має місце кон-
такт із заданими радіальними натягами 1δ  та 

2δ   відповідно; внутрішній циліндр навантаже-
но осьовою силою Q . Дослідимо напружений 
стан та несучу здатність конструкції.  

 
Рисунок 4 – Схема трикомпонентного 

з’єднання 
 
Подібно до попереднього пункту треба 

розв’язати крайові задачі зумовленого натягами 
плоского напруженого стану  

( ) 0
1 =








rru

dr

d

rdr

d
, ( ) { } { }( )210 rr\,r ∪∞∈ ; 

( ) 00 =ru ,  

( ) ( ) iirir ruru δ=−−+ 00 , 21,i = ,  

( ) ( ) 000 =−−+ irir rr σσ , 21,i = , 

( ) 0=∞rσ .                         (13) 
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та антиплоскої деформації, спричиненої осьо-
вим навантаженням:  

( )rrH
hS

Q

rdr

d rzrz −=+ 1
0

ττ
, ( )∞∈ ,r 0 ; 

( ) 00 =rzτ , 

( ) ( ) 000 =−−+ iziz ruru , 

( ) ( ) 21000 ,i,rr irzirz ==−−+ ττ , 

( ) 0=∞rzτ .                        (14) 
Розв’язок задачі (13) будуємо як суперпо-

зицію вкладів від стрибків переміщення ru  на 
поверхнях 21,i,rr i == , використовуючи ре-
зультат (3) для однієї поверхні розриву. Для 
напружень дістали такі вирази  
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Еквівалентні напруження знаходимо за 
формулою (4).  

Цілісність композиції буде забезпечено у 
разі неруйнування усіх деталей, за відсутності 
фрикційного проковзування в контактах при 
нерозкритих стиках:  

[ ]σσ ≤eq
r

max , 

( ) ( )irirz rfr στ −≤ , 21,i = , 

( ) 0≤ir rσ , 21,i = .                 (16) 
Формули (15) свідчать, що напруження є 

загалом кусково-монотонними функціями від 
радіальної координати, відтак небезпечний стан 
конструкцій буде досягатися на котрійсь із по-
верхонь розмежування деталей (ззовні або зсе-
редини). Докладний аналіз показує, що найбі-
льші еквівалентні напруження ( )rmax eq

r
σ  слід 

шукати серед чотирьох величин 
( ) 210 ,i,rieq =±σ . Вибір залежатиме від спів-

відношення геометричних розмірів деталей 
21 rrk =  та від рівня навантаження.  

Подібно до попереднього пункту подаль-
ший виклад провадимо у безрозмірних змінних  

[ ] 21
2

,i,
r

E
x

i

i
i == δ

σ
; [ ] 1

3 S

Q
x

σ
= . 

Тоді з виразів (15), (4) знаходимо безрозмі-
рні величини напружень на поверхнях 

210 ,i,rr i =±= :  

( )
[ ] ( )21
1 0
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σ

σ
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1 0
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Відповідно для еквівалентних напружень  
( )
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22 33
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Враховуючи формули (17), (18), обмежен-
ня (16) подамо у вигляді  

 ( ) 13 2
3

2
21 ≤++ xxx ,                  (19) 

 133 2
3

2
2

2
1 ≤++ xxx ,                 (20) 

 133 2
3

22
2

2
1

4 ≤++ xkxxk ,             (21) 

 ( ) 133 2
3

22
21

2 ≤++ xkxxk ,            (22) 

 ( )2113 xxfx +≤ ,                   (23) 

 ( )21
2

23 xxkfxk +≤ ,                (24) 

 021 ≤−− xx ,                       (25) 

 021
2 ≤−− xxk .                     (26) 

Таким чином, область допустимих значень 
безрозмірних натягів 21 x,x  та безрозмірного 
навантаження 3x  у тривимірному півпросторі 

321 x,x,x  обмежена поверхнями кругового (19) 
та еліптичного (22) циліндрів, еліпсоїдів (20), 
(21) та належить півпросторам (23)–(26), обме-
женим плоскими поверхнями.  

Комбінацію натягів ** x,x 21 , які забезпе-

чують найбільше значення 3
21

xmax
x,x

, знаходимо 

числово за фіксованих параметрів геометрії 
з’єднання k  та трибології f  поверхонь.  

 
Аналіз 
Під час розрахунків прийняли 

211
12 .krr == −  та варіювали 7010 ..f −= . 

Окремі результати обчислень оптимальних па-
раметрів з’єднань  наведено у таблиці. 

Колонки 2, 3 враховують результати (10) 
для з’єднання шарошки із сталевим хвостови-
ком, колонки 4, 5, 6 – раціональний проект три-
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компонентного з’єднання “сталевий хвостовик–
сталева втулка–сталева шарошка”. У колонці 
7 – очікуваний виграш від застосування трико-
мпонентного з’єднання (порівнюються “стелі” 
конструкції з колонок 6 та 3). У останній коло-
нці довідково подано значення 3xmax  для 
трикомпонентного з’єднання з абсолютно жор-
стким хвостовиком, взяті з роботи [6]. 

На рис. 5 показано тривимірні області до-
пустимих значень параметрів навантаження 
(два натяги і осьова сила) для трикомпонентних 
конструкцій при 40.f = . Проекції цих облас-
тей на площину 03 =x  зображено на рис. 6.  

Подібно до двокомпонентних конструкцій 
Qmax  у з’єднаннях з проміжною втулкою є 

Таблиця – Результати оптимізації параметрів дво– та трикомпонентних композицій 

Два тіла 
(сталь–сталь) 

Три тіла 
(сталь–сталь–сталь) f  

*x1  3xmax  *x1  *x2  3xmax  

Виграш, 
% 

Три тіла 
(а.ж.–сталь–сталь) 

3xmax  [6] 

1 2 3 4 5 6 7 8 
0.1 0.570 0.057 0.401 0.296 0.069 20 0.074 
0.4 0.536 0.214 0.386 0.268 0.257 20 0.27 
0.7 0.470 0.329 0.311 0.257 0.397 20 0.41 

 

 
а – сталевий, б – абсолютно жорсткий хвостовик 

Рисунок 5 – Область допустимих значень параметрів 321 x,x,x  

           
1 – область допустимих натягів на етапі збирання, 2 – область натягів, де спостерігається ви-
граш трикомпонентної конструкції над двокомпонентною ( 21403 .x ≥ ), 3 – оптимальні значення 

натягів, що забезпечують 25703 .xmax ≈ ; а – сталевий, б – абсолютно жорсткий хвостовик. 

Рисунок 6 – Проекція області допустимих значень 321 x,x,x  на площину 03 =x  
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однаковим для варіантів кріплення із сталевим 
та з абсолютно жорстким хвостовиком. Цей 
екстремум забезпечується оптимальними натя-
гами, розташованими на лініях 3 (рис. 6), по-
ложення яких уже залежить від пружних влас-
тивостей хвостовика. Так, оптимальні геомет-
ричні натяги для сталевого хвостовика є зага-
лом більшими, ніж для жорсткого. Для сталево-
го хвостовика розширяються також області 1 та 
2. Незначні розбіжності, зафіксовані у таблиці 
(колонка 8 проти колонки 6), пояснюються не 
надто точними обчисленнями [6]. 

Висновки 

Таким чином, у роботі розвинуто аналіти-
чні підходи до побудови раціональних проектів 
з’єднань з натягом у шарошках, оснащених зу-
бцями із сталевим хвостовиком. На базі най-
простіших моделей плоского напруженого ста-
ну та антиплоскої деформації досліджено на-
пружено-деформований стан дво- та трикомпо-
нентного з’єднань композиційного зубця з ша-
рошкою із заданими натягами на поверхнях 
спряження та під осьовим експлуатаційним на-
вантаженням. Сформульовано та розв’язано 
задачі оптимізації щодо підбору оптимальних 
натягів, котрі би забезпечували найвище зна-
чення допустимого навантаження при виконан-
ні умов міцності компонент та вимог непроков-
зування і нерозкриття стиків. Проведено зістав-
лення раціональних проектів дво- та трикомпо-
нентного з’єднань для зубців з абсолютно жор-
стким та сталевим хвостовиком.  

Встановлено, що використання сталевого 
хвостовика замість твердосплавного (у тому 
числі і для конструкції з проміжною втулкою) 
зберігає оптимізований максимум експлуата-
ційного навантаження. Цей максимум досяга-
ється різними значеннями геометричних натя-
гів, залежними від матеріалу хвостовика. Отож, 
задля значної економії твердого сплаву рекоме-
ндовано використання мінімально армованих 
хвостовиків у з’єднаннях з підвищеним геомет-
ричним натягом без зниження допустимого на-
вантаження. Крім того, уведення проміжної 
втулки із раціонально регульованими натягами 
дає 20%-ий виграш у несучій здатності проти 
двокомпонентної конструкції (щоправда, з 
втратами у технологічності).  

Подальше уточнення отриманих аналітич-
них результатів можна дістати, долучаючи 
умови міцності зубця, які зважають на нерів-
номірний розподіл напружень (насамперед ак-
сіальних) по висоті, а також проводячи обчис-
лювальний експеримент на складних геометри-
чних моделях з урахуванням непружного дефо-
рмування матеріалів.  
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