
Науковий Вісник Ужгородського університету. Серія Фізика. Випуск 16. – 2004 
 

 11 

Присвячую світлій пам’яті визначного вченого, академіка АН 
Вищої школи України, ректора Ужгородського національного 
університету, організатора освіти і науки на Закарпатті, патріота 
Срібної Землі, колеги по тривалій спільній праці в УжНУ, профе-
сора Володимира Сливки в річницю його трагічної смерті 

 
ВРАХУВАННЯ РУХУ ОСТОВА ЯДРА В 

АДІАБАТИЧНІЙ ТРИЧАСТИНКОВІЙ МОДЕЛІ ЯДРА 
І.В. Хiмiч 

Ужгородський національний університет, кафедра ядерної фізики 
88000, м. Ужгород, вул. Капітульна, 9а, Україна 

E-mail: nphys@univ.uzhgorod.ua 
 

У рамках адіабатичної тричастинкової моделі ядра дається теоретичний опис 
руху остова парно-парного ядра, в зовнішній оболонці якого містяться два ва-
лентні нуклони. Опис проводиться в термінах координат Якобі.  

 

 
Численні експериментальні результати, 

які одержані останнім часом в результаті 
дослідження різноманітних властивостей 
ядер і ядерних реакцій, вимагають пода-
льшої розробки і застосування нових як 
безмодельних, так і модельних методів в 
теорії ядра, до яких слід віднести, зокре-
ма, метод рівнянь Фаддєєва в координат-
ному [1] та імпульсному [2] представлен-
нях, метод розкладу по базису гіперсфе-
ричних функцій в координатному [3] та 
імпульсному [4] просторах, метод Хартрі-
Фока-Боголюбова [5,6], трансляційно-
інваріантну модель оболонок [7], над-
плинну модель ядра [8,9] та ряд інших. 
З метою виходу за рамки однонуклон-

ного наближення типу Хартрі-Фока і вра-
хування радіальних і кутових кореляцій 
валентних нуклонів в серії праць [10-14] в 
потенціальному підході була сформульо-
вана адіабатична тричастинкова модель 
ядра, в якій парно-парне сферичне (або 
деформоване) ядро розглядається як сис-
тема, що складається із відповідного 
остова і двох валентних нуклонів, причо-
му припускається, що рух валетних нук-
лонів є швидким по кутовим змінним і 
повільним (адіабатичним) по гіперрадіусу 
R . 

У працях [10-14] відділення руху 
центра інерції ядра від внутрішнього руху 
нуклонів здійснювалось у припущенні, що 
маса остова ядра є нескінченно великою, 
тобто остів ядра вважався нерухомим. 
Представляє значний інтерес врахувати 

в адіабатичній тричастинковій моделі яд-
ра той внесок в енергетичний спектр ядра, 
який обумовлений рухом остова, вважаю-
чи тим самим масу остова скінченою ве-
личиною. 

1. Для розв’язання цієї задачі введемо 
так звані відносні координати Якобі 
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Індекси kji ,,  дозволяють циклічну пе-
рестановку чисел  )3,2,1(  і,  як  це  видно з 
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формули (1), існують три еквівалентні на-
бори незалежних координат Якобі. Заува-
жимо, що за допомогою відповідних ор-
тогональних перетворень можна перейти 
від одного набору координат Якобі до ін-
шого. Зокрема, у нашому випадку перехід 
від набору ),( ii yx

rr
 координат Якобі до 

),( kk yx
rr

 здійснюється за допомогою кіне-
матичного повороту, що має вигляд 
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(3) 
а p  - парне або непарне число перестано-
вок чисел )3,2,1( , що задають послідов-
ність ),,( jik . 
Рівняння Шредінгера для тричастинко-

вої системи (парно-парний остів плюс два 
валентні нуклони) в координатах (1) після 
відокремлення стандартним чином руху 
центра мас має наступний вигляд 
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де 

ix
r∆  та 

iy
r∆  - оператори Лапласа по 

змінним (1), ijkijk VVV ,,  - відповідні поте-

нціали двочастинкових взаємодій, а µ  - 
приведена маса, яка рівна 
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У шестивимірному просторі векторів 
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 поряд з чотирма сферичними ку-

тами 
iiii yyxx ϕθϕθ ,,, , які задають напрям 

векторів ix
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r

, зручно ввести глобальні 

змінні – гіперрадіус R , що має зміст дов-
жини шестивимірного радіус-вектора    
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Множину шести гіперсферичних коор-
динат будемо коротко позначати як 

( )iR Ω, , де   
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Зручно, надалі, записати рівняння 
Шредінгера (4) в термінах гіперсферич-
них координат ( )iR Ω,  

( ) ( ),,,ˆ
ii RERH ΩΨ=ΩΨ  (6) 

де оператор гамільтона Ĥ  розглядуваної 
системи запишемо у вигляді 
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У виразі (7) ( )iK Ω2ˆ  - кутова частина 

оператора кінетичної енергії системи і має 
зміст квадрата оператора узагальненого 
кутового моменту системи 
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(8) 
а ( )iRV Ω,  - повна потенціальна енергія 

розглядуваної системи, яка рівна сумі від-
повідних потенціалів двочастинкових вза-
ємодій 

( ) ., ijkijki VVVRV ++=Ω  (9) 

Явний вигляд двочастинкових взаємо-
дій конкретизуємо нижче. 

2. Розглянемо довільне парно-парне 

ядро XA
Z , яке будемо моделювати сфери-

чно-симетричним парно-парним остовом 
плюс два валентні нуклони в зовнішній 
оболонці. У рамках адіабатичної тричас-
тинкової моделі ядра середнє поле остова 
ядра моделюється статичним сферично-
симетричним потенціалом Вудса-Саксона 
[15] 
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де знаки “±”: “+” – відповідає випадку ва-
лентного протона, “–” – валентного нейт-

рона; 31
00 ArR = . У випадку, коли на зов-

нішній оболонці містяться два валентні 
протони, необхідно в правій частині вира-
зу (10) враховувати [13] також потенціал 
кулонівської взаємодії кулV  валентних 

протонів між собою та з кулонівським по-
лем остова. 
Для спрощення розрахунків залишкову 

сильну взаємодію валентних нуклонів між 
собою моделюємо потенціалом з нульо-
вим радіусом дії із врахуванням відштов-
хування нуклонів на малих відстанях [13] 
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Такий вибір залишкової взаємодії 
спрощує алгоритм розрахунку енергетич-
ного спектру, бо дозволяє в явному аналі-
тичному вигляді обчислити матричні еле-
менти і в той же час, мабуть, не спотво-
рює реальної ситуації, хоча в майбутньо-
му можна буде розглянути і більш реаліс-
тичні моделі взаємодії. 
Спін-орбітальна взаємодія і-ого вален-

тного нуклона має стандартний вигляд 
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, а не в координатах Якобі (1), вибір 

яких, як зазначалося вище, можна отрима-
ти трьома різними способами. Зрозуміло, 
що при перестановці нуклонів в процесі 
антисиметризації хвильової функції сис-
теми один набір координат Якобі перехо-
дить в інший, еквівалентний для опису, 
проте не співпадаючий з початковим на-
бором координат Якобі. У розрахунках 
зручно мати справу з одним фіксованим 
набором координат Якобі. У змінних 
Якобі (1) повна потенціальна енергія 

( )yxV
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,  розглядуваної системи в рамках 
адіабатичної тричастинкової моделі ядра 
має вигляд 
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Розв’язки рівняння (6) для стаціонар-

них станів розглядуваної системи (остів 
плюс два нуклони) в адіабатичній моделі 
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Адіабатичні потенціальні терми )(RU µ  

та відповідні їм власні функції знаходять-
ся [10] шляхом чисельного розв’язку сис-
теми диференціальних рівнянь для коефі-

цієнтів ),()(

2121
αΦ µ Rlljj  розкладу (16) 
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Розв’язуючи систему диференціальних 

рівнянь (19) з граничними умовами (21), 
знаходимо адіабатичні потенціальні терми 
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Явний вигляд матричних елементів 

)(RH µ′µ  та )(RQ µ′µ  приведений в [10]. 

Радіальні функції )(RFµ  задовольня-

ють граничні умови 
0)()0( =∞= µµ FF .  (23) 

Зауважимо, що як видно із системи рі-
внянь (22), найбільш простим є так зване 

наближення Борна-Оппенгеймера, яке по-
лягає в тому, що нехтуючи всіма матрич-
ними елементами )(RH µ′µ  та )(RQ µ′µ  си-

стема рівнянь (22) розщеплюється і зво-
диться до одного рівняння. Система рів-
нянь (22) зводиться до одного рівняння 
також у випадку, якщо знехтувати тільки 
недіагональними матричними елементами 

)(RH µ′µ  і )(RQ µ′µ . Останнє наближення 
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розглядуваного ядра. 
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qkkiii

jm
q yxxVyx ′ϕϕ r

 

виника-ють труднощі навіть для центра-
льних потенціалів, оскільки в цьому випа-
дку змінні kx

r
 чи jx

r
 в потенціалах зале-

жать від сферичних кутів ),(ˆ
ii xxix ϕθ=  

та ),(ˆ
ii yyiy ϕθ= . Зрозуміло, що обчис-

лення усіх матричних елементів потенціа-
лів парної взаємодії можна суттєво спрос-

тити знаючи зв’язок між функціями jm
qϕ , 

визначених на різних наборах координат 
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Якобі. Зокрема, для знаходження матрич-

ного елемента )ˆ,ˆ()()ˆ,ˆ( ii
jm
qkkiii

jm
q yxxVyx ′ϕϕ r

 

слід здійснити заміну змінних інтегруван-
ня, яка відповідає переходу від набору 

),( ii yx
rr

 координат Якобі до відповідно 

),( kk yx
rr

, тобто здійснити кінематичний 

поворот (2). 
4. Існує інший спосіб розділення змін-

них в базисних функціях ( ){ }ΩΦµ ,R . Для 

цього розкладемо довільну базисну функ-
цію ( )ΩΦµ ,R  по повній системі власних 

функцій )( i
LM
Kni

ΩΥ  квадрата шестивимір-

ного кутового моменту )(ˆ 2
iK Ω  

( ) ∑ ΩΥ=ΩΦ µ
µ

i

ii
Kn

i
LM
KnKn RgR ),()(, )(           (24) 

де 

).,,,(
),()4()()(ˆ 2

MLlln
KKK

ii

ii

yxi

i
LM
Kni

LM
Kni

=
ΩΥ+=ΩΥΩ

(25) 

Кутові функції )( i
LM
Kni

ΩΥ  називаються 

гіперсферичними гармоніками або корот-
ко K -гармоніками [3]. Вони задовольня-
ють умову нормування 

.)()(
iiii nnKKi

LM
nKi

LM
Knid ′′′′
∗ δδ=ΩΥΩΥΩ∫  (26) 

Тричастинкові K -гармоніки )( i
LM
Kni

ΩΥ  

з фіксованим значенням повного орбіта-

льного моменту yx llL
rrr

+=  і його проекції 

M  утворюють повний набір ортонормо-
ваних функцій і мають вигляд [3] 

,)()( ∑ ΩΥ=ΩΥ
iyix

iyiyixixiyiyixixiyix

mm
imlmKl

LM
mlmli

LM
lKl C

 (27) 
де 

).ˆ()ˆ()2(cos

)(sin)(cos)(

21,21
imlimli

ll

n

l

i

l

i

ll

KimlmKl

yxP

N

iyiyixix

ixiy

iyixiyix

iyiyixix

ΥΥα⋅

⋅αα=ΩΥ
++

(28) 

Тут 21ll
qP  - поліном Якобі, а 

)29(.
2

,
)23()23(

)!1)(2(!2
21

ii

ii

iiiyix

yx

yx

yxll
K

llK
n

lnln

llnKn
N

−−
=













++Γ++Γ

++++
=

 

Для коефіцієнтів )()( Rg
iKn

µ  розкладу (24) 

одержуємо із (15) нескінченну систему 
однорідних алгебраїчних рівнянь 

.0)(.),(

)()(
)4(

)(

,

)(
2

=Ω′′+

+






 −+

µ
′′

′′

µ
µ

∑ RgKnRVnK

RgRU
R

KK

i

i

i

nKii
nK

Kn
(30) 

Система однорідних алгебраїчних рів-
нянь (30) має відмінні від нуля розв’язки 
тільки при умові рівності нулеві детермі-
нанта, складеного із коефіцієнтів при не-

відомих )()( Rg
iKn

µ . Розв’язуючи одержане 

секулярне рівняння можна знайти адіаба-
тичні потенціальні терми )(RUµ  та відпо-

відні їм функції )()( Rg
iKn

µ . З метою конс-

труктивного знаходження розв’язків сис-
теми рівнянь (30) необхідно мати матрич-
ні елементи відповідних потенціалів взає-
модії. 
Обчислення матричних елементів типу 

)()()( i
LM
Knijki

ML
nK ii

xV ΩΥΩΥ ′′
′′

r
, де )( ijk xV

r
 

є центральним потенціалом, проводиться 
відносно легко, а обчислення матричних 

елементів )()()( i
LM
Knkiji

ML
nK ii

xV ΩΥΩΥ ′′
′′

r
 

чи )()()( i
LM
Knjkii

ML
nK ii

xV ΩΥΩΥ ′′
′′

r
 є 

складним [16] у зв’язку з тим, що kx
r

 і jx
r

 

відповідним чином залежать від сферич-
них кутів ix̂  та iŷ . У такому випадку слід 

скористатись зв’язками між K -
гармоніками, визначеними на різних на-
борах координат Якобі. Зокрема, 

),()( j
LM
Kn

ll KL
yxyxi

LM
Kn j

jyjx

iijji
llll ΩΥ=ΩΥ ∑ (31) 

де 
KL

yxyx iijj
llll  - так звані 

коефіцієнти Рейнала-Реваї [17], табличні 
значення яких приведені в [4]. 
Користуючись тепер розкладом (31) 

неважко знайти матричний елемент, на-

приклад, потенціалу )( jki xV
r

 [16]: 
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.)()()(

)()()(

j
LM
Knjkij

ML
nK

KL
yxyx

llll LK
yxyxi

LM
Knjkii

ML
nK

jjiijj

jyjxjyjx

iijjii

xVllll

llllxV

ΩΥΩΥ⋅

⋅′′′′=ΩΥΩΥ

′′
′′

′′

∗

′′
′′

′′ ∑
r

r

(32) 
Аналогічним чином знаходиться мат-

ричний елемент потенціалу )( kij xV
r

. 

Доцільно надалі здійснити розділення 
кутових змінних та гіперрадіусу в потен-
ціалах )( ijk xV

r
, )( kij xV

r
 та )( jki xV

r
. Зокре-

ма, кожний з них можна відповідно пред-
ставити наступним чином 

.)()()( ∑
′′′′

′′′′′′′′ ΩΥ=
j

jj
nK

j
LM

nKnKjki RVxV
r

 (33) 

Коефіцієнти розкладу )(RV
jnK ′′′′  можна 

знайти, використавши умову ортогональ-
ності K -гармонік. Тоді розглядуваний 
матричний елемент можна записати у ви-
гляді 

,)()()()( ∑
′′′′

′′′′
′′

′′ ′′′′′′=ΩΥΩΥ
j

jjj

nK
jjjnKj

LM
Knjkij

ML
nK KnnKnKRVxV

r

 (34) 

де 

).()()( j
LM
Knj

LM
nKj

LM
nKjjjj jjj

dKnnKnK ΩΥΩΥΩΥΩ=′′′′′′ ′′′′
∗

′′∫
 (35) 

Матричні елементи (35) розраховані в 
[18]. Таким чином, визначені в приведе-
ний вище спосіб матричні елементи всіх 
потенціалів дають змогу шляхом 
розв’язку системи алгебраїчних рівнянь 
(30) знайти адіабатичні потенціальні тер-
ми )(RUµ  та відповідні їм базисні функції 

),( ΩΦµ R . Підставляючи далі знайдені 

значення )(RUµ  в рівняння (22) шляхом 

його чисельного розв’язку в наближенні 
Борна-Оппенгеймера [10] або в адіабатич-
ному наближенні [11] можна одержати 
енергетичний спектр низьколежачих збу-
джених станів парно-парних ядер з двома 
валентними нуклонами із врахуванням 
при цьому їх залишкової взаємодії, яка в 
свою чергу призводить до кутових та ра-
діальних кореляцій валентних нуклонів.
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A theoretical description of motion of the core of an even-even nucleus, which 
possesses two valence nucleons in the external shell, is taken into account in the 
framework of the adiabatic three-particle model of nucleus. A description is carried 
by means of the Jacobi coordinates.  


