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Построена квадратично-нелинейная теория плазма-пучкового супергетеро-

динного лазера на свободных электронах с Н-убитронной накачкой с учетом 

мультигармоничного взаимодействия волн. Проведен анализ инкремента нара-

стания электромагнитной волны сигнала. Показана перспективность использо-

вания данных систем для генерации мощного электромагнитного излучения в 

миллиметровом диапазоне длин волн.  

 

 

Введение 

Одной из приоритетных задач совре-

менной плазменной релятивистской СВЧ 

электроники является создание и разрабо-

тка новых источников мощного электро-

магнитного излучения в миллиметровом и  
 

субмиллиметровом диапазонах длин волн 

[1,2]. Именно этой проблеме и посвящена 

представленная статья — теоретическому 

исследованию плазма-пучкового суперге-

теродинного лазера на свободных элект-

ронах (ЛСЭ) с Н-убитронной накачкой. 

 
 

Рис. 1. Схема плазма-пучкового супергетеродинного ЛСЭ 

 

 

 

Впервые модель супергетеродинного 

плазма-пучкового ЛСЭ была предложена 

в [3]. Дальнейшее развитие эти системы 

получили в [4, 5]. Следует отметить, что в 
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работах [3-5] изучались устройства, в ко-

торых в качестве накачки использовалась 

замедленная электромагнитная волна. То 

есть рассматривался плазма-пучковый 

ЛСЭ с допплертронной накачкой. В пред-

ставленной работе в отличие от [3-5] ис-

следуется плазма-пучковый супергетеро-

динный ЛСЭ с Н-убитронной накачкой. 

В статье построена квадратично-

нелинейная теория плазма-пучкового су-

пергетеродинного ЛСЭ с Н-убитронной 

накачкой, проведен сравнительный ана-

лиз данной и эквивалентной двухпотоко-

вой системы. Выяснено, что исследуемые 

в работе системы характеризуются суще-

ственно большими инкрементами нарас-

тания, чем эквивалентные двухпотоковые. 

Показано, что на основе данных приборов 

могут быть созданы эффективные систе-

мы для генерации мощного электромаг-

нитного излучения в миллиметровом диа-

пазоне длин волн.  
 

Теоретическая модель 

Модель плазма-пучкового супергете-

родинного лазера на свободных электро-

нах представлена на рис. 1. Релятивистс-

кий электронный пучок 1, ленгмюровская 

частота которого bω , проходит через пла-

зму 2, характеризующейся плазменной 

частотой pω . Плазма-пучковая система 

находится в продольном фокусирующем 

магнитном поле с напряженностью 0H . 

Релятивистский электронный пучок про-

ходит через магнитное поле, которое соз-

дается спиральным Н-убитронным онду-

лятором 3 с периодом ондуляции Λ  (или 

волновым числом Λπ= 22k ). Магнитное 

поле ондулятора в исследуемой системе 

играет роль накачки. Также на вход сис-

темы подаем электромагнитный сигнал с 

частотой 1ω  и волновым числом 1k . В ре-

зультате параметрического резонанса ме-

жду волной сигнала },{ 11 kω  и попере-

чным Н-убитронным магнитным полем 

накачки }{ 2k  в плазма-пучковой системе 

возбуждается волна пространственного 

заряда (ВПЗ) с частотой 3ω  и волновым 

числом 3k . Частоты и волновые числа 

этих волн связаны между собой условием 

параметрического резонанса  

213 ppp +=  или 13 ω=ω , 213 kkk += ,     (1) 

где zktp 111 −ω=  – фаза электромагнит-

ной волны сигнала, zkp 22 −=  – фаза 

электромагнитной волны накачки, 

zktp 333 −ω=  – фаза электронной волны 

ВПЗ. При этом параметры системы выби-

раем таким образом, чтобы волна ВПЗ 

},{ 33 kω  нарастала вследствие плазма-

пучковой неустойчивости.  

Особенностью исследуемой системы 

является то обстоятельство, что здесь ре-

ализуется эффект супергетеродинного 

усиления [1,3]. Сущность его состоит в 

использовании дополнительного механи-

зма усиления одной из трех волн, участ-

вующих в параметрическом резонансе, 

который реализуется в рабочей области 

плазма-пучкового супергетеродинного 

ЛСЭ. В данном случае в качестве допол-

нительного механизма усиления выступа-

ет эффект усиления волны пространст-

венного заряда за счет плазма-пучковой 

неустойчивости. Роль самого трехволно-

вого параметрического резонанса здесь 

сводится лишь к переносу дополнитель-

ного усиления из ВПЗ на электромагнит-

ную волну сигнала },{ 11 kω .  

 

Уравнения для амплитуд поля 

В качестве исходных используем ре-

лятивистское квазигидродинамическое 

уравнение (см., например, [6]), уравнение 

непрерывности и уравнения Максвелла.  

Для решения задачи движения и на-

хождения концентрации электронов пуч-

ка и плазмы, используем иерархический 

подход к теории колебаний и волн [6]. 

Для решения задачи возбуждения элект-

ромагнитных полей применим метод мед-

ленно меняющихся амплитуд. 

Будем считать, что волна электромаг-

нитного сигнала ( 1E , 1B ), продольная 
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электронная волна ( 3E ) и магнитное поле 

накачки ( 2B ) имеют следующий вид: 
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где N  – количество гармоник, которые учитываем при решении задачи; m  здесь и даль-

ше является номером соответствующей гармоники, zyx eee ,,  – соответствующие орты. 

 
______________________________________ 

 

Следует отметить, что закон диспер-

сии для электронной волны ВПЗ },{ 33 kω , 

которая нарастает благодаря плазма-

пучковой неустойчивости, является ли-

нейным. Поэтому в этой системе реализу-

ется параметрический резонанс между ее 

гармониками. Как показывает соответст-

вующий анализ, параметрический резо-

нанс между гармониками волны ВПЗ су-

щественно влияет на работу плазма-

пучкового ЛСЭ. 

В результате проведения стандартной 

процедуры асимптотического интегриро-

вания [6] получаем в квадратичном при-

ближении систему дифференциальных 

уравнений для амплитуд гармоник на-

пряженности электрического поля элект-

ромагнитной волны },{ 11 kω  и электрон-

ной волны ВПЗ },{ 33 kω  (считаем, что в 

этом приближении накачка практически 

не меняется):  
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в этих уравнениях обозначено 

 

( )
( ) ( )( )














ω−Ωγ

ωη+ΩΩω
+ω−

ω
= ∑

α ααα

αααα
pb

H

H

m
mm

m
ck

c

im
D

,

2
,

2
,1

,1,1,1
2

2
1

22
1

1

,1

 – дисперсионная функция электромаг-

нитной волны сигнала;  

 

________________________________________________ 
 

( )
( )

( )∑
α ααα

ααααα

Ω−ηωγω

υΩ−ηω+ωΩω
−

ω

ω+
−=

ω∂

∂
=

pb

H

zHm

m
mc

mkm

c

kc

im

D
K

,

2
,11,

2
1

1,,11,1,1
2

2
1

2
1

2
1

2

1

,1

,1

/)(
; 

( )
( ) ( )

( )
( ) +































ωη−Ω

ωη−Ωυ
+












 υ
−

Ω−ω

ωη−Ω

Ωγ

ω
−= ∑

α αα

αααα

αα

αα

αα

α
pb

H

Hzz

H

H

e

m
m

m

ccm

m

m

e

cmc
K

,

,22

,23

2

2
,

2

2
,

2

1

2

,21

3
2

2

,3 21
11

 

( )
( ) ( )

∑
=α αα

αααα

αα

α

Ω−ω

ωη+Ωυ













 υ
−

Ωγ

ω
+

2

1
2

2

2

,

,22

2

2

2
3

2

3
2

1
1

m

m

cmm

e

c

k

c
H

Hz

e

z ; 

( ) 













γΩ

ω
+

ω−
= ∑

α αα

α
pb

m
imc

im
D

,

322
,3

2
3

,3 1 – дисперсионная функция электронной волны ВПЗ;  



Uzhhorod University Scientific Herald. Series Physics. Issue 24. – 2009 

 

 111 

( )

( )
( )∑

α αα

ααα

Ωγ

Ωυ+ω
+−=

ω∂

∂
=

pb
zm

m
imc

k

cim

D
C

,

2

,3
3

,3,3
2

3

,3

,1

/211 ; 
( )

( )
( )∑

α αα

ααα

Ωγ

Ωυ+ω
−=

ω∂

∂
=

pb
zm

m
imc

k

im

D
C

,

3
,3

3

,3,3
2

2
3

,3
2

,2

/31

2

1 ; 

( )
( ) ( ) ( ) ( )∑

α αα

αααα

αα

αα

α

α

αα

α

































ω+Ω

ωη+Ωυ









 υ
−

ω
−

ω+Ω

ωη+Ω

ω

Ω

Ωγ

ηη−ωω
=

pb

H

Hzz

H

H

e

m

im

iim

cc

ck

im

iim

imcm

e
C

,

2

,

2

2

,22,,

1

1

2

,

2

1

,11

1

1

2
3

22

213
2

,3

1

 

∑
α

α

αα

α

αα

α











 ωυ
−

γΩ

ω+υ

Ωγ

ω
=

pb
zz

e

m
c

kk

m

e

c
C

,

2

3,

2
,3

33
2
3,

3
3

4

2

,4 3
2

; ∑
α αα

α













Ωγ

ω
=

pb

e

m

k

m

e

c
C

,

3
,3

3

6

2

,5 ; 

1)/( ,1,11 ±==η mxmy iEE  – знаковая функция, которая характеризует поляризацию 

циркулярно-поляризованной волны сигнала; 1)/( ,2,22 ±==η mxmy iBB  – знаковая функция, 

которая характеризует направление вращения спирального Н-убитронного поля накачки; 

c  – скорость света; e  – заряд электрона; em  – масса электрона; индексом “b ”  характери-

зуем параметры пучка, индексом “ p ” – параметры плазмы; bz,υ  – средняя скорость элек-

тронов пучка; pz ,υ =0 – средняя скорость электронов плазмы; 2
, )/(1/1 cz αα υ−=γ ; 

αα υ−ω=Ω ,11,1 zk ; αα υ−=Ω ,2,2 zk ; αα υ−ω=Ω ,33,3 zk ; )/(0, cmeH eH αα γ=ω ; 

∫ −⋅=><
π

π

2

0
333 ))exp((...

2

1
... dpimpmp . 

_____________________________________________ 

 

 

Проанализируем коэффициент mC ,3  

этой системы. Видим, что для реализации 

параметрического резонанса необходимо, 

чтобы направление вращения вектора на-

пряженности электрического поля цирку-

лярно поляризованной электромагнитной 

волны сигнала совпадало с направлением 

вращения вектора индукции магнитного 

поля накачки. То есть направления вра-

щения векторов обеих волн должны быть 

направлены или по часовой стрелке, если 

смотреть вдоль вектора напряженности 

продольного магнитного поля, 

( 11 +=η , 12 +=η ), или против часовой 

стрелки ( 11 −=η , 12 −=η ). В противном 

случае mC ,3  будет равен нулю, влияние 

поперечных полей на продольные осцил-

ляции будет практически отсутствовать. 

Этот вывод полностью совпадает с выво-

дами общей теории по отношению к ре-

зонансной поляризации [1,2]. 

 

 

Анализ 

В системе, которая рассматривается, 

реализуется эффект плазма-пучковой не-

устойчивости. С математической точки 

зрения это означает, что некоторые реше-

ния дисперсионного уравнения для m -ой 
гармоники ВПЗ 

0),( 3,3,3 =ω′ mkD mm    (4) 

являются комплексными. То есть, полагая 

волновое число 3mk  действительным и 

известным, находим из соотношения (4) 

решения для частоты m,3ω′ , которые яв-

ляются комплексными 

mmm i Γ⋅−ω=ω′
,3,3 . (5) 

Здесь m,3ω – действительная часть ком-

плексной частоты m,3ω′ ; mΓ – инкремент 

нарастания m -ой гармоники волны ВПЗ. 
При этом, известно (см., например, [2]),  

303,3 / ω=υ≈ω mmk zm . (6) 
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То есть для действительной части ча-

стоты нарастающей волны ВПЗ закон ди-

сперсии является линейным. Именно это 

обуславливает интенсивное параметриче-

ское взаимодействие гармоник ВПЗ меж-

ду собой.  

С другой стороны, в условиях параме-

трического резонанса (1), а значит, и в 

полученной системе уравнений для амп-

литуд поля (3), используются действите-

льные значения частоты ВПЗ 3ω . Это 

приводит к тому, что в системе уравнений 

для амплитуд поля (3) дисперсионная фу-

нкция, которая зависит от действитель-

ных 3ω  и 3k , оказывается неравной нулю 

0),( 33,3 ≠ω mkmD m . Данное обстоятельс-

тво является характерным для систем, в 

которых реализуется неустойчивость 

(плазма-пучковая, двухпотоковая и про-

чие). Для более удобного анализа систе-

мы (3) преобразуем 0),( 33,3 ≠ω mkmD m , 

разложив выражение (4) в ряд Тейлора 

вблизи действительных значений 3ωm , 

3mk  
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Тогда система уравнений (3) принимает вид 
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Проанализируем систему (7). Рассмо-

трим простейший случай, когда в плазма-

пучковом супергетеродинном ЛСЭ реали-

зуется монохроматический режим работы 

( 1=N ). Ищем решение в виде 

)exp(~, 1,31,1 tEE zx α . Подставим этот вид 

решений в уравнения (7) и  получим для 

инкремента α  уравнение 
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Учтем, что инкремент нарастания плазма-

пучковой неустойчивости 1Γ  намного 

больше параметрического инкремента на-

растания parα  ( parα>>Γ1 ), и получим  
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Из соотношения (9) следует, что по 

математической структуре инкремент су-

пергетеродинного усиления α  совпадает 
с инкрементом [1], который получен в 

рамках модельной задачи без конкретиза-

ции механизма дополнительного усиле-

ния ВПЗ. 

Также видим, что при условии 

parα>>Γ1 , инкремент нарастания α  волн 

в системе практически совпадает с инк-

рементом нарастания плазма-пучковой 

неустойчивости 1Γ . Используя известное 

соотношение для 1Γ  в случае, когда 

pbzk ω=υ ,3 , (см., например, [2]) получим  

b

pb

γ⋅

ω⋅ω⋅
=Γ≈α

3

3/13/2

1
16

3
. (10) 

Ближайшим физическим аналогом ис-

следуемого явления является эффект су-

пергетеродинного усиления в двухпото-

ковых супергетеродинных лазерах на 
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свободных электронах [1]. Для иллюстра-

ции преимущества плазма-пучкового над 

двухпотоковым супергетеродинным ЛСЭ 

проведем сравнение полученного инкре-

мента нарастания α  с максимальным ин-
крементом нарастания эквивалентной 

двухпотоковой системы 2Γ  [1]: 

2/32
2 b

b

γ⋅

ω
=Γ . (11) 

Под эквивалентной двухпотоковой 

системой в этом случае понимаем систе-

му, в которой парциальный электронный 

пучок имеет такие же параметры, как и 

пучок в случае плазма-пучковой системы.  

Анализируя соотношение (10) и (11) 

можем сделать вывод, что инкремент на-

растания плазма-пучковой системы 1Γ  

является гораздо большим, чем для экви-

валентной двухпотоковой системы 2Γ . 

Для иллюстрации сказанного проведем 

численные оценки. Считаем, что 
1210~pω  с

-1
, 

910~bω  с
-1
, 2=γ . Исполь-

зуя соотношения (10), (11) получаем, что 
91044,3 ⋅=α  с

–1
, 8

2 1077,1 ⋅=Γ  с
–1
. Таким 

образом, инкремент нарастания в иссле-

дуемой системе гораздо больше (почти в 

20 раз!), чем в случае эквивалентной   

двухпотоковой системы. 

 

Выводы 

Таким образом, в работе построена 

квадратично-нелинейная теория плазма-

пучкового супергетеродинного лазера на 

свободных электронах с Н-убитронной 

накачкой с учетом мультигармоничного 

взаимодействия гармоник волн. Проведен 

анализ инкремента нарастания электрома-

гнитной волны сигнала. Выяснено, что 

исследуемые системы характеризуются 

существенно большими инкрементами 

нарастания, чем эквивалентные двухпо-

токовые системы. Показана перспектив-

ность использования данных систем для 

генерации мощного электромагнитного 

излучения в миллиметровом диапазоне.  
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A nonlinear quadratic theory of plasma-beam superheterodyne free electron laser 

with H-ubitron pumping is constructed. Multiharmonic interaction of waves is taken 

into account. The analysis of the growth increment for the signal electromagnetic 

wave is carried out. The systems  under consideration are shown to be promising for 

the generation of powerful electromagnetic radiation of the millimeter range. 
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