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ФРАКТАЛЬНИЙ ПІДХІД ДО ФОРМУВАННЯ 

НЕКРИСТАЛІЧНОГО СТАНУ  
 
На основі аналізу літературних першоджерел з дослідження некристалічних 

матеріалів та процесу переходу в некристалічний стан показана можливість 
фрактального підходу до їх опису. Обґрунтовано вивчення фрактальної структури з 
використанням системи динамічних нелінійних рівнянь, яка враховує потік від’ємної 
ентропії з оточуючого зовнішнього середовища та зміну частки атомів у м’яких 
конфігураціях. 
Ключові слова: фрактал, процеси самоорганізації, м’які атомні конфігурації, 

некристалічні тіла, дисипативні структури. 

 
Вступ 

 
У зв’язку із потребами різних 

областей сучасної техніки у створенні 
нових матеріалів з попередньо заданими 
властивостями значна увага фунда-
ментальних та прикладних досліджень 
прикута до вивчення взаємозв’язку 
структури та властивостей некристалічних 
напівпровідникових матеріалів, особли-
востей їх функціонування в приладах 
оптичної та електричної обробки 
інформації, голографії та космічної техні-
ки, біосумісних середовищах, інформацій-
них технологіях.  

В некристалічній системі, яка знахо-
диться в контакті з термостатом, статис-
тичні середні, які описують систему в 
цьому стані, можуть бути отримані в 
рамках концепції квазісередніх Боголюбо-
ва [1] або з використанням нерівноважного 
статистичного оператора (НСО) Зубарева 
[2]. Слід зазначити, що вільна енергія, 
ентропія некристалічних тіл (НКТ) не є 
функціями стану (як у рівноважному ви-
падку), оскільки залежать від зовнішнього 
контролюючого параметру q . Але, разом з 
тим, як показано Хакеном [3], вони можуть 
бути використані для опису поведінки 
сильно нерівноважних фрактальних сис-
тем, зокрема залежності від q , грунту-
ючись на формальній аналогії між нерівно-

важними перетвореннями та фазовими 
переходами 2-го роду [4]. В рамках даного 
підходу останнім часом активно розви-
ваються при дослідженні процесів само-
організації у нерівноважних системах 
методи символьної динаміки [5], алгорит-
мічної складності.  

Мета даної роботи – за результатами 
аналізу літературних даних з дослідження 
структури некристалічних матеріалів та 
процесу переходу в некристалічний стан 
показати можливість фрактального підхо-
ду до їх опису. Розглянути моделі не-
кристалічних тіл, їх будову та вплив 
технологічних факторів на структуру, 
дослідити температурну зміну частки 
атомів в м’яких конфігураціях в залежнос-
ті від швидкості охолодження, її взаємо-
зв’язок з фрактальною структурою та 
фрактальною розмірністю.  

 
1. Розгляд функціонального 

впорядкування некристалічних тіл 
 

В нерівноважному некристалічному 
стані для неадіабатичного процесу, в яко-
му одержують НКТ, кількість тепла dQ  з 
оточуючого середовища (термостату) рівна 

TdSdQ = . В цьому випадку необхідно 
врахувати потік від’ємної ентропії з 
оточуючого зовнішнього середовища 
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0)( ≤= qfdSe , де q  – зовнішній контро-

люючий параметр – швидкість зміни тем-

ператури. Кінетика зміни температури 
dt

dT  

системи визначається рівнянням, яке 
враховує процеси теплопровідності та 
теплообміну: 

 

        ( ) ( )TQgradTdiv
t

T
C −⋅=⋅ χ

∂
∂ρ ,      (1) 

 
де C , ρ  та χ  – теплоємність, густина і 
теплопровідність системи, )(TQ  – тепло-
обмін з оточуючим середовищем з коефі-
цієнтом теплообміну hη . Початкові та 

граничні умови: 

( ) 00,, TtzrT t == , ( ) 00
,, TtzrT rr == ,

( ) 0,0,, TtzrT dz == ,  

( ) ( ) ( )
0

0

),,,,(
,,

=
=

−=
zTSh

z

tzrTtzrT
z

tzrT η
∂

∂χ , 

( ) ( ) ( )
0

0
0

0

),,,,(
,,

=
=

−=
rTSh

r

tzrTtzrT
r

tzrT η
∂

∂χ .

  

Тут враховано, що зразок НКТ у вигляді 
циліндричного стержня радіусом 0r  та 

довжиною d  розташовано вздовж осі z , 

TST  – температура термостату (рис. 1). 

Одержання НКТ охолодженням з 
розплаву є сукупністю складних фізико-
хімічних процесів, які протікають в сильно 
нерівноважних умовах [6]. Нерівноваж-
ність системи обумовлена градієнтом тем-
ператур між охолоджуванoю поверхнею та 
оточуючим середовищем (термостатом). 
Перехід в некристалічний стан відбуваєть-
ся при швидкостях охолодження системи 

cq
dt

dT
q ≥= , де cq  – гранична швидкість 

охолодження, при якій в системі не утво-
рюється ні одного здатного до росту 
зародку кристалічної фази [6]. 

 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

 
Згідно співвідношення Ареніуса [7], 

характерний період утворення кристаліч-
ного зародку 

 

            






=
RT

Laexp0ττ ,  (2) 

 

 
де aL – енергія активації кристалізації, R –

універсальна газова постійна. Продиферен-
ціювавши ліву та праву частини у 
співвідношенні по часу, отримуємо 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 








−=
RT

L

L

RT
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dT a

a

exp
1 2

0τ
. 

 

Гранична швидкість охолодження може 
бути визначена як гранична швидкість при 
температурі кристалізації mTT =  і рівна 
 

              







−=

m

a

a

m
c RT
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L
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q exp

0

2

τ
.         (3) 

 

Розподіл температури ),( zrT  та 

Рис. 1. Формування некристалічного стану в процесі охолодження. 
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швидкості її зміни dtzrdT /),(  можна 
отримати згідно рівняння (3) використо-
вуючи чисельні методи з врахуванням 
теплофізичних характеристик матеріалу та 
конкретних умов теплообміну, які відпові-
дають методу одержання скла [8], а також 
значень технологічних параметрів процесу 
гартування та розмірів отримуваного 
матеріалу НКТ. Розрахунок суттєво 
ускладнюється при врахуванні стану 
охолоджуваної поверхні (наявність випад-
кових забруднень або окислів), що впливає 
на процес теплообміну. Вплив відповідних 
факторів можна врахувати введенням при 
теоретичному розгляді феноменологічного 
коефіцієнту теплообміну hη , який визна-

чається на основі експериментальних 
досліджень при різних технологічних умо-
вах одержання і має певний характерний 
для вибраного методу одержання діапазон 
значень [8]. 

Використовуючи визначення коефіці-

єнта температуропровідності )( CaT ρ
χ= , 

приведеного коефіцієнта теплопередачі 
)/( Cda h ρηη =  [9], в одномодовому набли-

женні [9] перепишемо рівняння (3) 
наступним чином: 

 

( )TTa
L

T
a

t

T
TST −+−= η

χ∂
∂

2
, 

 

де χL – характерний масштаб 

теплопровідності. 
Характерні інтервали часу зміни 

температури T  системи в процесі 
охолодження задовільняють нерівності 

expttT << , де 
T

T a
L

t
2
χ=  – характерний час 

зміни температури, обумовлений темпера-
туропровідністю. Згідно визначення кіне-

матичної в’язкості ρ
ην viscosity=  та 

задаючи час релаксації стану системи 

Gtrel
viscosityη=  і швидкість звуку 

ρ
G

M
zfaS f == 2

2
0 , де viscosityη – 

в’язкість, G  – модуль зсуву, умова 

expttT <<  і expttrel ≈  набуває вигляду 

2
f

T
TT S

ata ν<< . 

 

Оскільки характерний просторовий 

розмір теплопровідності TT taL =χ , то 

умова expttT <<  означає, що χL  повинно 

бути меншим за величину 
f

T

S
a

L
ν= . 

Фізичний зміст цієї нерівності виражається 
гідродинамічним співвідношенням [10] 

12 <<kT tt ωε , згідно з яким значення добут-

ку часу теплопровідності Tt  і конвекції εt  

значно менше квадрату оберненої частоти 
звуку kω  (тут було враховано, що 

1,,,1 221 =≈=≈ −
krelfk kSkkL ωττωντ εε , k – 

хвильовий вектор [9]). Для НКТ систем 
)(SeSAs −  при характерних значеннях па-

раметрів ( ссмS f /105≈ , 3)5.43( −⋅÷≈ смгρ , 
11)9.05.0( −− ⋅⋅÷≈ КгДжС , 

)/()1010( 23
смКВт ⋅÷≈ −−χ , 

)/()1010( 223
КсмВтh ⋅÷≈ −−η , 

сcмaT /)106104.2( 224 −− ⋅÷⋅≈ , 

сcм /)1010( 21411 ÷≈ν  [10-12]) отримуємо 

23 1010 −− ÷≈L
Lχ . Отже, умова 1<<L

Lχ  

виконується для НКТ систем )(SeSAs − .  
 

2. Самоузгоджена система рівнянь та 
дисипативні структури некристалічних 

структур 
 

Проаналізуємо кінетику зміни пара-
метрів системи – частки атомів у м’яких 
конфігураціях σ , приведених середньо-
квадратичних зміщень атомів вздовж 
зв’язку ly  та в нормальному до нього 

напрямку ty  у сильно нерівноважних умо-

вах. Параметри системи tl yy ,,σ  визна-

чають особливості поведінки структурно-
чутливих властивостей НКТ [11]: модуля 

зсуву 






≈ ty , величини деформації 








≈ ly , середнього порядку 






≈ σ . 

Розклавши F  в ряд по степенях відхилен-
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ня системи від стану рівноваги та 
обмежуючись першими членами розкладу, 

маємо: 

 

kkji
lkji

ijklkji
kji

ijkji
ji

ij bcaFF ηηηηηηηηη ∑∑∑ +++=
,,,,,,

0 4

1

3

1

2

1
,   (4) 

 

де введено такі позначення: 
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1
 та враховано, що 

0
 =








ei

F

∂η
∂

 (індекс "e" відповідає 

рівноважному стану). Оскільки, як показує 
чисельний аналіз, квадратичні та вищого 
порядку члени розкладу F  по yη  незначні 

( 96 1010 −− ÷≈ ) порівняно з 3η  ( 210−≈ ) та 
4η ( 310−≈ ), то в розкладі (4) можна 

обмежитись квадратичними по 
lyη  та 

tyη  

членами: 

43

,
0 432

1 ηηηη bc
aFF ji

ji
ij +++= ∑ .     (5) 
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e
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1
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На основі (5), ми отримуємо: 

.

 ,

,

332313
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З метою опису кінетики зміни пара-
метрів порядку скористаємось рівнянням 

Ландау–Халатнікова [2] 







−=

i

 

 ∂η
∂γ

∂
∂η F

t i
i , 

яке дозволяє перейти у співвідношеннях 
(6) до наступної системи нелінійних кіне-
тичних рівнянь: 

.

 ,

,

3323133

2322122

32
1312111

tl

t

tl

l

yy
y
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y

y

aaa
t

aaa
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bcaaa
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∂η
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ηηηηη
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  (7) 

 

Перші члени в рівняннях (7) опи-
сують дисипативний процес релаксації 
частки атомів у м’яких конфігураціях, 
деформації та зсуву до рівноважного 
значення з часом релаксації 1−= ijij aτ , другі 

члени – визначають процес взаємодії 
колективних мод [12].  

Скористаємось принципом фракталь-
ної ієрархії часових масштабів М.М. Бого-
любова [1] та підпорядкування мод Приго-
жина для сильно нерівноважних систем 
[4]. Характерні інтервали часу зміни поля 
деформацій та міжатомної відстані систе-
ми в процесі охолодження задовільняють 
нерівностям exptt

ty << , exptt
ly <<  та 

expttrel ≈ , locyy ttt
tl

≤,  і завжди виконують-

ся, оскільки ctt
tl yy

1210, −≈  [11]. Врахо-

вуючи наведені вище оцінки, можемо 
наближено вважати 
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Це дозволяє скоротити число параметрів 

порядку: ηη 
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 і 

розглядати температурне поле, поля 
деформацій та зсуву атомів самоузгодже-
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ними з полем розподілу по м’яких атомних 
конфігураціях та записати (7) у вигляді: 
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32
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Обмежимось у даному випадку 
розглядом зовнішнього керуючого пара-
метру – швидкості охолодження: 

)(qfdSe = . Тоді коефіцієнти розкладу є 

функціями температури, тиску та керуючо-
го параметру – швидкості охолоджен-
ня: ( )qPTaa ,, 00 = . Оскільки в стані рівно-

ваги 0,0dS ,0 2
e >== FF δδ  та 0=η , 

то, для виконання цього коефіці-
єнт ( )qPTa ,, 0  повинен бути додатнім, тоб-

то ( )a T P q0 0, , > . У нерівноважному стані 

0≠Fδ , 0≤edS , 0≠η  та ( ) 0,,0 <qPTa . 

Стаціонарні стани з відмінним від нуля па-

раметром порядку 
b

bacc

6

442 0
2 −±−

=η  

реалізуються при ( ) 0,,0 <qPTa . Отже, при 

переході в нерівноважний стан з відмінним 
від нуля параметром порядку коефіцієнт 
розкладу ( ) 0,,0 =ccc qPTa . При цьому 

також повинні виконуватись умови: 
( ) ( ) 0,,b ,0,, >= cccccc qPTqPTc , так як при 

підході до точки ccc qPT ,,  з боку рівноваж-

ного стану повинна бути позитивно 
визначеною формою друга похідна. Таким 
чином, в процесі охолодження розплаву та 
при переході в склоподібний стан величи-
на ( )ccc qPTa ,,0  може бути апроксимована 

виразом:

( ) ( )
c

c
ccc q

qq
qqaqPTa

−
=⋅−= ~ ),~arctan(ln~,, 00 ,    (8)

яке переходить в ( ) qaqPTa ccc
~,, 00 −≈  при 

1~ <<q  (рис. 2). В (8) використовується 

приведена до критичної cq  швидкість, яка 

визначається з умови (7) і залежить від 
характеристик системи, зокрема характеру 
міжатомної взаємодії. Головний акцент в 
запропонованому підході зроблено на 
спільних рисах переходу в некристалічний 
стан, а саме на дослідженні впливу 
нерівноважності на формування неодно-

рідних фрактальних структур. З цією 
метою і розглядається приведена швид-
кість q~ , яка не залежить від типу хімічно-
го зв’язку. Слід відмітити, що характер 

залежностей edSqPTa ),,,(0  корелює з 

емпіричним співвідношенням Адама-Гібса 
для зміни конфігураційної ентропії: 

41.0, =












 −
≈∆ β

β

g

g
c T

TT
S  [7]. 
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Отже, на основі співвідношень  
(3)–(8), ми отримуємо наступну самоузго-
джену систему рівнянь відносно частки

атомів у м’яких атомних конфігураціях, 
середньоквадратичних зміщень αα

lD  та 
αα
tD : 

 

( ) ( ) ( )  ,,~~
32

32
01

t

t

l

l

y

y

t
y

y

l yFyFbcqaF
τ
η

τ
η

ηηησ ==++−= .   (9) 

 

Тут функції ( ) ( ) ( ) ,, 321 tl yFyFF σ  визна-

чається згідно рівнянь (3). Дана само-
узгоджена система рівнянь (9) дає 
можливість дослідити динамічну стійкість 
та температурну поведінку системи при 
нерівноважних ( )0≠q  фазових перетво-
реннях, використовуючи результати розра-
хунку, які отримані для рівноважних 
перетворень ( )0=q .  

Розв’язок отриманої системи рівнянь

(9) проведено чисельно з використанням 
ітераційної процедури [11] в середовищі 
Delphi. Результати розрахунку температур-
ної залежності частки атомів у м’яких 
атомних конфігураціях у випадку різних 
швидкостей охолодження, приведених 
середньоквадратичних зміщень атомів 
вздовж зв’язку ly  та нецентральної 

взаємодії ty  у випадку різних швидкостей 

охолодження буде представлено в наступ-
ній статті. 

 
Рис. 3. Візуальний інтерфейс програми розрахунку самоузгодженої системи рівнянь (9) в середовищі Delphi. 

 

Висновки 
 

На основі аналізу літературних 
першоджерел з дослідження некриста-
лічних матеріалів та процесу переходу в 
некристалічний стан проаналізовано моде-
лі некристалічних тіл, їх будову та вплив 
технологічних   факторів.    Обґрунтовано  

 
можливість фрактального підходу до 
формування некристалічних тіл, отриманих 
через процеси самоорганізації. Показано 
опис фрактальної структури з використан-
ням системи динамічних рівнянь, яка 
враховує потік від’ємної ентропії з 
оточуючого зовнішнього середовища.
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FRACTAL APPROACH TO NON-CRYSTALLINE STATES  
 
 

Based on the analysis of literary sources for the study of non-crystalline materials and the 
transition to non-crystalline state of the possibility fractal approach to describe them. Shows 
a description of the fractal structure using the system dynamic equations, which takes into 
account the flow of negative entropy of the surrounding environment. 

Keywords: fractal, self-organization processes, soft atomic configurations, non-
crystalline materials, the dissipative structures. 
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М.И. Марьян, Н.В. Юркович 
Ужгородский национальный университет, 88000, Ужгород, ул. Волошина, 54 

 
ФРАКТАЛЬНЫЙ ПОДХОД К ФОРМИРОВАНИЮ 

НЕКРИСТАЛЛИЧЕСКОГО СОСТОЯНИЯ 
 

На основе анализа литературных первоисточников по исследованию 
некристаллических материалов и процесса перехода в некристаллическое состояние 
показана возможность фрактального подхода к их описанию. Обосновано изучение 
фрактальной структуры с использованием системы динамических нелинейных 
уравнений, которая учитывает поток отрицательной энтропии из окружающей 
внешней среды и изменение части атомов в мягких конфигурациях. 
Ключевые слова: фрактал, процессы самоорганизации, мягкие атомные 

конфигурации, некристаллические тела, диссипативные структуры. 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


