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ÌÀÊÑÈÌIÇÀÖI� ÎÏÓÊËÎ� ÔÓÍÊÖI� ÍÀ ÌÍÎÃÎÃÐÀÍÍÈÊÓ

The article deals with finding of the local maximum of a convex continuously differentiable function
in the compact polyhedral set

Â ñòàòòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ îäèí ç ñïîñîáiâ âiäøóêàííÿ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó îïóêëî¨ íåïåðåðâíî
äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨ íà êîìïàêòíié áàãàòîãðàííié ìíîæèíi

Âiäîìî, ùî ñêëàäíiñòü çàäà÷i íåëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ íå
÷èñëîì îáìåæåíü, ùî ìîæå áóòè çâåäåíå äî îäíîãî åêâiâàëåíòíèìè ïåðåòâî-
ðåííÿìè. Îñíîâíèé âïëèâ íà âèáið ñïîñîáó ðîçâ'ÿçóâàííÿ ìàþòü âëàñòèâîñòi
öiëüîâî¨ ôóíêöi¨ i ôóíêöié îáìåæåíü. Áiëüøiñòü îá÷èñëþâàëüíèõ ìåòîäiâ äëÿ
ÍÏ�çàäà÷ [1, 4], ÿêi ìàþòü âiäìiííi âiä ãëîáàëüíîãî åêñòðåìóìó îïòèìóìè, äî-
çâîëÿþòü çíàéòè ñàìå òî÷êó ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó
âîíè íå äàþòü ìîæëèâîñòi âñòàíîâèòè, ÷è ñïiâïàäà¹ çíàéäåíèé îïòèìóì ç ãëî-
áàëüíèì, ïðîòå ¹ êîðèñíèìè íà ïðàêòèöi.

Ó äàíié ñòàòòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ìàêñèìiçàöi¨ îïóêëî¨ ôóíêöi¨ f(x) ∈ C1

íà îáìåæåíié íåïîðîæíié ìíîæèíi, çàäàíié ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ íåðiâíîñòåé ïðè
íåâiä'¹ìíèõ çìiííèõ:

f(x) → max, x ∈ X. (1)

Ìíîæèíó äîïóñòèìèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (1)(îïóêëèé ìíîãîãðàííèê) ìîæíà
ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

X = {x ∈ Rn|Ax ≤ b, x ≥ 0},
äå b = (b1, . . . , bm) ∈ Rm, A - ìàòðèöÿ ðîçìiðíîñòi m× n.

Ïiñëÿ ââåäåííÿ äîïîìiæíèõ çìiííèõ îòðèìà¹ìî åêâiâàëåíòíó (1) çàäà÷ó:

f(x) → max,
n∑

j=1

aijxj + xn+i = bi, i = 1,m,

xj ≥ 0, j = 1, n + m.

(2)

Íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíó ðàçîì ç âñiìà ñâî¨ìè ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äî
k, k ≥ 1 ïîðÿäêó âêëþ÷íî ôóíêöiþ n çìiííèõ y = g(x1, x2, . . . , xn) â äåÿêîìó
îêîëi òî÷êè x0 = (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n) ìîæíà ïðåäñòàâèòè çà ôîðìóëîþ Òåéëîðà:

4y = g(x0
1 +4x1, . . . , x

0
n +4xn)− g(x1, x2, . . . , xn) =

k−1∑
i=1

1

i!
[(x1 − x0

1)
∂

∂x1

+ · · ·+ (xn − x0
n)

∂

∂xn

]ig(x0) + Rk−1(4x), (3)
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äå

Rk−1(4x) =
1

(k)!
[(x1 − x0

1)
∂

∂x1

+ · · ·+

(xn − x0
n)

∂

∂xn

]kg(x0
1 + θn(x1 − x0

1), . . . , x
0
n + θn(xn − x0

n)),

0 < θn < 1,4x = (x1 − x0
1, x2 − x0

2, . . . , xn − x0
n).

Ââàæàþ÷è çàëèøêîâèé ÷ëåí ôîðìóëè Òåéëîðà ìàëèì ïðè íåâåëèêèõ âiä-
ñòàíÿõ ìiæ x i x0, ìè ìîæåìî íå âðàõîâóâàòè éîãî i, òèì ñàìèì, îòðèìó¹ìî
íàáëèæåíó ôîðìóëó

g(x) ≈ g(x0) +
n∑

i=1

1

1!

∂g

∂xi

(x0)(xi − x0
i )+

+
n∑

i1=1

n∑
i2=1

1

2!

∂g2

∂xi1∂xi2

(x0)(xi1 − x0
i1
)(xi2 − x0

i2
) + · · ·+

+
n∑

i1=1

n∑
i2=1

. . .

n∑
ik

1

k!

∂gk

∂xi1∂xi2 . . . ∂xik

(x0)(xi1 − x0
i1
)(xi2 − x0

i2
) · · · (xik − x0

ik
),

ÿêà ìiñòèòü ëèøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ g(x) i ¨¨ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, îá÷èñëåíèõ â
òî÷öi x0. Ïðè k = 1 îòðèìó¹ìî ëiíiéíå íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ g(x) (íåâàæêî áà-
÷èòè, ùî ïðàâà ÷àñòèíà ñïiâïàäà¹ ç ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ, ãðàôiêîì ÿêî¨ ñëóæèòü
äîòè÷íà ïëîùèíà, ïðîâåäåíà â x = x0 äî ãðàôiêà ôóíêöi¨ y = g(x) ):

g(x) ≈ g(x0) +
n∑

i=1

1
1!

∂g
∂xi

(x0)(xi − x0
i ).

Ç óçàãàëüíåííÿ ôîðìóëè (3) âèïëèâà¹, ùî ÿêùî ôóíêöiÿ âèçíà÷åíà i íå-
ïåðåðâíà ðàçîì ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïîðÿäêó k â îïóêëié îáëàñòi, òî äëÿ
áóäü-ÿêèõ äâîõ òî÷îê x0 i x0 +4x0 ç öi¹¨ îáëàñòi ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Òåéëîðà
(2) [3].

Íåõàé âiäîìèé ïî÷àòêîâèé áàçèñíèé äîïóñòèìèé ðîçâ'ÿçîê x0 çàäà÷i (2), äëÿ
ÿêîãî ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà ïåðøîãî ñòåïåíÿ, ïîáóäîâàíèé â öié òî÷öi äëÿ ôóíêöi¨
f(x) íå ¹ ñòàëèì. Òîäi ¨¨ ðîçâ'ÿçîê ìîæíà çíàéòè çà òàêîþ ñõåìîþ:

Êðîê 1. Îá÷èñëþ¹ìî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f(x0). Â òî÷öi x0 äëÿ f(x) áóäó¹ìî
ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà ïåðøîãî ñòåïåíÿ P1(x, x0) i ïåðåõîäèìî äî çàäà÷i

P1(x, x0) → max, (4)

Ax = b,
x ≥ 0.

Âèêîíó¹ìî êðîê 2.
Êðîê 2. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i (4) çàñòîñîâó¹ìî ñõåìó ñèìïëåêñ�àëãîðèòìó,

ïîêè íå îòðèìà¹ìî îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê. Ùîá ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âií ¹ îïòè-
ìàëüíèì äëÿ çàäà÷i (2), çäiéñíþ¹ìî ïåðåáið ñóñiäíiõ âåðøèí ìíîãîãðàííèêà äî
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òèõ ïið, ïîêè íå çíàéäåìî òî÷êó x1, â ÿêié çíà÷åííÿ f(x1) > f(x0). ßêùî òà-
êî¨ òî÷êè íåìà¹, òîäi òî÷êà x0 ¹ òî÷êîþ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó ôóíêöi¨ f(x),
iíàêøå ïîêëàäà¹ìî x0 = x1 i ïåðåõîäèìî äî êðîêó 1.

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1) äîñÿãà¹òüñÿ íà ìíîæèíi êðàéíiõ òî÷îê, îñêiëüêè ÿêùî
X � êîìïàêòíà ìíîãîãðàííà ìíîæèíà â Rn, à ôóíêöiÿ g : Rn → R � êâàçiîïóêëà
òà íåïåðåðâíà íà X, òî ñåðåä ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i

g(x) → max, x ∈ X
îáîâ'ÿçêîâî iñíó¹ êðàéíÿ òî÷êà x̄.

Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, â [2]. Íàãàäà¹ìî,
ùî ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà íà îïóêëié ïiäìíîæèíi Rn, íàçèâà¹òüñÿ êâàçiîïóêëîþ
àáî óíiìîäàëüíîþ, ÿêùî âñi ¨¨ ìíîæèíè Ëåáåãà

Xβ = {x ∈ X|g(x) ≤ β }
îïóêëi. Äëÿ îïóêëèõ ôóíêöié âñi ìíîæèíè Ëåáåãà îïóêëi, îòæå îïóêëi ôóíêöi¨
¹ êâàçiîïóêëi.

Äëÿ iëþñòðàöi¨ ðîçðîáëåíîãî àëãîðèòìó ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó çàäà÷ó.
Ïðèêëàä. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

f(x1, x2, x3) = 6x2
1 + x3

2 + 6x2
3 + 12x1 − 8x2 → max,

x1 + x2 ≤ 2,

x1 + x2 + x3 ≤ 3,

xi ≥ 0, i = 1, 2, 3.

Ìíîæèíà X (ìàë.1) äîïóñòèìèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i ¹ íåïîðîæíüîþ, ðàíã ìà-
òðèöi îáìåæåíü äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi îáìåæåíü, öiëüîâà ôóíêöiÿ îïóêëà, îòæå
äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i çàñòîñó¹ìî çàïðîïîíîâàíèé âèùå àëãîðèòì.

Ñïî÷àòêó çâîäèìî äàíó çàäà÷ó äî âèãëÿäó (2).

f(x1, x2, x3) = 6x2
1 + x3

2 + 6x2
3 + 12x1 − 8x2 → max,

x1 + x2 + x4 = 2,

x1 + x2 + x3 + x5 = 3,

xi ≥ 0, i = 1, 2, 3, 4, 5.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç IB0 = {2, 5}, IN0 = {1, 3, 4} � ìíîæèíó iíäåêñiâ âiäïîâiäíî
áàçèñíèõ i íåáàçèñíèõ çìiííèõ; x0 =

(
0, 2, 0, 0, 1

)T � áàçèñíèé äîïóñòè-
ìèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i; f(x0) = −8.

Â òî÷öi x0 áóäó¹ìî ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà P1(x, x0) = 12x1 + 4x2 − 16 i ðîçâ'ÿ-
çó¹ìî çàäà÷ó

P1(x, x0) = 12x1 + 4x2 − 16 → max,

x1 + x2 + x4 = 2,

x1 + x2 + x3 + x5 = 3,

xi ≥ 0, i = 1, 2, 3, 4, 5.

Ãåîìåòðè÷íî P1(x, x0) ¹ äîòè÷íîþ ïëîùèíîþ äî ãðàôiêà ïîâåðõíi ðiâíÿ ôóíêöi¨
f(x) â òî÷öi x0(ìàë.2).
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Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Âåêòîð âiäíîñíèõ îöiíîê ∆T
N0
≤ 0. Âèêîíàâøè îäíó ñèìïëåêñíó iòåðàöiþ îòðè-

ìà¹ìî x1 =
(

2, 0, 0, 0, 1
)T , IB1 = {1, 5}, IN1 = {2, 3, 4}, f(x1) = 48.

Áóäó¹ìî ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà P1(x, x1) = 36x1− 8x2− 24 i ðîçâ'ÿçó¹ìî çàäà÷ó
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P1(x, x1) = 36x1 − 8x2 − 24 → max,

x1 + x2 + x4 = 2,

x1 + x2 + x3 + x5 = 3,

xi ≥ 0, i = 1, 2, 3, 4, 5.

Âåêòîð âiäíîñíèõ îöiíîê ∆T
N1
≥ 0. Øóêà¹ìî ñåðåä ñóñiäíiõ x1 êðàéíiõ òî÷îê

òî÷êó x2, â ÿêié f(x2) > f(x1). Ââiâøè â áàçèñ çìiííó x3 i âèâiâøè x5 îòðèìà¹ìî
x2 =

(
2, 0, 1, 0, 0

)T , IB2 = {1, 3}, IN2 = {2, 5, 4}, f(x2) = 54.
Poçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó

P1(x, x2) = 36x1 − 8x2 + 36x3 − 54 → max,

x1 + x2 + x4 = 2,

x1 + x2 + x3 + x5 = 3,

xi ≥ 0, i = 1, 2, 3, 4, 5.

Âåêòîð âiäíîñíèõ îöiíîê ∆T
N2
≥ 0. Ïîðiâíÿâøè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f(x2) iç çíà-

÷åííÿìè f(x) ó âñiõ ñóñiäíiõ x2 êðàéíiõ òî÷êàõ, îòðèìà¹ìî, ùî îïòèìàëüíèìè
ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷i ¹ òî÷êè x2 =

(
2, 0, 1, 0, 0

)T i x3 =
(

0, 0, 3, 2, 0
)T .
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