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ÑÒÀÖIÎÍÀÐÍI ÒÎ×ÊÈ ÒÂÅÐÄÎÃÎ ÒIËÀ Ç ÂIÁÐÓÞ×ÎÞ
ÒÎ×ÊÎÞ ÇÀÊÐIÏËÅÍÍß

A problem on rigid body motions around pinning point that execute quasi-periodic oscillations with
high frequency and with small amplitude is considered. An explicit form of vibration forces poten-
tial and bifurcational parameter are discovered. The stationary points dependent on bifurcational
parameter of time-averaged system potential are find.

Ó ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ïðî ðóõ âàæêîãî òâåðäîãî òiëà íàâêîëî òî÷êè çàêðiïëåííÿ,
ÿêà çäiéñíþ¹ êâàçiïåðiîäè÷íi êîëèâàííÿ âèñîêî¨ ÷àñòîòè i ìàëî¨ àìïëiòóäè. Çíàéäåíî ÿâíèé
âèãëÿä ïîòåíöiàëó âiáðàöiéíèõ ñèë, âèäiëåíî áiôóðêàöiéíèé ïàðàìåòð, âiä ÿêîãî çàëåæèòü
ïîòåíöiàë. Âèçíà÷åíi ñòàöiîíàðíi òî÷êè ïîòåíöiàëó óñåðåäíåíî¨ çà ÷àñîì ñèñòåìè â çàëåæíîñòi
âiä çíà÷åííÿ áiôóðêàöiéíîãî ïàðàìåòðà.

Âñòóï. Òåîðiÿ òâåðäîãî òiëà âèâ÷à¹ çàäà÷i ïðî ðóõ âàæêîãî òâåðäîãî òiëà
íàâêîëî íåðóõîìî¨ òî÷êè òà ñïîðiäíåíi ç íèìè ïðîáëåìè. Âñi íåîáõiäíi âiäîìîñòi
ïðî ðîçâ'ÿçàíi çàäà÷i, âiäêðèòi ïðîáëåìè i ñó÷àñíèé ñòàí òåîði¨ òâåðäîãî òiëà
ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, â [1�4].

Ðîçóìiííÿ ðåçóëüòàòiâ À. Ïóàíêàðå ïðî íåiíòåãðîâíiñòü òèïîâî¨ ãàìiëüòî-
íîâî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ïðèçâåëî äî ðîçðîáêè íîâèõ ìåòîäiâ, çîêðåìà, òåîði¨
çáóðåíü: ìåòîä óñåðåäíåííÿ, ÊÀÌ-òåîðiÿ òà ií.

Ïî÷àòîê äîñëiäæåííÿì âïëèâó âèñîêî÷àñòîòíèõ êîëèâàíü ìàëî¨ àìïëiòóäè
íà ñèñòåìè ìåõàíi÷íîãî òèïó ïîêëàâ Ì.Ì. Áîãîëþáîâ ñâî¹þ ðîáîòîþ ïðî ìà-
ÿòíèê ç âiáðóþ÷îþ òî÷êîþ ïiäâiñó [5]. Âïëèâ âèñîêî÷àñòîòíèõ êîëèâàíü ìàëî¨
àìïëiòóäè íà ñèñòåìè ìåõàíi÷íîãî òèïó (çâ'ÿçíi ìàÿòíèêè, ñôåðè÷íi ìàÿòíèêè
òà ií.) ðîçãëÿäàëèñü â [6]. Ñëiä ïiäêðåñëèòè, ùî ðåçóëüòàò Ì.Ì. Áîãîëþáîâà
ïðî ñòàáiëiçàöiþ âåðõíüîãî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè çà ðàõóíîê âèñîêî÷àñòîòíèõ
ïåðiîäè÷íèõ êîëèâàíü òî÷êè ïiäâiñó ñòîñó¹òüñÿ âèïàäêó, êîëè â ñèñòåìi íàÿâíå
òåðòÿ. Â iäåàëüíié ñèñòåìi áåç òåðòÿ ñòðîãå îá ðóíòóâàííÿ ïîäiáíîãî òâåðäæå-
ííÿ âèìàãà¹ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ ÊÀÌ-òåîði¨.

Ó äàíié ðîáîòi äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à ïðî ðóõ âàæêîãî òâåðäîãî òiëà íàâêî-
ëî òî÷êè çàêðiïëåííÿ, ÿêà çäiéñíþ¹ âèñîêî÷àñòîòíi êâàçiïåðiîäè÷íi êîëèâàííÿ
ìàëî¨ àìïëiòóäè. Äëÿ óñåðåäíåíî¨ çà ÷àñîì ñèñòåìè âèçíà÷àþòüñÿ ñòàöiîíàðíi
òî÷êè i âñòàíîâëþ¹òüñÿ ¨õ çàëåæíiñòü âiä áiôóðêàöiéíîãî ïàðàìåòðà.

1. Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè òà ïîïåðåäíi ïåðåòâîðåííÿ. Áóäåìî ðîçãëÿ-
äàòè çàäà÷i ïðî ðóõ âàæêîãî òâåðäîãî òiëà íàâêîëî òî÷êè çàêðiïëåííÿ, ÿêà çäié-
ñíþ¹ êâàçiïåðiîäè÷íi êîëèâàííÿ âèñîêî¨ ÷àñòîòè i ìàëî¨ àìïëiòóäè. Âèâ÷àòè-
ìåìî âèïàäîê, êîëè ðàäióñ-âåêòîð òî÷êè çàêðiïëåííÿ çìiíþ¹òüñÿ çà çàêîíîì
r=εα

( t

ε

)
l, äå l ∈ R3 � ñòàëèé âåêòîð îäèíè÷íî¨ äîâæèíè, α : R→ R � êâàçiïå-

ðiîäè÷íà ôóíêöiÿ, ε � ìàëèé ïàðàìåòð (0 < ε¿ 1). Öÿ çàäà÷à ¹ óçàãàëüíåííÿì
çàäà÷i ïðî ìàÿòíèê ç âiáðóþ÷îþ òî÷êîþ ïiäâiñó äîñëiäæåíî¨ Ì.Ì. Áîãîëþáî-
âèì [7].

Íåõàé D ⊂ R3 � îáëàñòü, ÿêó çàéìà¹ òiëî â ðóõîìîìó ïðîñòîði, æîðñòêî
çâ'ÿçàíîìó ç òiëîì, i ïî÷àòîê êîîðäèíàò ðóõîìîãî ïðîñòîðó çíàõîäèòüñÿ â òî-
÷öi çàêðiïëåííÿ. Ïîëîæåííÿ òiëà â íåðóõîìîìó ïðîñòîði â êîæåí ìîìåíò ÷àñó
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t îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ îðòîãîíàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì Qt ∈ SO(3) � åëåìåí-
òîì ãðóïè îáåðòàíü ïðîñòîðó R3. Îòæå, ÿêùî R ∈ D � ðàäióñ-âåêòîð äåÿêî¨
òî÷êè òâåðäîãî òiëà â ðóõîìîìó ïðîñòîði, òî ¨¨ ðàäióñ-âåêòîð â íåðóõîìîìó
ïðîñòîði � r = QtR + εα

( t

ε

)
. Ç îãëÿäó íà öåé ôàêò áóäåìî òðàêòóâàòè äîñëi-

äæóâàíèé ìåõàíi÷íèé îá'¹êò ÿê ñèñòåìó ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê, íà ÿêi íàêëàäåíî
íåñòàöiîíàðíi â'ÿçi âèãëÿäó

r = QR + εα
( t

ε

)
, (1)

äå Q ∈ SO(3) � òî÷êà êîíôiãóðàöiéíîãî ïðîñòîðó, R ∈ D � ðàäióñ-âåêòîð, ùî
íóìåðó¹ òî÷êè ñèñòåìè.

Êiíåòè÷íà åíåðãiÿ ñèñòåìè òî÷îê ç â'ÿçÿìè (1) � öå ôóíêöiÿ íà äîòè÷íîìó
ðîçøàðóâàííi TSO(3), ÿêà ìà¹ âèãëÿä

1

2

∫

D

ρ(R)
∥∥∥Q̇R + α̇

( t

ε

)∥∥∥
2

dR, (2)

äå ρ(·) � ãóñòèíà òiëà, Q̇ ∈ TQSO(3) � ïîçíà÷åííÿ äëÿ äîòè÷íîãî âåêòîðà â òî÷öi
Q, α̇(s) =

dα(s)

ds
, ‖ · ‖ � åâêëiäîâà íîðìà, ïîðîäæåíà ñòàíäàðòíèì ñêàëÿðíèì

äîáóòêîì â ïðîñòîði R3, ÿêèé áóäåìî ïîçíà÷àòè îïåðàöi¹þ "•".
ßê âiäîìî [1], îïåðàòîð Q−1Q̇ ¹ êîñîñèìåòðè÷íèì i iñíó¹ ¹äèíèé âåêòîð

Ω = Ω(Q̇) � âåêòîð êóòîâî¨ øâèäêîñòi â òiëi òàêèé, ùî äëÿ êîæíîãî R ∈ R3

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü Q−1Q̇R = [Ω, R], äå [·, ·] � îïåðàöiÿ âåêòîðíîãî äîáóòêó â
òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði. Çàóâàæèìî, ùî ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó Q ∈ SO(3)
âiäîáðàæåííÿ Ω : TQSO(3) 7→ R3 (Q̇ 7→ Ω(Q̇)) ¹ ëiíiéíèì içîìîðôiçìîì.

Çâàæàþ÷è íà òå, ùî äî ëàãðàíæiàíà ñèñòåìè ìîæíà äîäàâàòè äîâiëüíó ôóí-
êöiþ, ÿêà çàëåæèòü ëèøå âiä ÷àñó t, çàìiñòü ôóíêöi¨ êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ (2) ìîæíà
âçÿòè ôóíêöiþ

K =
1

2

∫

D

ρ(R)
∥∥[Ω, R]

∥∥2
dR+

∫

D

ρ(R)α̇
( t

ε

)
l•(Q[Ω, R]

)
dR =

1

2
AΩ•Ω+µ

( t

ε
, Q

)
•Ω,

äå A : R3 → R3 � îïåðàòîð iíåðöi¨, µ(s,Q) = α̇(s)[c,Q−1l], c =

∫

D

ρ(R)RdR �
âåêòîð, ùî äîðiâíþ¹ äîáóòêó ìàñè òiëà íà ðàäióñ-âåêòîð éîãî öåíòðà iíåðöi¨ â
ðóõîìîìó ïðîñòîði. Ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ çàäà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ

Πg(Q) = g

∫

D

ρ(R)(QR) • edR = g(Qc) • e,

äå g � ïðèñêîðåííÿ âiëüíîãî ïàäiííÿ, e � âåðòèêàëüíèé îðò.
Ðîçãëÿäàòèìåìî íåòðèâiàëüíèé âèïàäîê, êîëè c 6= 0.
Îòæå, ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ äîñëiäæóâàíîãî îá'¹êòà ¹ ëàãðàíæåâà ñèñòå-

ìà ç êîíôiãóðàöiéíèì ïðîñòîðîì SO(3) i ëàãðàíæiàíîì
L = K − Πg =

1

2
AΩ • Ω + µ

( t

ε
,Q

)
• Ω− g(Qc) • e. (3)

Ïåðåéäåìî âiä ëàãðàíæåâî¨ ñèñòåìè íà êîíôiãóðàöiéíîìó ïðîñòîði SO(3)
äî ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè íà êîäîòè÷íîìó ðîçøàðóâàííi T ∗SO(3). Öåé ïåðåõiä
çäiéñíþ¹òüñÿ ñòàíäàðòíèì ÷èíîì çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Ëåæàíäðà. À ñà-
ìå, íåõàé P ∈ T ∗

QSO(3) � êîâåêòîð, éîãî çíà÷åííÿ íà âåêòîði Q̇ ∈ TQSO(3)

ïîçà÷èìî P (Q̇), òîäi ãàìiëüòîíiàí â çìiííèõ "iìïóëüñ�ïîëîæåííÿ" P, Q âèðà-
æà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

H = max
Q̇∈TQSO(3)

(
P (Q̇)− L

)
.
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Â òåîði¨ òâåðäîãî òiëà áiëüø çðó÷íèìè ¹ íåêàíîíi÷íi çìiííi "ìîìåíò�ïî-
ëîæåííÿ" M, Q, ââåäåííÿ ÿêèõ ïîÿñíþ¹ òâåðäæåííÿ, ùî âèïëèâà¹ ç âiäîìèõ
çàãàëüíèõ êîíñòðóêöié [1, 8, 9].
Òâåðäæåííÿ 1. Ëàãðàíæåâà ñèñòåìà ç ëàãðàíæiàíîì (3) íà êîíôiãóðàöié-
íîìó ïðîñòîði SO(3) åêâiâàëåíòíà ãàìiëüòîíîâié ñèñòåìi íà R3 × SO(3) ç
ãàìiëüòîíiàíîì

H = H
( t

ε
,M, Q

)
= max

Ω∈R3

(
M • Ω− L

)
,

äå (M, Ω) ∈ R3 × SO(3), ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà íà T ∗SO(3) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâ-
íîñòÿìè

{f(Q), g(Q)} = 0, {f(Q),M•a} =
d

dt

∣∣∣
t=0

f(Q exp(ta)), {M•a,M•b} = −M•[a, b]

äëÿ âñiõ ôóíêöié f, g ∈ C∞(SO(3),R3) i äëÿ âñiõ a, b ∈ R3.
×åðåç exp(ta) ïîçíà÷åíî îäíîïàðàìåòðè÷íó ãðóïó îáåðòàíü ïðîñòîðó R3 ç

âåêòîðîì êóòîâî¨ øâèäêîñòi a ∈ R3, òîáòî d

dt

∣∣∣
t=0

exp(ta)R = [a,R] äëÿ âñiõ
R ∈ R3.

Âèïèøåìî ÿâíèé âèãëÿä ãàìiëüòîíiàíà H. Îñêiëüêè argmax
Ω∈R3

(M • Ω − L) =

A−1(M −µ), òî H =
1

2
A−1(M −µ) • (M −µ) + Πg. Óñåðåäíåíèé çà ÷àñîì ãàìiëü-

òîíiàí (ç óðàõóâàííÿì, ùî α̇(s) ìà¹ íóëüîâå ñåðåäí¹) ìà¹ âèãëÿä

H̄ = PT H =
1

2
A−1M •M + Πv + Πg,

äå PT � îïåðàòîð óñåðåäíåííÿ çà ÷àñîì,

Πv =
1

2
PT

(
α̇2

( t

ε

))
A−1[c,Q−1l] • [c,Q−1l].

Êëþ÷îâó ðîëü â òåîði¨ òâåðäîãî òiëà ç âiáðóþ÷îþ òî÷êîþ çàêðiïëåííÿ âi-
äiãðà¹ ôóíêöiÿ Πv. Ôóíêöi¨ òàêîãî òèïó íàçèâàþòü ïîòåíöiàëàìè âiáðàöiéíèõ
ñèë [6]. Ôóíêöiþ Π = Πg+Πv áóäåìî íàçèâàòè ïîòåíöiàëîì óñåðåäíåíî¨ çà ÷àñîì
ñèñòåìè.

2. Ñòàöiîíàðíi òî÷êè ãàìiëüòîíiàíà H̄. Âèçíà÷èìî ñòàöiîíàðíi òî÷êè
óñåðåäíåíîãî ãàìiëüòîíiàíà H̄. Â ïåðøó ÷åðãó íàñ öiêàâëÿòü òî÷êè içîëüîâàíèõ
ëîêàëüíèõ ìiíiìóìiâ, âîíè, ÿê âiäîìî, âiäïîâiäàþòü ñòiéêèì ïîëîæåííÿì ðiâ-
íîâàãè. Î÷åâèäíî, ùî öÿ çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî âiäøóêàííÿ òî÷îê içîëüîâàíèõ
ëîêàëüíèõ ìiíiìóìiâ ôóíêöi¨ Π.

Òóò âàðòî âiäîêðåìèòè äâà âèïàäêè:
Âèïàäîê 1. Òî÷êà çàêðiïëåííÿ çäiéñíþ¹ êîëèâàííÿ âçäîâæ íåâåðòèêàëüíî¨ îñi,
òîáòî l ∦ e;
Âèïàäîê 2. Òî÷êà çàêðiïëåííÿ çäiéñíþ¹ êîëèâàííÿ âçäîâæ âåðòèêàëüíî¨ îñi,
òîáòî l ‖ e.

Íåîáõiäíó óìîâó ñòàöiîíàðíîñòi òî÷êè Q ∈ SO(3) ôóíêöi¨ Π ìîæíà ïîäàòè
ó âèãëÿäi

d

dt

∣∣∣
t=0

Π(exp(ta)Q) = 0 äëÿ âñiõ a ∈ R3. (4)

Ïîõiäíà â ëiâié ÷àñòèíi óìîâè (4) ðîçïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi
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d

dt

∣∣∣
t=0

Π(exp(ta)Q) = g(Qc) • [e, a]+

+
1

2
PT

(
α̇2

( t

ε

))(
A−1[c,Q−1l] • [

c,Q−1[l, a]
]
+ A−1

[
c,Q−1[l, a]

] • [c,Q−1l]
)
. (5)

Òâåðäæåííÿ 2. Áóäü-ÿêà òî÷êà Q ∈ SO(3), äëÿ ÿêî¨ (5) íå îáåðòà¹òüñÿ â
íóëü îäíî÷àñíî äëÿ âñiõ a ∈ R3, íå ¹ ñòàöiîíàðîíîþ òî÷êîþ ôóíêöi¨ Π.

Âàðòî çàóâàæèòè, ùî ó âèïàäêó 1 áóäü-ÿêà òî÷êà Q ∈ SO(3), äëÿ ÿêî¨ Qc ‖
l, íå ¹ ñòàöiîíàðíîþ òî÷êîþ ôóíêöi¨ Π. Ó âèïàäêó 2 òî÷êà Q ∈ SO(3), äëÿ
ÿêî¨ Qc ‖ l, ìîæå áóòè ñòàöiîíàðíîþ òî÷êîþ ôóíêöi¨ Π, îñêiëüêè âèðàç (5) ¹
òîòîæíiì íóëåì.

Ðîçãëÿíåìî äåòàëüíî âèïàäîê 2. Ïðè öüîìó ââàæà¹ìî, ùî l = e, çàìiíèâ-
øè ó ðàçi ïîòðåáè l íà −l. Äîïîâíèìî âåêòîð l äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó â
R3 âåêòîðàìè m òà n òàêèìè, ùî m ⊥ l, ‖m‖ = 1, n = [l,m]. Áåç îáìåæåííÿ
çàãàëüíîñòi áóäåìî ââàæàòè, ùî îäèíèöi ãðóïè SO(3) âiäïîâiäà¹ òàêå ïîëîæå-
ííÿ òiëà, ïðè ÿêîìó ðàäióñ-âåêòîð éîãî öåíòðà iíåðöi¨ îäíàêîâî íàïðàâëåíèé ç
âåêòîðîì l, òîáòî l =

c

‖c‖ , à áiëüøà ïiââiñü åëiïñà, ïî ÿêîìó ïëîùèíà l • r = 0

ïåðåòèíà¹ åëiïñî¨ä A−1r • r = 1, íàïðàâëåíà âçäîâæ âåêòîðà m.
Óâåäåìî íà SO(3) ëîêàëüíi êîîðäèíàòè ψ ∈ R mod 2π, θ ∈ (0, π), ϕ ∈ R

mod 2π çà ïðàâèëîì Q = Q(ψ, θ, ϕ) = exp(ϕl) exp(θm) exp(ψl).
Â öèõ êîîðäèíàòàõ ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî

exp(θm)l = l cos θ − n sin θ, exp(ϕl)n = n cos ϕ−m sin ϕ,

ôóíêöiÿ Πg íàáóâà¹ âèãëÿäó Πg = g‖c‖ cos θ, ôóíêöiÿ Πv �

Πv =
1

2
PT

(
α̇2

( t

ε

))
‖c‖2f(ψ) sin2 θ,

äå f(ψ) = A−1
(
exp(−ψl)m

) • (
exp(−ψl)m

)
. Ïîçíà÷èìî

δ = g‖c‖, κ =
1

2
PT

(
α̇2

( t

ε

))
‖c‖2,

òîäi
Π = δ cos θ + κf(ψ) sin2 θ.

Íåîáõiäíà óìîâà ñòàöiîíàðíèõ òî÷îê ôóíêöi¨ Π â êîîðäèíàòàõ (ψ, θ, ϕ) ïå-
ðåïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

f ′(ψ) sin2 θ = 0, κf(ψ) sin 2θ − δ sin θ = 0. (6)
Îñêiëüêè ôóíêöiÿ Π çàëåæèòü ëèøå âiä ψ òà θ, áóäåìè ðîçãëÿäàòè ¨¨ ÿê ôóíêöiþ
öèõ äâîõ çìiííèõ.

Ïðîàíàëiçó¹ìî ïåðøå ðiâíÿííÿ â (6). ßêùî sin θ = 0, òî θ = 0 àáî θ = π.
ßêùî f ′(ψ) = 0, òî îñêiëüêè êiíåöü âåêòîðà

√
f(ψ) exp(−ψl)m ïðè çìiíi ψ

îïèñó¹ åëiïñ, ÿêèé óòâîðþ¹òüñÿ ïåðåòèíîì åëiïñî¨äà A−1r • r = 1 ïëîùèíîþ l •
r = 0, òî íîðìà öüîãî âåêòîðà íàáóâà¹ ìiíiìàëüíîãî (ìàêñèìàëüíîãî) çíà÷åííÿ,
êîëè âií ¹ êîëiíåàðíèì ìåíøié (áiëüøié) ç ïiâîñåé çàçíà÷åíîãî åëiïñà. Ç îãëÿäó
íà âèáið ïî÷àòêîâîãî ïîëîæåííÿ òiëà, ìà¹ìî f ′(0) = f ′(π

2
) = f ′(π) = f ′(3π

2
) = 0,

ïðè÷îìó òî÷êàìè ìiíiìóìó ¹ ψ = 0 i ψ = π (â öèõ òî÷êàõ f ′′ > 0).

Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2011, âèï. 22 , N 1



72 Þ. Â. ËÎÂÅÉÊIÍ

Ìàòðèöÿ äðóãèõ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ Π â ñòàöiîíàðíèõ òî÷êàõ ìà¹ âèãëÿä(
κf ′′(ψ) sin2 θ 0

0 2κf(ψ) cos 2θ − δ cos θ

)
. (7)

Ç óìîâè äîäàòíî¨ âèçíà÷åíîñòi ìàòðèöi (7) ìà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ Π äîñÿãà¹ ëîêàëü-
íèõ ìiíiìóìiâ â òî÷êàõ, â ÿêèõ ψ = 0 àáî ψ = π, à çíà÷åííÿ êóòà θ âèçíà÷à¹òüñÿ
óìîâàìè

σ sin 2θ − sin θ = 0, 2σ cos 2θ − cos θ > 0, (8)

äå σ =
κf(0)

δ
ïðè ψ = 0, i σ =

κf(π)

δ
ïðè ψ = π.

Óìîâè (8) åêâiâàëåíòíi óìîâi iñíóâàííÿ íåâèðîäæåíîãî ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó
ôóíêöi¨ U(θ, σ) = σ sin2 θ+cos θ, ÿêà äîðiâíþ¹ ôóíêöi¨ Π ç âiäïîâiäíèì âèáîðîì
σ ïðè ψ = 0 àáî ψ = π.

Áiôóðêàöiéíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà σ âèçíà÷àþòüñÿ óìîâîþ iñíóâàííÿ êðà-
òíîãî êîðåíÿ ôóíêöi¨ U ′

θ(·, σ) : (0, π) → R, à ñàìå:
σ sin 2θ − sin θ = 0, 2σ cos 2θ − cos θ = 0.

Ç öi¹¨ ñèñòåìè ìà¹ìî σ =
1

2
àáî σ = −1

2
, θ = 0 àáî θ = π.

Íà îñíîâi ïðîâåäåíîãî äîñëiäæåííÿ äiñòà¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà. ßêùî σ ∈

(
−1

2
,
1

2

)
, òî ôóíêöiÿ U(θ, σ) ìà¹ ¹äèíó òî÷êó ìiíiìóìó

θ− = π. ßêùî σ >
1

2
, òî ôóíêöiÿ U(θ, σ) îêðiì òî÷êè θ− ìà¹ ùå îäíó òî÷êó

ìiíiìóìó θ+ = 0.
Âèñíîâêè. Ó ðîáîòi ðîçãëÿíóòà çàäà÷à ïðî ðóõ âàæêîãî òâåðäîãî òiëà íàâ-

êîëî òî÷êè çàêðiïëåííÿ, ÿêà çäiéñíþ¹ êâàçiïåðiîäè÷íi êîëèâàííÿ âèñîêî¨ ÷àñòî-
òè i ìàëî¨ àìïëiòóäè. Äåòàëüíî ðîçãëÿíóòî âèïàäîê, êîëè òî÷êà çàêðiïëåííÿ
çäiéñíþ¹ êîëèâàííÿ âçäîâæ âåðòèêàëüíî¨ îñi. Ó ïðîöåñi äîñëiäæåííÿ áóëî çíà-
éäåíî ÿâíèé âèãëÿä ïîòåíöiàëó âiáðàöiéíèõ ñèë, ÿêèé âiäiãðà¹ êëþ÷îâó ðîëü ó
òåîði¨ òâåðäîãî òiëà ç âiáðóþ÷îþ òî÷êîþ çàêðiïëåííÿ. Áóëî âèäiëåíî áiôóðêà-
öiéíèé ïàðàìåòð, âiä ÿêîãî çàëåæèòü ïîòåíöiàë óñåðåäíåíî¨ çà ÷àñîì ñèñòåìè.
Çíàéäåíî ñòàöiîíàðíi òî÷êè öüîãî ïîòåíöiàëó i ïîêàçàíî, ùî ïðè ïðîõîäæåííi
áiôóðêàöiéíèì ïàðàìåòðîì ïåâíîãî çíà÷åííÿ ó ïîòåíöiàëó óñåðåäíåíî¨ çà ÷àñîì
ñèñòåìè ç'ÿâëÿ¹òüñÿ äîäàòêîâà òî÷êà ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó.
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