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ÌÎÄÓËßÐÍI ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß ÍÀÏIÂÃÐÓÏÈ T2

In this paper we describe the modular matrix representations of the semigroup T2 of all transformati-
ons of a set of 2 elements.

Ó öié ðîáîòi îïèñàíî ìîäóëÿðíi ìàòðè÷íi çîáðàæåííÿ íàïiâãðóïè T2 âñiõ ïåðåòâîðåíü ìíî-
æèíè iç äâîõ åëåìåíòiâ.

Ìàòðè÷íi çîáðàæåííÿ ñêií÷åííèõ ãðóï íàä ïîëÿìè âèâ÷åíi äîñòàòíüî äîáðå.
Ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó (êîëè õàðàêòåðèñòèêà p ïîëÿ K íå äiëèòü ïîðÿäîê ñêií-
÷åííî¨ ãðóïè), ãðóïà ìà¹ ñêií÷åííèé çîáðàæóâàëüíèé òèï; ó öüîìó âèïàäêó
êîæíå íåðîçêëàäíå çîáðàæåííÿ ¹ íåçâiäíèì i âñi âîíè âè÷åðïóþòüñÿ ïðÿìèìè
äîäàíêàìè ðåãóëÿðíîãî çîáðàæåííÿ. Ó ìîäóëÿðíîìó âèïàäêó (êîëè õàðàêòåðèñ-
òèêà p äiëèòü ïîðÿäîê ãðóïè), ãðóïà ìà¹ ñêií÷åííèé çîáðàæóâàëüíèé òèï òîäi
i ëèøå òîäi, êîëè ¨¨ ñèëiâñüêà p-ïiäãðóïà ¹ öèêëi÷íîþ. Ó ìîäóëÿðíîìó âèïàäêó
áiëüøiñòü ñêií÷åííèõ ãðóï ¹ äèêèìè, òîáòî çàäà÷à ïðî îïèñ ¨õ çîáðàæåíü âêëþ-
÷à¹ â ñåáå çàäà÷ó ïðî êëàñèôiêàöiþ ïàð ìàòðèöü ç òî÷íiñòþ äî ïîäiáíîñòi. Òî÷íi
îçíà÷åííÿ ðó÷íèõ òà äèêèõ çàäà÷ äèâ. â [1]. Ðó÷íi òà äèêi ãðóïè äëÿ öüîãî
âèïàäêó ïîâíiñòþ îïèñàíi â ðîáîòi [2].

Ìàòðè÷íi çîáðàæåííÿ íàïiâãðóï íàä ïîëÿìè âèâ÷åíi íå â òàêié ìiði, ÿê çî-
áðàæåííÿ ãðóï. Íàéáiëüøå ðîáiò ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ íåçâiäíèõ çîáðàæåíü íà-
ïiâãðóï (çîêðåìà, âèâ÷åííþ êëàñiâ íàïiâãðóï, âñi íåðîçêëàäíi çîáðàæåííÿ ÿêèõ
¹ íåçâiäíèìè [3, 4], òîùî). Ñåðåä iíøèõ âèïàäêiâ âèäiëèìî âiäîìi ðåçóëüòàòè
ç òåîði¨ çîáðàæåíü àëãåáð, ÿêi ëåãêî ïåðåôîðìóëþâàòè â òåðìiíàõ çîáðàæåíü
íàïiâãðóï (íàïðèêëàä, îïèñ çîáðàæåíü àëãåáðè < a, b | ab = ba = 0 > [5, 6] ÷è
àëãåáðè < a, b | a2 = b2 = 0 > [7, 8]) i äåÿêi ðåçóëüòàòè ïðî íàïiâãðóïè ñêií÷åí-
íîãî çîáðàæóâàëüíîãî òèïó: âèïàäîê ñêií÷åííî¨ öiëêîì ïðîñòî¨ íàïiâãðóïè [9]
òà äåÿêi íåìîäóëÿðíi âèïàäêè íàïiâãðóï âñiõ ïåðåòâîðåíü ñêií÷åííî¨ ìíîæè-
íè [10,11]. Ó öié ñòàòòi ìè âèâ÷à¹ìî ìîäóëÿðíi ìàòðè÷íi çîáðàæåííÿ íàïiâãðóïè
T2 âñiõ ïåðåòâîðåíü ìíîæèíè iç äâîõ åëåìåíòiâ.

1. Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi. Íàïiâãðóïà T2 âñiõ ïåðåòâîðåíü (âiäîáðàæåíü â
ñåáå) äâîåëåìåíòíî¨ ìíîæèíè {1, 2} ñêëàäà¹òüñÿ iç ÷îòèðüîõ åëåìåíòiâ e, a, b, c:
e(1) = 1, e(2) = 2; a(1) = 2, a(2) = 1; b(1) = 2, b(2) = 2; c(1) = 1, c(2) = 1.
Âðàõîâóþ÷è, ùî åëåìåíò e ¹ îäèíèöåþ íàïiãðóïè i äî òîãî æ a2 = e, b2 = b, ab =
b, ba = c, c2 = c, ac = c, bc = c, ca = b, cb = b, ëåãêî áà÷èòè (ïiäñòàâèâèøè
ñêðiçü ba çàìiñòü c), ùî e, a, b óòâîðþþòü ñèñòåìó òâiðíèõ iç âèçíà÷àëüíèìè
ñïiââiäíîøåííÿìè

1) ea = ae = a, eb = be = b;
2) a2 = e, b2 = b;
3) ab = b.
Ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ ðîçìiðíîñòi n íàïiâãðóïè T = T2 íàä ïîëåì K � öå

(çãiäíî çàãàëüíîãî îçíà÷åííÿ ìàòðè÷íîãî çîáðàæåííÿ íàïiâãðóïè) äîâiëüíèé
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ãîìîìîðôiçì X : T → Mn(K) íàïiâãðóïè T â íàïiâãðóïó Mn(K) âñiõ êâàäðà-
òíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä ïîëåì K (n � íàòóðàëüíå ÷èñëî). Çàóâàæèìî, ùî â
çàãàëüíîìó îçíà÷åííi íi÷îãî íå ãîâîðèòüñÿ ïðî îäèíè÷íèé åëåìåíò íàïiâãðóïè
(áî éîãî ìîæå i íå áóòè), àëå ó âèïàäêó, êîëè îäèíèöÿ â íàïiâãðóïi ¹, ïðàêòè-
÷íî ìîæíà ââàæàòè, ùî ãîìîìîðôiçì ïåðåâîäèòü ¨¨ ó îäèíè÷íó ìàòðèöþ (äèâ.
íàñòóïíèé ïàðàãðàô); ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ëèøå òàêi çîáðàæåííÿ (ÿêùî íå
ñêàçàíî ïðîòèëåæíå). Òîäi çîáðàæåííÿ X : T2 → Mn(K) íàïiâãðóïè T = T2

îäíîçíà÷íî çàäà¹òüñÿ ïàðîþ ìàòðèöü

R = {A = X(a), B = X(b)},

ùî çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi ðiâíîñòi: A2 = E, B2 = B, AB = B.
Åêâiâàëåíòíiñòü ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü R = {A,B} i R′ = {A′, B′} íàïiâãðóïè

T2 îçíà÷à¹ iñíóâàííÿ îáîðîòíî¨ ìàòðèöi C òàêî¨, ùî A′ = CAC−1 i B′ = CBC−1

(àáî, ùî òå æ ñàìå, A′C = CA i B′C = CB, ùî ïðàêòè÷íî áiëüø çðó÷íiøå, áî
ìà¹ìî ëiíiéíi âiäíîñíî C ðiâíîñòi). Íà ìîâi åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü öå îçíà-
÷à¹, ùî âiä çîáðàæåííÿ R äî çîáðàæåííÿ R′ ìîæíà ïåðåéòè, çðîáèâøè ñïî÷àòêó
äåÿêi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ç ðÿäêàìè ìàòðèöü A i B, à ïîòiì îáåðíåíi ïå-
ðåòâîðåííÿ çi ñòîâïöÿìè öèõ ìàòðèöü (êîæíîãî ðàçó ïîòðiáíî ðîáèòè îäíi i òi
æ åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ â îáîõ ìàòðèöÿõ).

Ïðÿìà ñóìà ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü R = {A,B} i R′ = {A′, B′} íàïiâãðóïè T2

� öå ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ R⊕R′ = {A⊕ A′, B ⊕B′}, äå

A⊕ A′ =
(

A 0
0 A′

)
, B ⊕B′ =

(
B 0
0 B′

)
.

Çîáðàæåííÿ R íàçèâà¹òüñÿ ðîçêëàäíèì, ÿêùî âîíî åêâiâàëåíòíå ïðÿìié ñó-
ìi äâîõ çîáðàæåíü, i íåðîçêëàäíèì â iíøîìó ðàçi. Äëÿ ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü
íàïiâãðóïè T = T2 (ÿê i äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñêií÷åííîâèìiðíî¨ àëãåáðè) ìà¹ ìiñöå
òåîðåìà Êðóëëÿ-Øìiäòà ïðî îäíîçíà÷íiñòü ðîçêëàäó äîâiëüíîãî ìàòðè÷íîãî
çîáðàæåííÿ â ïðÿìó ñóìó íåðîçêëàäíèõ.

Ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ íàïiãðóïè T = T2 íàçèâà¹òüñÿ ìîäóëÿðíèì, ÿêùî õà-
ðàêòåðèñòèêà ïîëÿ K, íàä ÿêèì âîíî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, äîðiâíþ¹ 2 (áî íàïiâãðóïà
T2 ìà¹ ¹äèíó íåòðèâiàëüíó ïiäãðóïó, ïîðîäæåíó åëåìåíòîì a ïîðÿäêó 2).

2. Çàóâàæåííÿ ïðî ìàòðè÷íi çîáðàæåííÿ íàïiâãðóï ç îäèíèöåþ.
Âèùå ìè ãîâîðèëè, ùî ó âèïàäêó, êîëè íàïiâãðóïà ìà¹ îäèíè÷íèé åëåìåíò,
ïðàêòè÷íî ìîæíà ââàæàòè, ùî ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ çiñòàâëÿ¹ éîìó îäèíè÷íó
ìàòðèöþ.

Áiëüø òî÷íî, ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé ôàêò.
ßêùî X : S → Mn(K) � ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ äåÿêî¨ íàïiâãðóïè S (äèâ.

âèùå âiäïîâiäíi ïîçíà÷åííÿ) i S ìiñòèòü îäèíè÷íèé åëåìåíò e, òî çîáðàæåííÿ
X åêâiâàëåíòíå ïðÿìié ñóìi çîáðàæåíü X1 i X2, òàêèõ ùî X1(e) � îäèíè÷íà
ìàòðèöÿ i X2(s) = 0 äëÿ äîâiëüíîãî s ∈ S. Iíøèìè ñëîâàìè, ÿêùî â îçíà÷åííi
ìàòðè÷íîãî çîáðàæåííÿ íàïiãðóïè ç îäèíèöåþ ìè äîäàòêîâî áóäåìî âèìàãà-
òè, ùîá îäèíè÷íîìó åëåìåíòó âiäïîâiäàëà îäèíè÷íà ìàòðèöÿ, òî ìè âòðàòèìî
ëèøå îäíå íåðîçêëàäíå çîáðàæåííÿ, à ñàìå çîáðàæåííÿ, âñi ìàòðèöi ÿêîãî ¹
íóëüîâèìè ïîðÿäêó 1.
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Äiéñíî, îñêiëüêè ìàòðèöÿ Q = X1(e) iäåìïîòåíòíà, òî iç äîáðå âiäîìî¨ òåîðå-
ìè ïðî êàíîíi÷íó ôîðìó Æîðäàíà áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ îáîðîòíà
ìàòðèöÿ C òàêà, ùî Q = CQ0C

−1, äå

Q0 =

(
E 0
0 0

)
;

òóò i íàäàëi E ïîçíà÷à¹ îäèíè÷íó ìàòðèöþ (äîâiëüíîãî ïîðÿäêó m ≥ 0).
Ðîçãëÿíåìî ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ X̂ : s → C−1X(s)C (åêâiâàëåíòíå çîáðà-

æåííþ X), ÿêå çiñòàâëÿ¹ îäèíè÷íîìó åëåìåíòó e ìàòðèöþ Q0. Iç ðiâíîñòåé
X̂(e)X̂(s) = X̂(s)X̂(e) = X̂(s) (äëÿ äîâiëüíîãî s ∈ S) i X̂(e) = Q0, âèïëèâà¹, ùî
â ìàòðèöi

X̂(s) =

(
X̂(s)11 X̂(s)12

X̂(s)21 X̂(s)22

)

(ðîçáèòî¨ íà ãîðèçîíòàëüíi òà âåðòèêàëüíi ñìóãè òàêèì æå ÷èíîì, ÿê i ìàòðèöÿ
Q0) áëîêè X̂(s)12, X̂(s)21, X̂(s)22 ¹ íóëüîâèìè, çâiäêè ìà¹ìî, ùî çîáðàæåííÿ
X̂(s) ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ çîáðàæåííÿ X1 : s → X̂(s)11, ÿêå çiñòàâëÿ¹ îäèíè÷íîìó
åëåìåíòó e îäèíè÷íó ìàòðèöþ X̂(e)11, òà çîáðàæåííÿ X2 : s → X̂(s)22, äëÿ ÿêîãî
âñi ìàòðèöi X̂(s)22 ¹ íóëüîâèìè.

3. Êàíîíi÷íà ôîðìà ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü íàïiâãðóïè T2 íàä ïîëåì
õàðàêòåðèñòèêè 2. Ìåòà öüîãî ïàðàãðàôà � óñòàíîâèòè êàíîíi÷íó ôîðìó
ìîäóëÿðíèõ çîáðàæåíü íàïiâãðóïè T2.

Òåîðåìà 1. Áóäü-ÿêå ìàòðè÷íå çàáðàæåííÿ íàïiâãðóïè T2 íàä ïîëåì K
õàðàêòåðèñòèêè 2 åêâiâàëåíòíå ìàòðè÷íîìó çîáðàæåííþ âèãëÿäó

a → A0 =




E 0 E 0 0 0 0 0 0
0 E E 0 0 0 0 0 0
0 0 E 0 0 0 0 0 0
0 0 0 E E 0 0 0 0
0 0 0 0 E 0 0 0 0
0 0 0 0 0 E E 0 0
0 0 0 0 0 0 E 0 0
0 0 0 0 0 0 0 E 0
0 0 0 0 0 0 0 0 E




,

b → B0 =




E 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 E 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 E 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0




.
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Ùîá äîâåñòè öþ òåîðåìó ìè ñôîðìóëþ¹ìî ¨¨ â äåùî iíøié ôîðìi, ÿêà óçãîä-
æó¹òüñÿ ç íàøèì ìåòîäîì äîâåäåííÿ (âêàçàíi â îáîõ òåîðåìàõ êàíîíi÷íi çîáðà-
æåííÿ âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå ïîðÿäêîì ðîçòàøóâàííÿ ãîðèçîíòàëüíèõ òà âåðòè-
êàëüíèõ ñìóã áëîêîâèõ ìàòðèöü); ùîá áóëî ÿñíî, ÿêi äiàãîíàëüíi áëîêè ìàþòü
çàâiäîìî îäíàêîâèé ðîçìið, ìè iíäåêñó¹ìî îäèíè÷íi ìàòðèöi (â ïåðøîìó âèïàä-
êó íà öå âêàçóâàëè ãîðèçîíòàëüíi òà âåðòèêàëüíi ïîäiëè).

Òåîðåìà 2. Áóäü-ÿêå ìàòðè÷íå çàáðàæåííÿ íàïiâãðóïè T2 íàä ïîëåì K
õàðàêòåðèñòèêè 2 åêâiâàëåíòíå ìàòðè÷íîìó çîáðàæåííþ âèãëÿäó

a → A =




E1 0 0 0 0 0 E1 0 0
0 E2 0 0 0 0 0 0 E2

0 0 E3 0 0 0 0 0 0
0 0 0 E4 0 0 0 E4 0
0 0 0 0 E2 0 0 0 E2

0 0 0 0 0 E5 0 0 0
0 0 0 0 0 0 E1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 E4 0
0 0 0 0 0 0 0 0 E2




,

b → B =




E1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 E2 0 0 0 0 0 0 0
0 0 E3 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0




,

äå E1, . . . , E5 � äåÿêi îäèíè÷íi ìàòðèöi.
Ïiäêðåñëèìî, ùî äåÿêi (àëå íå âñi) îäèíè÷íi ìàòðèöi, âêàçàíi â òåîðåìàõ,

ìîæóòü ìàòè íóëüîâèé ïîðÿäîê.
Çàóâàæåííÿ 1. ßê ñêàçàíî âèùå, ìè ðîçãëÿäà¹ìî ëèøå òàêi ìàòðè÷íi çîá-

ðàæåííÿ íàïiãðóïè T2, ÿêi çiñòàâëÿþòü îäèíè÷íîìó åëåìåíòó íàïiâãðóïè îäè-
íè÷íó ìàòðèöþ. ßêùî öüîãî íå âèìàãàòè, òîäi â óìîâàõ òåîðåì 1 òà 2 â êîæíié
ìàòðèöi òðåáà äîäàòè (çãiäíî ïàðàãðàôó 2) äîäàòêîâó íóëüîâó ãîðèçîíòàëüíó
òà íóëüîâó âåðòèêàëüíó ñìóãè.

Ïåðåõîäèìî äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.
Íåõàé R = {A,B} � çîáðàæåííÿ íàïiâãðóïè T2 íàä ïîëåì K. Íàãàäà¹ìî,

ùî A2 = E, AB = B, B2 = B i ïîëå K ìà¹ õàðàêòåðèñòèêó 2. Î÷åâèäíî, ùî
áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî ìàòðèöÿ B ìà¹ æîðäàíîâó íîð-
ìàëüíó ôîðìó, òîáòî

B =

(
E 0
0 0

)
.

Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ A ó áëîêîâîìó âèãëÿäi, ùî âiäïîâiäà¹ âèãëÿäó B:

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
.
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Âèêîðèñòà¹ìî ñïî÷àòêó ñïiââiäíîøåííÿ AB = B:
(

A11 A12

A21 A22

)(
E 0
0 0

)
=

(
E 0
0 0

)
, òîáòî

(
A11 0
A21 0

)
=

(
E 0
0 0

)
.

Çâiäñè ìà¹ìî, ùî A11 = E , A21 = 0, à òîäi

A =

(
E A12

0 A22

)
.

Çàëèøèëîñÿ ùå îäíå ñïiââiäíîøåííÿ A2 = E, òîáòî
(

E A12

0 A22

)2

=

(
E A12 + A12A22

0 A2
22

)
=

(
E 0
0 E

)
.

Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ìà¹ìî

A12 = A12A22 (1)

A2
22 = E (2)

Îòæå, íàøå ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ R = {A,B} ñêëàäà¹òüñÿ iç ìàòðèöü

A =

(
E A12

0 A22

)
, B =

(
E 0
0 0

)
(3)

i äî òîãî æ áëîêè A12 òà A22 çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi (1) i (2).
Äiçíà¹ìîñÿ òåïåð, ÿêi ïåðåòâîðåííÿ ïîäiáíîñòi ìè ìîæåìî âèêîíóâàòè ç A

i B, ùîá íå çìiíþâàâñÿ ¨õ çàãàëüíèé âèãëÿä (òîáòî ùîá íå ïñóâàëèñÿ óæå çðî-
áëåíi îäèíè÷íi òà íóëüîâi áëîêè). ßêùî òàêå ïåðåòâîðåííÿ çäiéñíþ¹ ïåðåõiä âiä
çîáðàæåííÿ R äî çîáðàæåííÿ R = {A, B} òàêîãî æ ñàìîãî âèãëÿäó, òîáòî

A =

(
E A12

0 A22

)
, B =

(
E 0
0 0

)
,

òî âîíî çàäà¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ îáîðîòíî¨ ìàòðèöi X, òàêî¨ ùî

A = XAX−1, B = XBX−1

àáî (â åêâiâàëåíòíié ôîðìi) AX = XA, BX = XB. Î÷åâèäíî, ùî ïðè öüîìó
ìàòðèöi B i B ðiâíi (öå âèïëèâà¹ iç ¨õ ïîäiáíîñòi).

Âèêîðèñòà¹ìî ñïî÷àòêó ñïiââiäíîøåííÿ BX = XB:
(

E 0
0 0

)(
X11 X12

X21 X22

)
=

(
X11 X12

X21 X22

)(
E 0
0 0

)
,

äå áëîêè Xij ìàòðèöi X çàäàíi ó âiäïîâiäíîñòi ç áëîêàìè ìàòðèöü A òà B. Çâiäñè
ìà¹ìî (

X11 X12

0 0

)
=

(
X11 0
X21 0

)
,

Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2011, âèï. 22 , N 1



ÌÎÄÓËßÐÍI ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß ÍÀÏIÂÃÐÓÏÈ T2 25

òîáòî X12 = 0, X21 = 0, à çíà÷èòü

X =

(
X11 0
0 X22

)
.

Ïåðåéäåìî òåïåð äî ñïiââiäíîøåííÿ AX = XA:
(

E A12

0 A22

)(
X11 0
0 X22

)
=

(
X11 0
0 X22

)(
E A12

0 A22

)
,

òîáòî (
X11 A12X22

0 A22X22

)
=

(
X11 X11A12

0 X22A22

)
.

Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ìà¹ìî, ùî

A12X22 = X11A12, A22X22 = X22A22,

àáî (â åêâiâàëåíòíié ôîðìi)

A12 = X11A12X
−1
22 (4)

A22 = X22A22X
−1
22 . (5)

Îòæå, ìè äîâåëè, ùî ìàòðè÷íi çîáðàæåííÿ R = {A,B} òà R = {A, B} åêâi-
âàëåíòíi òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âèêîíàíi ðiâíîñòi (4) i (5). ßêùî æ ãîâîðèòè
íà ìîâi åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü, òî iç öèõ ðiíîñòåé i âèãëÿäó ìàòðèöi X âè-
ïëèâà¹, ùî äîïóñòèìèìè ïåðåòâîðåííÿìè äëÿ áëîêiâ A12 òà A22 çîáðàæåííÿ R
(òîáòî ÿêi iíäóêóþòüñÿ ïåðåòâîðåííÿìè ïîäiáíîñòi ç ðÿäêàìè òà ñòîâïöÿìè ìà-
òðèöü A òà B, ÿêi íå ïñóþòü ¨õíüîãî âèãëÿäó) ¹ ëèøå íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ à),
á) òà ¨õ êîìïîçèöi¨:

à) ç ðÿäêàìè ìàòðèöi A12 ìîæíà ðîáèòè äîâiëüíå åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ;
á) ç ðÿäêàìè ìàòðèöi A22 ìîæíà ðîáèòè äîâiëüíå åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ,

àëå ïðè öüîìó çi ñòîâïöÿìè ìàòðèöü A12 i A22 òðåáà çðîáèòè îáåðíåíå åëåìåíòàð-
íå ïåðåòâîðåííÿ.

Îòæå, çàäà÷à ïðî îïèñ ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü
âèãëÿäó (3) íàïiâãðóïè T2 , à çíà÷èòü i âçàãàëi âñiõ ¨¨ ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü,
åêâiâàëåíòíà çàäà÷i ïðî îïèñ ïàð ìàòðèöü A12 i A22 ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíî-
ñòi, ÿêà çàäàíà ðiâíîñòÿìè (4) òà (5) àáî æ ïåðåòâîðåííÿìè à) òà á).

Ðîçãëÿíåìî öþ çàäà÷ó ïðî ìàòðèöi A12 i A22.
Îñêiëüêè A2

22 = A22 (äèâ. ðiâíiñòü (2)), òî ïåðåòâîðåííÿìè âèãëÿäó à) i á)
(àáî æ, ùî òå ñàìå, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (5)) ïðèâåäåìî ìàòðèöþ A22 äî
íàñòóïíîãî âèãëÿäó

A22 =




E 0 E
0 E 0
0 0 E


 , (6)

ÿêèé ëåãêî îòðèìàòè iç æîðäàíîâî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè (îäíàêîâîþ) ïåðåñòàíîâ-
êîþ ðÿäêiâ i ñòîâïöiâ. Òîäi, ðîçáèâøè ìàòðèöþ A12 íà òðè âåðòèêàëüíi ñìóãè ó
âiäïîâiäíîñòi ç ðîçáèòòÿì ìàòðèöi A22 i ñêîðèñòàâøèñü ðiâíiñòþ (1), ìà¹ìî:

A12 =
(

0 C D
)
, (7)
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äå C i D � äåÿêi ìàòðèöi1.
Áóäåìî òåïåð ðîáèòè òàêi äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ, ÿêi íå çìiíþþòü çàãàëüíî-

ãî âèãëÿäó ìàòðèöü A12 i A22, i ïîäèâèìîñÿ, ÿêi ïåðåòâîðåííÿ ç ìàòðèöÿìè C i
D ïðè öüîìó iíäóêóþòüñÿ.

Ïî-ïåðøå, ç ðÿäêàìè ìàòðèöü C i D ìîæíà ðîáèòè îäíå i òå æ äîâiëüíå
åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ (äèâ. äîïóñòèìå äëÿ A12 i A22 ïåðåòâîðåííÿ à)). Ïî-
äðóãå, ÿêùî ïåðåòâîðåííÿ âèãëÿäó á) çðîáèòè ç ðÿäêàìè äðóãî¨ ãîðèçîíòàëüíî¨
ñìóãè ìàòðèöi A22 òà ñòîâïöÿìè äðóãî¨ âåðòèêàëüíî¨ ñìóãè ìàòðèöü A12 i A22,
òî çàãàëüíèé âèãëÿä ìàòðèöü A12 i A22 íå çìiíèòüñÿ, à çìiíèòüñÿ ëèøå ìàòðèöÿ
C, à ñàìå ç ¨¨ ñòîâïöÿìè áóäå çäiéñíåíî âiäïîâiäíå åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ
(ùî âõîäèòü â á)). Ïî-òðåò¹, ÿêùî îäíå i òå æ ïåðåòâîðåííÿ âèãëÿäó á) çðîáèòè
îäíî÷àñíî ç ðÿäêàìè ïåðøî¨ òà òðåòüî¨ ãîðèçîíòàëüíèõ ñìóã ìàòðèöi A22 òà
ñòîâïöÿìè ïåðøî¨ i òðåòüî¨ âåðòèêàëüíèõ ñìóã ìàòðèöü A12 i A22, òî çàãàëüíèé
âèãëÿä ìàòðèöü A12 i A22 íå çìiíèòüñÿ, à çìiíèòüñÿ ëèøå ìàòðèöÿ D, à ñàìå ç
¨¨ ñòîâïöÿìè áóäå çäiéñíåíî âiäïîâiäíå åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ (ùî âõîäèòü
â á)). I íàðåøòi, ïî-÷åòâåðòå, ÿêùî äî j-ãî ñòîâïöÿ òðåòüî¨ âåðòèêàëüíî¨ ñìóãè
äîäàòè i-èé ñòîâïåöü äðóãî¨ âåðòèêàëüíî¨ ñìóãè, ïîìíîæåíèé íà äåÿêèé åëåìåíò
ïîëÿ K îäíî÷àñíî â ìàòðèöÿõ A12 i A22, à iç ðÿäêàìè ìàòðèöi A22 çðîáèòè
îáåðíåíå åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ (âêàçàíå ïåðåòâîðåííÿ ç ðÿäêàìè òà ñòîâï-
öÿìè ¹ ïåðåòâîðåííÿì âèãëÿäó á)), òî çàãàëüíèé âèãëÿä ìàòðèöü A12 i A22 íå
çìiíèòüñÿ, à çìiíèòüñÿ î÷åâèäíî çðîçóìiëèì ÷èíîì ëèøå ìàòðèöÿ D.

Òàêèì ÷èíîì, äîïóñòèìèìè äëÿ ìàòðèöü C i D ¹ äîâiëüíi îäíî÷àñíi åëå-
ìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ç ¨õ ðÿäêàìè, íåçàëåæíi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ç ¨õ
ñòîâïöÿìè òà äîäàâàííÿ ñòîâïöiâ ìàòðèöi C äî ñòîâïöiâ ìàòðèöi D ç äåÿêèìè
ìíîæíèêàìè iç K; çðîçóìiëî, ùî äîïóñòèìèìè ¹ i ¨õ êîìïîçèöi¨.

Äëÿ íàñ íåâàæëèâî ¹ ÷è íåìà¹ iíøèõ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü, àëå, ðîçãëÿ-
äàþ÷è ìàòðèöi A22, A12 âèãëÿäó (6), (7) òà ìàòðèöi A22, A12 òàêîãî æ âèãëÿäó,
ðàçîì ç ïåðåòâîðåííÿìè (4), (5)(àíàëîãi÷íî, ÿê äëÿ ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü R i
R), ìîæíà ïîêàçàòè , ùî iíøèõ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü äëÿ ìàòðèöü C i D
íåìà¹.

Iç (3), (6) i (7) âèïëèâà¹, ùî íàøå çîáðàæåííÿ R ïðèâåäåíî äî íàñòóïíîãî
âèãëÿäó:

A =




E 0 C D
0 E 0 E
0 0 E 0
0 0 0 E


 , B =




E 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 . (8)

Çà ëåìîþ 1 ðîáîòè [12] ìàòðèöi C i D (ÿêi óòâîðþþòü çîáðàæåííÿ ëiíiéíî
âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè iç äâîõ åëåìåíòiâ) ìîæíà ïðèâåñòè çà äîïîìîãîþ âêàçà-
íèõ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü äî íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

C =




0 E
0 0
0 0


 , D =




0 0
0 E
0 0


 .

1Ôîðìàëüíî ìàòðèöi A12 i A22 òðåáà áóëî á ïîçíà÷èòè iíøèìè ñèìâîëàìè, íàïðèêëàä A′12
i A′22, àëå äëÿ çðó÷íîñòi i ïî ïðèéíÿòié â òåîði¨ ìàòðè÷íèõ çàäà÷ òðàäèöi¨ ìè çàëèøèëè ñòàði
ïîçíà÷åííÿ.
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Ïiäñòàâëÿþ÷è öi ìàòðèöi ó (8) òà iíäåêñóþ÷è îäèíè÷íi ìàòðèöi òàêèì ÷èíîì,
ùîá ìàòðèöi çàâiäîìî îäíàêîâîãî ïîðÿäêó ìàëè îäèí i òîé æå iíäåêñ, ìà¹ìî:

A =




E1 0 0 0 0 0 E1 0 0
0 E2 0 0 0 0 0 0 E2

0 0 E3 0 0 0 0 0 0
0 0 0 E4 0 0 0 E4 0
0 0 0 0 E2 0 0 0 E2

0 0 0 0 0 E5 0 0 0
0 0 0 0 0 0 E1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 E4 0
0 0 0 0 0 0 0 0 E2




,

B =




E1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 E2 0 0 0 0 0 0 0
0 0 E3 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0




.

Òåîðåìà 2 äîâåäåíà.
4. Íåðîçêëàäíi ìàòðè÷íi çîáðàæåííÿ íàïiâãðóïè T2 íàä ïîëåì õàðàê-

òåðèñòèêè 2. Iç òåîðåìè 1 âèïëèâà¹ ïîâíèé îïèñ ìîäóëÿðíèõ íåðîçêëàäíèõ
çîáðàæåíü íàïiâãðóïè T2.

Òåîðåìà 3. Íåðîçêëàäíi ìàòðè÷íi çîáðàæåííÿ íàïiâãðóïè T2 íàä ïîëåì K
õàðàêòåðèñòèêè 2 âè÷åðïóþòüñÿ, ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi, íàñòóïíè-
ìè (ïîïàðíî íååêâiâàëåíòíèìè) çîáðàæåííÿìè:

1) a → 1, b → 0;
2) a → 1, b → 1;

3) a →
(

1 1
0 1

)
, b →

(
0 0
0 0

)
;

4) a →
(

1 1
0 1

)
, b →

(
1 0
0 0

)
;

5) a →



1 0 1
0 1 1
0 0 1


, b →




1 0 0
0 0 0
0 0 0


.

Äiéñíî, iç òåîðåìè 1 âèïëèâà¹, ùî áóäü-ÿêå ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ íàïiâ-
ãðóïè T2 íàä ïîëåì K õàðàêòåðèñòèêè 2 åêâiâàëåíòíå ïðÿìié ñóìi çîáðàæåíü
âèãëÿäó 1)�5). Äî òîãî æ, çîáðàæåííÿ 1)�5) ïîïàðíî íååêâiâàëåíòíi (ó âèïàäêó
çîáðàæåíü îäíàêîâî¨ ðîçìiðíîñòi öå âèïëèâà¹ iç òîãî, ùî ìàòðèöi, ÿêi çiñòàâëåíi
åëåìåíòó b, ìàþòü ðiçíi ðàíãè).

Çàëèøèëîñÿ âïåâíèòèñÿ â òîìó, ùî âñi çîáðàæåííÿ 1)�5) íåðîçêëàäíi. ßêáè
iñíóâàëî ðîçêëàäíå çîáðàæåííÿ R âèãëÿäó 1)�5), òî çãiäíî òiëüêè ùî ñêàçàíîãî
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âîíî áóëî á åêâiâàëåíòíèì ïðÿìié ñóìi R0 äåÿêèõ çîáðàæåíü âèãëÿäó 1)�5) ìåí-
øî¨ ðîçìiðíîñòi. ßêùî âðàõóâàòè, ùî åêâiâàëåíòíi çîáðàæåííÿ ìàþòü ïîäiáíi
ìàòðèöi, ùî âiäïîâiäàþòü åëåìåíòó b, òî ìîæëèâi ëèøå òàêi âèïàäêè:

a) çîáðàæåííÿ R âèãëÿäó 3) åêâiâàëåíòíå ïðÿìié ñóìi R0 äâîõ çîáðàæåíü
âèãëÿäó 1);

á) çîáðàæåííÿ R âèãëÿäó 4) åêâiâàëåíòíå ïðÿìié ñóìi R0 çîáðàæåíü âèãëÿäó
1) òà 2);

â) çîáðàæåííÿ R âèãëÿäó 5) åêâiâàëåíòíå ïðÿìié ñóìi R0 äâîõ çîáðàæåíü
âèãëÿäó 1) òà çîáðàæåííÿ âèãëÿäó 2);

ã) çîáðàæåííÿ R âèãëÿäó 5) åêâiâàëåíòíå ïðÿìié ñóìi R0 çîáðàæåíü âèãëÿäó
1) òà 4);

ä) çîáðàæåííÿ R âèãëÿäó 5) åêâiâàëåíòíå ïðÿìié ñóìi R0 çîáðàæåíü âèãëÿäó
2) òà 3).

Àëå öå íåìîæëèâî, áî, ÿê ëåãêî ïîáà÷èòè, ó êîæíîìó ç ïåðåðàõîâàíèõ âèïàä-
êiâ ìàòðèöi R(a) òà R0(a) íå ¹ ïîäiáíèìè.

Çàóâàæåííÿ 2. ßê ñêàçàíî âèùå, ìè ðîçãëÿäà¹ìî ëèøå òàêi ìàòðè÷íi çîá-
ðàæåííÿ íàïiâãðóïè T2, ÿêi çiñòàâëÿþòü îäèíè÷íîìó åëåìåíòó íàïiâãðóïè îäè-
íè÷íó ìàòðèöþ. ßêùî öüîãî íå âèìàãàòè, òîäi â îñòàííié òåîðåìi òðåáà (çãiäíî
ïàðàãðàôó 2 ÷è çàóâàæåííþ 1) äîäàòè íàñòóïíå çîáðàæåííÿ:

0) a → 0, b → 0.
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