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ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß ÀÍÀËÎÃÓ ÔÎÐÌÓËÈ ÅÉËÅÐÀ-ÌIÍÄIÍÃÀ
ÄËß ÄÂÎÂÈÌIÐÍÈÕ ËÀÍÖÞÃÎÂÈÕ ÄÐÎÁIÂ
Finding estimates for the remainder of two-dimensional interpolation continued fractions.

Çíàõîäæåííÿ îöiíîê çàëèøêîâîãî ÷ëåíà äëÿ äâîâèìiðíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ ëàíöþãîâèõ äðî-
áiâ.

Âñòóï. Ôîðìóëè Åéëåðà�Ìiíäiíãà âèçíà÷àþòü âèãëÿä óçàãàëüíåíèõ ìíîãî÷ëå-
íiâ ÷èñåëüíèêà òà çíàìåííèêà ïiäõiäíîãî äðîáó çâè÷àéíîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó
÷åðåç ÷àñòèííi ÷èñåëüíèêè òà çíàìåííèêè öüîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó [1]. Äîâåäå-
ííÿ, ÿêå íàâåäåíî â ìîíîãðàôi¨ Î. Ïåðîíà,  ðóíòó¹òüñÿ íà ïðÿìîìó ðåêóðåíò-
íîìó àëãîðèòìîâi. Ôîðìóëè Åéëåðà�Ìiíäiíãà òàêîæ ìîæíà îòðèìàòè, ÿêùî
ñêîðèñòàòèñÿ îáåðíåíèì ðåêóðåíòíèì àëãîðèòìîì [5]. Ó äàíié ðîáîòi íà îñíîâi
àíàëîãó îáåðíåíîãî ðåêóðåíòíîãî àëãîðèòìó âñòàíîâëåíî àíàëîã ôîðìóë Åéëåðà�
Ìiíäiíãà äëÿ äâîâèìiðíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ òà îòðèìàíi îöiíêè çàëèøêî-
âèõ ÷ëåíiâ ïðè iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöi¨ äâîõ äiéñíèõ çìiííèõ äåÿêèìè òèïàìè
äâîâèìiðíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ.

Àíàëîã ôîðìóëè Åéëåðà�Ìiíäiíãà äëÿ äâîâèìiðíèõ ëàíöþãîâèõ äðî-
áiâ. Íåõàé ìà¹ìî ñêií÷åíèé äâîâèìiðíèé ôóíêöiîíàëüíèé ëàíöþãîâèé äðiá
(ÄÔËÄ) âèäó

Dn(x, y) = Φn
0 (x, y) +

n

K
i=1

aii(x, y)

Φn
i (x, y)

, (1)

äå Φn
i (x, y) = bii(x, y) +

n

K
j=i+1

aji(x, y)

bji(x, y)
+

n

K
j=i+1

aij(x, y)

bij(x, y)
,

aij(x, y) 6= 0, bij(x, y), i, j = 0, 1, . . . , n � íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ äâîõ çìiííèõ â
äåÿêié îáëàñòi G ⊂ R2.

ßêùî ñêîðèñòàòèñü àíàëîãîì îáåðíåíîãî ðåêóðåíòíîãî àëãîðèòìó äëÿ äâîâè-
ìiðíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ [2, 4], ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü ÄÔËÄ (1)
âiäíîøåííÿ äâîõ óçàãàëüíåíèõ ìíîãî÷ëåíiâ, òîáòî Dn(x, y) = Pn(x, y)/Qn(x, y) .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

P n
k (x, y)

Qn
k(x, y)

= Φn
k(x, y) +

n

K
i=k+1

aii(x, y)

Φn
i (x, y)

, k = 0, 1, . . . , n,

k�é çàëèøîê, òîáòî, k�é ”õâiñò” ÄÔËÄ (1). Ìà¹ ìiñöå ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøå-
ííÿ

P n
k (x, y)

Qn
k(x, y)

= Φn
k(x, y) + ak+1k+1(x, y)

/
P n

k+1(x, y)

Qn
k+1(x, y)

, k = n− 1, n− 2, . . . , 0, (2)

äå P n
n (x) = bnn(x, y), Qn

n(x, y) = 1, Φn
n(x, y) = bnn.

Òîäi Pn(x, y) = P n
0 (x, y), Qn(x, y) = Qn

0 (x, y).
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Iç (2) âèïëèâà¹, ùî P n
k (x, y) òà Qn

k(x, y) çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi ðåêóðåíòíi
ñïiââiäíîøåííÿ

P n
k (x, y) = Φn

k(x, y)P n
k+1(x, y)+ak+1k+1(x, y)·Qn

k+1(x, y), Qn
k(x, y) = P n

k+1(x, y). (3)

Ïðè k = n− 1 ìà¹ìî

P n
n−1(x, y) = Φn

n−1(x, y)bnn(x, y) + ann(x, y) =

= Φn
n−1(x, y)Φn

n(x, y)

(
1 +

ann(x, y)

Φn
n−1(x, y)Φn

n(x, y)

)
,

Qn
n−1(x, y) = bnn(x, y) = Φn

n(x, y).

Ïðè k = n− 2 ìà¹ìî

P n
n−2(x, y) = Φn

n−2

(
Φn

n−1(x, y)bnn(x, y) + ann(x, y)
)

+ an−1n−1(x, y)Φn
n(x, y) =

= Φn
n−2(x, y)Φn

n−1(x, y)Φn
n(x, y)

(
1 +

ann(x, y)

Φn
n−1(x, y)Φn

n(x, y)
+

an−1n−1(x, y)

Φn
n−2(x, y)Φn

n−1(x, y)

)
,

òà
Qn

n−2(x, y) = Φn
n−1(x, y)bnn(x, y) + ann(x, y) =

= Φn
n−1(x, y)Φn

n(x, y)

(
1 +

ann(x, y)

Φn
n−1(x, y)Φn

n(x, y)

)
.

Ñêîðèñòàâøèñü ìåòîäîì ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ iç (3), àíàëîãi÷íî ÿê â
[3,5] äëÿ âèïàäêó ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, ìîæíà îòðèìàòè íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ

P n
k (x, y) = An

k

(
1 +

n−1∑
i=k

Ψi + · · ·+
n+1−2νk∑

i1=k

Ψi1

n+3−2νk∑
i2=i1+2

Ψi2 · · ·
n−1∑

iνk
=iνk−1+2

Ψiνk

)
,

Qn
k(x, y)=An

k+1

(
1+

n−1∑
i=k+1

Ψi + · · ·+
n+1−2µk∑
i1=k+1

Ψi1

n+3−2µk∑
i2=i1+2

Ψi2 · · ·
n−1∑

iµk
=iµk−1+2

Ψiµk

)
,

(4)

äå

An
s = An

s (x, y) =
n∏

i=s

Φn
i (x, y), Ψi = Ψi(x, y) =

ai+1i+1(x, y)

Φn
i (x, y) · Φn

i+1(x, y)
,

νk =

[
(n + 1− k)

2

]
, µk =

[
(n− k)

2

]
.

Òîäi àíàëîã ôîðìóëè Åéëåðà�Ìiíäiíãà äëÿ Pn(x, y) òà Qn(x, y) äâîâèìiðíîãî
ëàíöþãîâîãî äðîáó âiäïîâiäíî ìà¹ âèãëÿä:

Pn(x, y) = An
0

(
1 +

n−1∑
i=0

Ψi + · · ·+
n+1−2m1∑

i1=0

Ψi1

n+3−2m1∑
i2=i1+2

Ψi2 · · ·
n−1∑

im1=im1−1+2

Ψim1

)
,

Qn(x, y) = An
1

(
1 +

n−1∑
i=1

Ψi + · · ·+
n+1−2m2∑

i1=1

Ψi1

n+3−2m2∑
i2=i1+2

Ψi2 · · ·
n−1∑

im2=im2−1+2

Ψim2

)
,

(5)

äå m1 = [(n + 1)/2], m2 = [n/2].
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Rn
k,s(x, y) =

n+1−2k∑
i1=s

Ψi1

n+3−2k∑
i2=i1+2

Ψi2 · · ·
n−1∑

ik=ik−1+2

Ψik ,

äå s ∈ {0, 1}, k = 1, 2, . . . , m, m ∈ {νk, µk}. Ëåãêî áà÷èòè, ùî Rn
k,s(x, y) çàäîâîëü-

íÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

Rn
k,s(x, y) =

n+1−2k∑
i=s

Ψi ·Rn
k−1,i+2(x, y), Rn

0,s(x, y) = 1.

Òåïåð ôîðìóëè (4) òà (5) ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi

P n
k (x, y) = An

k(x, y) ·
νk∑
i=0

Rn
i,k(x, y), Qn

k(x, y) = An
k+1(x, y) ·

µk∑
i=0

Rn
i,k+1(x, y), (6)

òà

Pn(x, y) = An
0 (x, y) ·

m1∑
i=0

Rn
i,0(x, y), Qn(x, y) = An

1 (x, y) ·
m2∑
i=0

Rn
i,1(x, y).

Äëÿ ïîäàëüøèõ ìiðêóâàíü áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíó òåîðåìó ç òå-
îði¨ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ.

Òåîðåìà 1 (Ñëåøèíñüêîãî�Ïðiíãñãåéìà [8]). Ëàíöþãîâèé äðiá
∞
K

k=1
ak/bk ç

êîìïëåêñíèìè åëåìåíòàìè çáiãà¹òüñÿ, ÿêùî | bk | > | ak |+ 1, k = 1, 2, . . . . Äëÿ
âñiõ n-x íàáëèæåíü âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü | fn | < 1, n = 1, 2, . . .

Ëåìà 1. Íåõàé ÷àñòèííi ÷èñåëüíèêè aij(x, y) òà çíàìåííèêè bij(x, y) ÄÔËÄ
(1) äëÿ âñiõ çíà÷åíü (x, y) ∈ G çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

|aji(x, y)| 6 d, |bji(x, y)| > d + 1, i, j = 0, 1, . . . , n, j 6= i, (7)

γ 6 |aii(x, y)| 6 d2, d2 + 3 6 |bii(x, y)| 6 β, i = 0, 1, . . . , n,

äå d, γ, β äåÿêi ñòàëi. Òîäi

d2 + 1 6 |Φn
i | 6 β + 2.

Äîâåäåííÿ. Îöiíèìî Φn
i ïî ìîäóëþ

|Φn
i | =

∣∣∣∣∣bii(x, y) +
n

K
j=i+1

aji(x, y)

bji(x, y)
+

n

K
j=i+1

aij(x, y)

bij(x, y)

∣∣∣∣∣ >

> |bii(x, y)| −
∣∣∣∣∣

n

K
j=i+1

aji(x, y)

bji(x, y)

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣

n

K
j=i+1

aij(x, y)

bij(x, y)

∣∣∣∣∣ .

Òîäi, çãiäíî òåîðåìè 1, îòðèìà¹ìî Φn
i > d2 +1. Íåðiâíiñòü |Φn

i | 6 β+2 î÷åâèäíà.
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Ëåìà 2. Íåõàé ÷àñòèííi ÷èñåëüíèêè aij(x, y) òà çíàìåííèêè bij(x, y) ÄÔËÄ
(1) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ëåìè 1. Òîäi

∣∣Rn
k,s(x, y)

∣∣ 6 ρk · Ck
n+1−s−k, (8)

äå ρ = d2/(d2 + 1)2, k = 1, 2, . . . , m, s ∈ {0, 1}, m ∈ {νk, µk}.
Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ìåòîäîì ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Íåõàé

k = 1. Ó öüîìó âèïàäêó

Rn
1,s(x, y) =

n−1∑
i=s

Ψi =
n−1∑
i=s

ai+1i+1(x, y)

Φn
i (x, y) · Φn

i+1(x, y)
,

çãiäíî òâåðäæåííÿì ëåìè 1 ìà¹ìî, ùî |Ψi| 6 ρ, à òîäi
∣∣Rn

1,s(x, y)
∣∣ 6 ρ · C1

n−s.
Îòæå, òâåðäæåííÿ âiðíå ïðè k = 1. Ïðèïóñòèìî, âîíî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ
k = 1, 2, . . . , l − 1. Ïðè k = l îòðèìó¹ìî, ùî

Rn
l,s(x, y) =

n+1−2l∑
i=s

Ψi ·Rn
l−1,i+2(x, y).

Òîäi ç ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ òà óìîâàìè ëåìè ìà¹ìî, ùî

∣∣Rn
l,s(x, y)

∣∣ 6
n+1−2l∑

i=s

ρ · ρl−1 · C l−1
n−l−i = ρl ·

n+1−2l∑
i=s

C l−1
n−l−i = ρl C l

n−l−s+1.

Òåîðåìà 2. ßêùî âñi ÷àñòèííi ÷èñåëüíèêè aij(x, y) òà çíàìåííèêè bij(x, y)
ÄÔËÄ (1) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (7) òî

|Qn
k(x, y)| < (β + 2)n−k · ϕn−k+1, |P n

k (x, y)| < (β + 2)n−k+1 · ϕn−k+2,

òà
|Qn(x, y)| < (β + 2)n · ϕn+1, |Pn(x, y)| < (β + 2)n+1 · ϕn+2,

äå
ϕn =

((
1 +

√
1 + 4ρ

)n

−
(
1 +

√
1− 4ρ

)n)
· 2−n ·

(√
1− 4ρ

)−1

.

Äîâåäåííÿ. Iç ðiâíîñòi (6) òà ëåìè 2 âèïëèâà¹, ùî

|Qn
k(x, y)| 6

∣∣An
k+1

∣∣ ·
[n−k

2 ]∑
i=0

∣∣Rn
i,k+1(x, y)

∣∣ 6 (β + 2)n−k ·
[n−k

2 ]∑
i=0

ρi Ci
n−k−i.

Ñêîðèñòàâøèñü âiäîìîþ ðiâíiñòþ ç êîìáiíàòîðèêè

[n/2]∑
i=0

ρi ·Ci
n−i =

((
1 +

√
1 + 4ρ

)n+1

−
(
1 +

√
1− 4ρ

)n+1
)
· 2−(n+1) ·

(√
1− 4ρ

)−1

,

îòðèìà¹ìî òâåðäæåííÿ äëÿ Qn
k(x, y). Iíøi íåðiâíîñòi äîâîäÿòüñÿ àíàëîãi÷íî.
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Äâîâèìiðíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá Êó÷ìiíñüêî¨�Êîóò.
Íåõàé ôóíêöiÿ f(x, y) íåïåðåðâíà íà ìíîæèíi G = [α, β] × [α, β] òà âèçíà÷å-
íà ñâî¨ìè çíà÷åííÿìè ó âóçëàõ ñiòêè Gn = X × Y = {(xi, yj) : xi ∈ X, yj ∈ Y },
äå X = {xi : xi ∈ [α, β], xi 6= xl, ïðè i 6= l, i, l = 0, 1, . . . , n} òà Y = {yj : yj ∈
[α, β], yj 6= yl, ïðè j 6= l, j, l = 0, 1, . . . , n.}.

Ðîçãëÿíåìî ÄIËÄ Êó÷ìiíñüêî¨�Êîóò [8]

Dn(x, y) =
Pn(x, y)

Qn(x, y)
= Φn

0 (x, y) +
n

K
k=1

(x− xk−1)(y − yk−1)

Φn
k(x, y)

, (9)

äå Φn
i (x, y) = bii +

n

K
j=i+1

x− xj−1

bji

+
n

K
j=i+1

y − yj−1

bij

.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ÄIËÄ (9) ¹ ÄÔËÄ ç ÷àñòèííèìè ÷èñåëüíèêàìè aki(x, y) =
x − xk−1, aik(x, y) = y − yk−1, aii(x, y) = (x − xi−1)(y − yi−1), k > i, i, k =
0, 1, . . . , n, i ÷àñòèííèìè çíàìåííèêàìè bki(x, y) = bki, i, k = 0, 1, · · · , n, .

×èñåëüíèê Pn(x, y) òà çíàìåííèê Qn(x, y) ÄIËÄ (9) äðîáó ìîæóòü áóòè
ïðåäñòàâëåíi çà äîïîìîãîþ àíàëîãó ôîðìóëè Åéëåðà�Ìiíäiíãà (5), ïðè Ψi =
(x− xi−1) · (y− yi−1)/(Φ

n
i (x, y) ·Φn

i+1(x, y)). Êîåôiöi¹íòè äðîáó (9) âèçíà÷àþòüñÿ
ç óìîâè iíòåðïîëÿöi¨

Dn(xi, yj) = f(xi, yj) = cij, i, j = 0, 1, . . . , n .

Òåîðåìà 3. [6] Êîåôiöi¹íòè ÄIËÄ (9) âèçíà÷àþòüñÿ iç ñïiââiäíîøåííÿ

bij = δs−1
ij , i, j = 0, 1, . . . , n, s = max{i, j}, (10)

äå

δk
ij =

xik · yjk

δk−1
ij + θk

j · δk−1
ik + θk

i · δk−1
kj + θk

i · θk
j · δk−1

kk

, δ−1
ij = cij, k = 0, . . . , n− 1,

xij =

{
xi − xj, ïðè i > j,

1, ïðè i 6 j,
yij =

{
yi − yj, ïðè i > j,

1, ïðè i 6 j,
θt

s =

{−1, ïðè s > t,
0, ïðè s 6 t.

Òåîðåìà 4. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:
1) ôóíêöiÿ f(x, y) âèçíà÷åíà òà íåïåðåðâíà â îáëàñòi G,, äëÿ íå¨ iñíó¹ ÄIËÄ

(9), êîåôiöi¹íòè ÿêîãî âèçíà÷àþòüñÿ çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ â òî÷êàõ ñiòêè Gn çà
ôîðìóëàìè (10);
2) êîåôiöi¹íòè ÄIËÄ (9) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

| bij | > d + 1, i 6= j, d2 + 3 6 | bii | 6 β1, i = 1, . . . , n, äå d = β − α 6= 1;

3) iñíó¹ òî÷êà (x∗, y∗) ∈ G, x∗ /∈ X, y∗ /∈ Y, òàêà, ùî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

| bn+1,j(x∗) | > d + 1, | bi,n+1(y∗) | > d + 1, d2 + 3 6 | bn+1,n+1(x∗, y∗) | 6 β1,

äå bn+1,j(x∗), bi,n+1(y∗), bn+1,n+1(x∗, y∗) âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (10) äëÿ
âèïàäêó, êîëè xn+1 = x∗, yn+1 = y∗.
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Òîäi ìà¹ ìiñöå îöiíêà:

|f(x∗, y∗)−Dn(x∗, y∗)| >

∣∣∣∣∣∣∣∣

γn+1

(β1 + 2)ϕ2

n∏
s=1

(β1 + 2)2(n−s)+4ϕn−s+2 · ϕn−s+3

−

−∑n
m=0

2dm+n−1(d− 1)2

(dn+1−m − 1)(dn+2−m − 1)

∣∣∣∣∣ ,

äå γ 6 |(x− xi)(y − yi)|, i = 0, 1, . . . , n.
Äîâåäåííÿ. Òî÷êà (x∗, y∗) /∈ Gn çãiäíî óìîâè òåîðåìè. Ïîáóäó¹ìî iíøèé

ÄIËÄ çà çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ f(x, y) â òî÷êàõ ñiòêè
Gn+1 = {x0, . . . , xn, xn+1} × {y0, . . . , yn, yn+1}, äå xn+1 = x∗, yn+1 = y∗.

Dn+1(x, y) = Φn+1
0 (x, y) +

n+1

K
i=1

(x− xi−1)(y − yi−1)

Φn+1
i (x, y)

, (11)

äå Φn+1
i (x, y) = bii +

n+1

K
j=i+1

x− xj−1

bji

+
n+1

K
j=i+1

y − yj−1

bij

.

Êîåôiöi¹íòè bij, i, j = 0, 1, . . . , n â ÄIËÄ (11) áóäóòü ðiâíèìè âiäïîâiäíèì
êîåôiöi¹íòàì â ÄIËÄ (9) çà ïîáóäîâîþ, à êîåôiöi¹íòè bn+1,i = bn+1,i(x∗), bi,n+1 =
bi,n+1(y∗), bn+1,n+1 = bn+1,n+1(x∗, y∗) i âèçíà÷àþòüñÿ çà (10).

ÄIËÄ (11) ¹ iíòåðïîëÿöiéíèì, òîáòî Dn+1(x∗, y∗) = f(x∗, y∗) çà ïîáóäîâîþ, à
òîäi

f(x∗, y∗)−Dn(x∗, y∗) = Dn+1(x∗, y∗)−Dn(x∗, y∗).

Âiäîìà ôîðìóëà ðiçíèöi ñóñiäíiõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ [7]

Dn+1 −Dn =
n∑

m=0

(−1)n+1

( n+1∏
j=m+1

ajm

Qn,m Qn+1,m
+

n+1∏
j=m+1

amj

Qm,n Qm,n+1

)
m∏

s=1

ass

F n
s F n+1

s
+

+
(−1)n

n+1∏
s=1

ass

F n+1
n+1

n∏
s=1

F n
s F n+1

s

,

(12)

äå F n
k = Φn

k(x, y) +
n

K
i=k+1

aii(x, y)

Φn
i (x, y)

, k = 0, 1, . . . , n − 1, F n
n = Φn

n(x, y), Qn,m �

çíàìåííèê ëàíöþãîâîãî äðîáó
n

K
i=m

aim

bim

, Qm,n � çíàìåííèê ëàíöþãîâîãî äðîáó
n

K
i=m

ami

bmi

. Âiäîìî [9], ùî |Qn,m| >
dn+1−m − 1

d− 1
, m = 0, 1, . . . , n.

Îòæå, F n
k =

P n
k

Qn
k

, òîäi ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî F n
k = Qn

k−1. Îöiíèìî ðiâíiñòü
(12) çíèçó

|Dn+1−Dn|>
∣∣∣∣∣∣

n+1∏
s=1

|ass|

|F n+1
n+1 | n∏

s=1
|F n

s | |F n+1
s |−

n∑
m=0

( n+1∏
j=m+1

|ajm|

|Qn,m| |Qn+1,m|+

n+1∏
j=m+1

|amj |

|Qm,n| |Qm,n+1|

)
m∏

s=1

|ass|
|F n

s | |F n+1
s |

∣∣∣∣∣∣
.
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Âðàõîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ç [6] òà òåîðåìó 4, îòðèìà¹ìî íàñòóïíó òåîðåìó.
Òåîðåìà 5. Ïðè âèêîíàíi óìîâ òåîðåìè 4 ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi îöiíêè:

∣∣∣∣∣∣∣∣

γn+1

(β1 + 2)ϕ2

n∏
s=1

(β1 + 2)2(n−s)+4ϕn−s+2 · ϕn−s+3

−
n∑

m=0

2dm+n−1(d− 1)2

(dn+1−m−1)(dn+2−m−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
6

6 |f(x∗, y∗)−Dn(x∗, y∗)|6
n∑

m=0

2dm+n−1(d− 1)2

(dn+1−m − 1)(dn+2−m − 1)
+

1

d2n
.

Äâîâèìiðíi ëàíöþãîâi C ′ � äðîáè. Ðîçãëÿíåìî äâîâèìiðíèé ëàíöþãîâèé
äðiá

Dn(x, y) = Φn
0 (x, y) +

n

K
i=1

bii(x, y)

Φn
i (x, y)

, (13)

äå

Φn
i (x, y) = 1 +

n

K
j=i+1

bji(x, y)

1
+

n

K
j=i+1

bij(x, y)

1
, i = 1, 2, . . . , n,

Φn
0 = b00 +

n

K
i=1

bi0(x, y)

1
+

n

K
i=1

b0i(x, y)

1
.

Ôîðìóëè (5) çàëèøàþòüñÿ âiðíèìè ïðè Ψi =
bi+1i+1

Φn
i Φn

i+1

. Àíàëîãi÷íî äî ëåì 1 òà 2
ìîæíà ñôîðìóëþâàòè i äîâåñòè íàñòóïíó ëåìó.

Ëåìà 3. Íåõàé ÷àñòèííi ÷èñåëüíèêè bij(x, y) ôóíêöiîíàëüíîãî äâîâèìiðíîãî
ëàíöþãîâîãî äðîáó (13) çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi óìîâè:

|bij| 6 t(1− t), i, j = 0, 1, . . . , n, j 6= i,

|bii| 6 2t, i = 0, 1, . . . , n, äå 0 6 t 6 1/2.

Òîäi:
1.1− 2t 6 |Φn

i | 6 1 + 2t;
2.

∣∣Rn
k,s

∣∣ 6 ρk
1C

k
n+1−s−k, äå ρ1 =

2t

(1− 2t)2
.

Òåîðåìà 6. ßêùî âñi ÷àñòèííi ÷èñåëüíèêè bij(x, y) ôóíêöiîíàëüíîãî äâîâè-
ìiðíîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó (13) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ëåìè 3, òî

|Qn
k(x, y)| < (1 + 2t)n−k · ϕ̄n−k+1, |P n

k (x, y)| < (1 + 2t)n−k+1 · ϕ̄n−k+2,

|Qn(x, y)| < (1 + 2t)n · ϕ̄n+1, |Pn(x, y)| < (1 + 2t)n+1 · ϕ̄n+2,

äå
ϕ̄n =

((
1 +

√
1 + 4ρ1

)n

−
(
1 +

√
1− 4ρ1

)n)
· 2−n ·

(√
1− 4ρ1

)−1

.
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Ðîçãëÿíåìî iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá

Dn(x, y) = Φn
0 (x, y) +

n

K
i=1

bii(x− xi−1)(y − yi−1)

Φn
i (x, y)

, (14)

äå

Φn
i (x, y) = 1 +

n

K
j=i+1

bji(x− xj−1)

1
+

n

K
j=i+1

bij(y − yj−1)

1
, i = 1, 2, . . . , n

Φn
0 = b00 +

n

K
i=1

bi0(x− xi−1)

1
+

n

K
i=1

b0i(y − yi−1)

1
,

äå bij, i, j = 0, 1, . . . , n � ñòàëi.
Êîåôiöi¹íòè bij âèçíà÷àþòü ç óìîâè iíòåðïîëÿöi¨. Ââåäåìî íàñòóïíå ïîçíà÷å-

ííÿ:

β
(k)
ij =

ω
(k−1)
ij

xikyj k

[
1

β
(k−1)
ij

+
θk

j

β
(k−1)
ik

+
θk

i

β
(k−1)
kj

+
θk

j θk
i

β
(k−1)
kk

]
,

äå ω
(k−1)
ij =





β
(k−1)
ik , êîëè j > i, i < k,

β
(k−1)
kj , êîëè i > j, j < k,

β
(k−1)
kk , êîëè i > k, j > k,

β
(0)
ij =

cij + θ0
j ci0 + θ0

i c0j + θ0
jθ

0
i c00

xi0 yj0

, i, j = 0, 1, . . . , n, k = 1, 2, . . . , n− 1.

Òåîðåìà 7. [6] Êîåôiöi¹íòè ÄIËÄ (14) ìîæóòü áóòè çíàéäåíi çà äîïîìîãîþ
ñïiââiäíîøåííÿ

bij = β
(k−1)
ij , i, j = 0, 1, . . . , n, k = max{i, j}. (15)

Òåîðåìà 8. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:
1) ôóíêöiÿ f(x, y), âèçíà÷åíà i íåïåðåðâíà â îáëàñòi G, äëÿ íå¨ ïîáóäîâàíèé

C ′�ÄIËÄ (14), êîåôiöi¹íòè ÿêîãî âèçíà÷àþòüñÿ çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ ó âóçëàõ
ñiòêè Gn;
2) êîåôiöi¹íòè C ′�ÄIËÄ (14) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

|aij| 6 t(1− t), i, j = 0, 1, . . . , n, i 6= j

γ1 6 |aii| 6 2t, i = 0, 1, . . . , n,

äå 0 6 t6 1/2, aij =bij(y−yj−1), aji =bji(x−xj−1), i>j aii =bii(x−xi−1)(y−yi−1);
3) iñíó¹ òî÷êà (x∗, y∗) ∈ G, x∗ /∈ X, y∗ /∈ Y , äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi
|an+1j(x∗)| 6 t(1− t), j = 0, . . . , n, |ain+1(y∗)| 6 t(1− t), i = 0, 1, . . . , n,
γ1 6 |an+1n+1(x∗, y∗)| 6 2t, äå âåëè÷èíè bn+1j(x∗), bin+1(y∗), bn+1n+1(x∗, y∗) âèçíà-
÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (15) ó âèïàäêó, êîëè xn+1 = x∗, yn+1 = y∗.
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Òîäi ìà¹ ìiñöå îöiíêà

|f(x∗, y∗)−Dn(x∗, y∗)| >

∣∣∣∣∣∣∣∣

γn+1
1

(1 + 2t)ϕ̄2

n∏
s=1

(1 + 2t)2(n−s)+4ϕ̄n−s+2 · ϕ̄n−s+3

−

−∑n
m=0

21−mtn−2m+1(1− t)n−m+1((1− t)n−m+1 − tn−m+1)

(1− t)n−m+3 − tn−m+3

∣∣∣∣∣ .

Äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ òåîðåìè 4.
Âðàõîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ç [6] òà òåîðåìó 8, îòðèìà¹ìî íàñòóïíó òåîðåìó.
Òåîðåìà 9. Ïðè âèêîíàííi óìîâ òåîðåìè 8 ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi îöiíêè:

∣∣∣∣∣∣∣∣

γn+1
1

t1ϕ̄2

n∏
s=1

t
2(n−s)+4
1 ϕ̄n−s+2ϕ̄n−s+3

−
n∑

m=0

tn−2m+1(1−t)n−m+1((1−t)n−m+1−tn−m+1)

2m−1((1−t)n−m+3−tn−m+3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
6

≤|f(x∗, y∗)−Dn(x∗, y∗)|6
n∑

m=0

tn−2m+1(1−t)n−m+1((1−t)n−m+1 − tn−m+1)

2m−1((1−t)n−m+3−tn−m+3)
+

1

(2t)n
,

äå t1 = 1 + 2t.
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