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ÏÑÅÂÄÎÎÁÐÀÒÍÛÉ ÎÏÅÐÀÒÎÐ Ê ÌÀÒÐÈ×ÍÎÌÓ Â
ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÌÅÐÍÎÌ ÃÈËÜÁÅÐÒÎÂÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

The paper covers the formula of the single pseudoinversed operator for matrix normally solvable
operators in Hilbert spaces. The author has introduced the notion of the unilaterally pseudoin-
versed operators for matrix normally solvable equations which function in Hilbert spaces. The
paper also highlights the methods of their construction.

Â ðîáîòi îòðèìàíî ôîðìóëó äëÿ ¹äèíîãî ïñåâäîîáåðíåíîãî îïåðàòîðà äî ìàòðè÷íîãî íîðìàëü-
íî ðîçâ'ÿçíîãî îïåðàòîðà â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði. Ââåäåíî ïîíÿòòÿ îäíîñòîðîííüî ïñåâäî-
îáåðíåíèõ îïåðàòîðiâ äî ìàòðè÷íèõ íîðìàëüíî ðîçâ'ÿçíèõ, ÿêi äiþòü â ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòî-
ðàõ, ðîçãëÿíóòî ñïîñîáè ¨õ ïîáóäîâè.

Ââåäåíèå. Èçâåñòíî [1, c. 29], ÷òî â ôèêñèðîâàííîì áàçèñå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó îïåðàòîðàìè, äåéñòâóþùèìè â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ, è áåñêîíå÷íûìè ìàòðèöàìè âçàèìíî îäíîçíà÷íî è îáëàäàåò
îáû÷íûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Åñëè áàçèñ ìåíÿåòñÿ, òî îäíîìó îïå-
ðàòîðó ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî ìàòðèö. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â îòëè-
÷èå îò êîíå÷íîìåðíîãî ñëó÷àÿ, íå êàæäîé áåñêîíå÷íîé ìàòðèöå ñîîòâåòñòâóåò
îïåðàòîð. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì òîãî, ÷òîáû ìàòðèöà îòâå÷àëà êàêîìó-íèáóäü
îïåðàòîðó ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ ñóììèðóåìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýëåìåí-
òîâ ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû. Íî îíî íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì. Äîñòàòî÷íûì
áóäåò óñëîâèå êâàäðàòè÷íîé ñóììèðóåìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñåõ ýëåìåí-
òîâ ìàòðèöû, íî îíî íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Ýòèì ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ
òåîðèÿ áåñêîíå÷íûõ ìàòðèö îò òåîðèè êîíå÷íûõ: êàæäîìó îïåðàòîðó â ôèêñè-
ðîâàííîì áàçèñå ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà, íî íå êàæäîé ìàòðèöå ñîîòâåòñòâóåò
îïåðàòîð.

Âñþäó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü Q : Hs
1 → Hs

2− ëèíåéíûé
îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ÷èñëîâûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Hs

1 â ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé Hs

2 (ñèìâîë s− îò àíãë. sequence), êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
áåñêîíå÷íîìåðíîé ìàòðèöû Q = {qij}∞ ∞

i=1 j=1.
Îïðåäåëåíèå 1. Îïåðàòîð Q− : Hs

2 → Hs
1, óäîâëåòâîðÿþùèé ñâîéñòâàì

1. QQ−Q = Q;

2. Q−QQ− = Q−
(1)

íàçûâàåòñÿ îáîáùåííî-îáðàòíûì [2] ê îïåðàòîðó Q.
Èçâåñòíî [2], ÷òî îáîáùåííî-îáðàòíûé îïåðàòîð íå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà-

÷íî. Îäíàêî, áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ, îäíîçíà÷íîãî ðàçëîæåíèÿ èõ â ïðÿìûå ñóììû îðòîãîíàëüíûõ
çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, èçîìîðôíîñòè âçàèìíî ñîïðÿæåííûõ ïðîñòðàíñòâ,
èç ìíîæåñòâà îáîáùåííî-îáðàòíûõ îïåðàòîðîâ óäàåòñÿ âûäåëèòü åäèíñòâåííûé
ïñåâäîîáðàòíûé.
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Îïðåäåëåíèå 2. Îïåðàòîð Q+ : Hs
2 → Hs

1, óäîâëåòâîðÿþùèé ñâîéñòâàì:

1. QQ+Q = Q;

2. Q+QQ+ = Q+;

3. (QQ+)∗ = QQ+ = IHs
2
− PN(Q∗);

4. (Q+Q)∗ = Q+Q = IHs
1
− PN(Q)

(2)

íàçûâàåòñÿ ïñåâäîîáðàòíûì ê îïåðàòîðó Q ïî Ìóðó�Ïåíðîóçó [3], [4], ãäå
PN(Q) : Hs

1 → N(Q) è PN(Q∗) : Hs
2 → N(Q∗) îðòîïðîåêòîðû íà íóëü-ïðîñòðàíñòâà

N(Q) è N(Q∗) îïåðàòîðîâ Q è åìó ñîïðÿæåííîãî Q∗, ñîîòâåòñòâåííî.
1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü Q− ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé íîðìàëüíî ðà-

çðåøèìûé R(Q) = R(Q) ìàòðè÷íûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç ãèëüáåðòîâà
ïðîñòðàíñòâà Hs

1 â ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî Hs
2, Q : Hs

1 → Hs
2. Îáîçíà÷èì

Q∗ : H∗
2 → H∗

1− ñîïðÿæåííûé ê îïåðàòîðó Q ìàòðè÷íûé îïåðàòîð, äåéñòâó-
þùèé èç ñîïðÿæåííîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà (Hs

2)
∗ â ñîïðÿæåííîå ãèëü-

áåðòîâî ïðîñòðàíñòâî (Hs
1)
∗. Ïîñêîëüêó â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ëèíåé-

íûé ôóíêöèîíàë ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòîì òîãî æå ïðîñòðàíñòâà [5, c. 181], òî
(Hs

1)
∗ = Hs

1, (Hs
2)
∗ = Hs

2, ò.å. ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ãèëüáåðòîâîìó ñîâ-
ïàäàåò ñ íèì ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà [6]. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð Q∗

äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà Hs
2 â ïðîñòðàíñòâî Hs

1.
Òàê êàê íóëü-ïðîñòðàíñòâî N(Q) ⊂ Hs

1 è îáðàç R(Q) ⊂ Hs
2 îïåðàòîðà Q

çàìêíóòû, à ëþáîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà äîïîë-
íÿåìî, òî ìàòðè÷íûé îïåðàòîð Q îáîáùåííî îáðàòèì [7, ñ. 139] è ñóùåñòâóþò
îãðàíè÷åííûå îðòîïðîåêòîðû PN(Q) : Hs

1 → N(Q) è PN(Q∗) : Hs
2 → N(Q∗),

êîòîðûå èíäóöèðóþò ðàçáèåíèå Hs
1 è Hs

2 â ïðÿìûå îðòîãîíàëüíûå ñóììû [8]

Hs
1 = N(Q)⊕R(Q∗),

Hs
2 = N(Q∗)⊕R(Q),

(3)

ãäå N(Q) = PN(Q)H
s
1, N(Q∗) = PN(Q∗)H

s
2, R(Q) = (IHs

2
− PN(Q))H

s
2, R(Q∗) =

(IHs
1
− PN(Q))H

s
1.

Â äàëüíåéøåì ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ íîðìàëüíî ðàçðåøèìûõ,
à, ñëåäîâàòåëüíî, îáîáùåííî îáðàòèìûõ ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ
èç ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà Hs

1 â ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî Hs
2 áóäåì îáîçíà-

÷àòü GI(Hs
1,H

s
2) (Generalized Inverses).

Ñòàâÿòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è: 1) ïîñòðîèòü îäíîñòîðîííå ïñåâäîîáðàòíûå îïå-
ðàòîðû Q+

r è Q+
l , îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ äàíû â ï. 4; 2) ïîñòðîèòü åäèíñòâåííûé

ïñåâäîîáðàòíûé îïåðàòîð Q+.
2. Âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò. Ïóñòü ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà Hs

1 è
Hs

2 èìåþò áàçèñû. Ýòî ìîãóò áûòü ñ÷åòíûå áàçèñû Øàóäåðà èëè áîëåå îáùèå
áàçèñû. Îáîçíà÷èì Ui, i = 1, 2− ìíîæåñòâà ïðîèçâîëüíîé ìîùíîñòè, {fα}, α ∈
U1 è {ϕβ}, β ∈ U2− ïîëíûå ñèñòåìû îðòîíîðìèðîâàííûõ áåñêîíå÷íîìåðíûõ
âåêòîðîâ ñ ïîñòîÿííûìè êîìïîíåíòàìè, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò, ñîîòâåòñòâåííî,
áàçèñû íóëü-ïðîñòðàíñòâ N(Q) ⊂ Hs

1 è N(Q∗) ⊂ Hs
2 [9, c. 239].
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Îïðåäåëèì îïåðàòîðû PN(Q) : Hs
1 → N(Q) è PN(Q∗) : Hs

1 → N(Q∗) ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì

PN(Q)x =
∑

α∈U1

(x, fα)fα,

(4)

PN(Q∗)y =
∑

β∈U2

(y, ϕβ)ϕβ.

Èçâåñòíî [9], ÷òî, åñëè ìíîæåñòâî U1 íåñ÷åòíî, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Hs
1 íå áîëåå

÷åì ñ÷åòíîå ÷èñëî êîýôôèöèåíòîâ xα = (x, fα) îòëè÷íî îò íóëÿ. Åñëè ìíîæå-
ñòâî U1 ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì, òî âìåñòî çíàêà

∑
α∈U1

ïèøóò çíàê
∑∞

α=1, ïîä÷åðêèâàÿ
ñ÷åòíîñòü ìíîæåñòâà U1.

Ïîñêîëüêó â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ëþáîå çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî
äîïîëíÿåìî [10], [11], òî îïåðàòîðû PN(Q) : Hs

1 → N(Q) è PN(Q∗) : Hs
1 → N(Q∗)

îãðàíè÷åíû. À òàê êàê äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x ∈ N(Q) è y ∈ N(Q∗) èìåþò
ìåñòî ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ [9], òî ðÿäû (4) ñõîäÿòñÿ ïî íîðìàì ïðîñòðàíñòâ Hs

1

è Hs
2, ñîîòâåòñòâåííî.
Îïåðàòîðû (4) ÿâëÿþòñÿ îðòîïðîåêòîðàìè, òàê êàê î÷åâèäíî, ÷òî P 2

N(Q) =

P ∗
N(Q) = PN(Q), P 2

N(Q∗) = P ∗
N(Q∗) = PN(Q∗).

Ñîñòàâèì èç áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ íóëü-ïðîñòðàíñòâ N(Q) è N(Q∗), ñîîòâåò-
ñòâåííî, ìàòðèöû:

X = (f1 f2 f3 . . . fα . . .),

Φ = (ϕ1 ϕ2 ϕ3, . . . ϕβ . . .).

Îïðåäåëèì ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîð-ñòîëáöîâ {fα}, α ∈ U1

íà íåêîòîðûé ýëåìåíò (âåêòîð-ñòîëáåö) x ∈ Hs
1 êàê ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû X

íà âåêòîð-ñòîëáåö x ñëåäóþùèì îáðàçîì

(X, x)Hs
1

= X∗ · x,

ðåçóëüòàòîì êîòîðîãî áóäåò áåñêîíå÷íîìåðíûé âåêòîð-ñòîëáåö ÷èñåë, α-ÿ êîì-
ïîíåíòà êîòîðîãî åñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (fα, x)Hs

1
= f ∗α ·x, ãäå f ∗α− âåêòîð-

ñòðîêà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê âåêòîð-ñòîëáöó fα, α ∈ U1.
Òîãäà, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïðîåêòîðû (4) PN(Q) :

Hs
1 → N(Q) è PN(Q∗) : Hs

1 → N(Q∗) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

PN(Q)x = X · (X, x)Hs
1

= X ·X∗ · x, ∀x ∈ Hs
1,

(5)

PN(Q∗)y = Φ · (Φ, y)Hs
2

= Φ · Φ∗ · y, ∀y ∈ Hs
2.

Îðòîïðîåêòîðû (5) ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðàìè è ðàçáèâàþò ïðî-
ñòðàíñòâî Hs

1 â ïðÿìûå ñóììû âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
ïî ôîðìóëàì (3).

Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìîùíîñòåé ìíîæåñòâ U1 è U2 äëÿ íóëü-ïðîñòðàíñòâ
N(Q) è N(Q∗) âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:
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1. Åñëè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà U1 ìåíüøå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà U2, |U1| < |U2|,
òî íóëü-ïðîñòðàíñòâî N(Q) ëèíåéíî èçîìîðôíî íåêîòîðîìó ïîäïðîñòðàíñòâó
N (1)(Q∗) ⊂ N(Q∗): N(Q) ∼= N (1)(Q∗).

Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò:
i) ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îáðàòèìûé îïåðàòîð U1 : N(Q) → N (1)(Q∗) òà-

êîé, ÷òî U1N(Q) = N (1)(Q∗), U−1
1 N (1)(Q∗) = N(Q);

ii) îãðàíè÷åííûé îðòîïðîåêòîð PN(1)(Q∗) : Hs
2 → Hs

2, ðàçáèâàþùèé ïîäïðî-
ñòðàíñòâî N(Q∗) â ïðÿìóþ ñóììó çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

N(Q∗) = N (1)(Q∗)⊕N (2)(Q∗), (6)

ãäå N (1)(Q∗) = PN(1)(Q∗)H
s
2, N (2)(Q∗) = PN(2)(Q∗)H

s
2, PN(2)(Q∗) = PN(Q∗) −

PN(1)(Q∗)− îãðàíè÷åííûé îðòîïðîåêòîð.
2. Åñëè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà U1 áîëüøå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà U2, |U1| >

|U2|, òî íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî N (1)(Q) ⊂ N(Q) ëèíåéíî èçîìîðôíî íóëü-
ïðîñòðàíñòâó N(Q∗) : N (1)(Q) ∼= N(Q∗).

Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò:
i) ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îáðàòèìûé îïåðàòîð U2 : N (1)(Q) → N(Q∗) òà-

êîé, ÷òî U2N
(1)(Q) = N(Q∗), U−1

2 N(Q∗) = N (1)(Q);
ii) îãðàíè÷åííûé îðòîïðîåêòîð PN(1)(Q) : Hs

1 → Hs
1, ðàçáèâàþùèé ïîäïðî-

ñòðàíñòâî N(Q) â ïðÿìóþ ñóììó çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

N(Q) = N (1)(Q)⊕N2(L), (7)

ãäå N (1)(Q) = PN(1)(Q)H
s
1, N2(L) = PN2(L)H

s
1, PN2(L) = PN(Q)−PN(1)(Q)− îãðà-

íè÷åííûé îðòîïðîåêòîð.
3. Åñëè ìîùíîñòè ìíîæåñòâ U1 è U2 ñîâïàäàþò, |U1| = |U2|, òî íóëü-ïðîñòðàíñòâî

N(Q) ëèíåéíî èçîìîðôíî íóëü-ïðîñòðàíñòâó N(Q∗): N(Q) ∼= N(Q∗).
Òîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îáðàòèìûé îïåðàòîð U3 : N(Q) →

N(Q∗) òàêîé, ÷òî U3N(Q) = N(Q∗), U−1
3 N(Q∗) = N(Q).

Îáîçíà÷èì ðàñøèðåíèÿ îïåðàòîðîâ Ui, i = 1, 2, 3 íà ïðîñòðàíñòâî Hs
1 ÷åðåç

PN(1)(Q∗) : Hs
1 → N (1)(Q∗) ⊆ N(Q∗), à ÷åðåç PN(1)(Q) : Hs

2 → N (1)(Q) ⊆ N(Q) �
ðàñøèðåíèÿ îïåðàòîðîâ U−1

i , i = 1, 2, 3 íà ïðîñòðàíñòâî Hs
2. Â òðåòüåì ñëó÷àå

N (1)(Q∗) ≡ N(Q∗), N (1)(Q) ≡ N(Q) è ïîýòîìó PN(1)(Q∗) ≡ PN(Q∗), à PN(1)(Q) ≡
PN(Q).

Ïî ôîðìóëàì, àíàëîãè÷íûì [12, c. 172, 173], ïîñòðîèì îãðàíè÷åííûå îïåðà-
òîðû PN(1)(Q∗) : Hs

1 → N (1)(Q∗) ⊆ N(Q∗), PN(1)(Q) : Hs
2 → N (1)(Q) ⊆ N(Q)

PN(1)(Q∗)x = ΦX
∗
x, ∀x ∈ Hs

1,

PN(1)(Q)y = X Φ
∗
y, ∀y ∈ Hs

2,

ãäå ìàòðèöà X ñîñòàâëåíà èç ýëåìåíòîâ ìàòðèöû X, ñîñòàâëÿþùèõ îðòîíîðìè-
ðîâàííûé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà N (1)(Q), à ìàòðèöà Φ− èç ôóíêöèîíàëîâ ìà-
òðèöû Φ, ñîñòàâëÿþùèõ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà N (1)(Q∗).

Îïåðàòîð PN(1)(Q∗) : Hs
1 → N1(Q

∗) ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì íà âñå ïðîñòðàíñ-
òâî Hs

1 îïåðàòîðà, îñóùåñòâëÿþùåãî èçîìîðôèçì N(Q) → N1(Q
∗) ⊂ N(Q∗),
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à îïåðàòîð PN(1)(Q) : Hs
2 → N (1)(Q) ⊂ N(Q)− ðàñøèðåíèåì åìó îáðàòíîãî íà

ïðîñòðàíñòâî Hs
2.

Ëåììà 1. Ïóñòü Q ∈ GI(Hs
1,H

s
2). Òîãäà îïåðàòîð Q = Q + PN1(Q∗) íà

ïîäïðîñòðàíñòâå R(Q) èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé

Q
−1

l,r =





(Q + PN(1)(Q∗))
−1

l
− ëåâûé, åñëè |U1| < |U2|,

(Q + PN(Q∗))
−1

r
− ïðàâûé, åñëè |U1| > |U2|.

Îáùèé âèä îäíîñòîðîííå îáðàòíûõ îïåðàòîðîâ Q
−1

l0,r0
çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Q
−1

l0,r0
=





Q
−1

l (IHs
2
− P̃N(2)(Q∗))− ëåâûé, åñëè |U1| < |U2|,

(IHs
1
− P̃N(2)(Q))Q

−1

r − ïðàâûé, åñëè |U1| > |U2|,

ãäå P̃N(2)(Q) : Hs
1 → N (2)(Q) è P̃N(2)(Q∗) : Hs

2 → N (2)(Q∗)− ïðîèçâîëüíûå áåñêîíå-
÷íîìåðíûå îãðàíè÷åííûå êîñûå ïðîåêòîðû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè |U1| > |U2|.
Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð Q = Q + PN(Q∗) èìååò îãðàíè÷åííûé ïðàâûé îáðà-

òíûé. Ïîñêîëüêó N(Q) äîïîëíÿåìî â Hs
1, òî â ñèëó ðàâåíñòâà (5) è îãðàíè÷åí-

íîñòè îðòîïðîåêòîðà PN(2)(Q) ïîäïðîñòðàíñòâî N(Q) äîïîëíÿåìî â Hs
1. Òàêèì

îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ïðàâîãî îáðàòíîãî îïåðàòîðà íå-
îáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ÷òî [7]:

R(Q) = R(Q + PN1(Q∗)) ≡ Hs
2

.
Ïîñêîëüêó |U1| > |U2|, òî íóëü-ïðîñòðàíñòâî N(Q∗) èçîìîðôíî ïîäïðîñòðàíñ-

òâó N (1)(Q) ⊂ N(Q) è PN1(Q∗) ≡ PN(Q∗) : Hs
1 → N(Q∗). À òàê êàê ïîäïðîñòðàíñ-

òâà R(Q) è N(Q∗) âçàèìíî äîïîëíÿåìû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå Hs
2, òî

ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðîâ Q, PN(Q∗) è èç ñîîòíîøåíèÿ (6) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ýëåìåíòà x ∈ Hs

1, x = x1 + x2 è (x1, x2) = 0 èìååì:

Qx = Qx + PN(Q∗)x.

Íî Qx = x1 ∈ R(Q), PN(Q∗)x = x2 ∈ N(Q∗). Ñëåäîâàòåëüíî, R(Q) ≡ Hs
2.

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð Q + PN1(Q∗) èìååò ïðàâûé îáðàòíûé.
Ïîñêîëüêó îïåðàòîð Q îñóùåñòâëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ïðî-

ñòðàíñòâà Hs
1 ªN (2)(Q) íà ïðîñòðàíñòâî Hs

2 = R(Q), òî ïðàâûé îáðàòíûé îïå-
ðàòîð Q

−1

r íà ïðîñòðàíñòâå Hs
2 â ñèëó òåîðåìû Áàíàõà [13] îãðàíè÷åí.

Èçâåñòíî [7], ÷òî îáùèé âèä ïðàâûõ îáðàòíûõ îïåðàòîðîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: Q

−1

r0
= PN(Q)Q

−1
, ãäå PN(Q)− íåêîòîðûé êîñîé ïðîåêòîð

íà íóëü-ïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà Q. Êàê ñëåäóåò èç (5), òàêèì ñâîéñòâîì îáëà-
äàåò ïðîåêòîð IHs

1
− P̃N(2)(Q), ò.å. N(IHs

1
− P̃N(2)(Q)) = N(Q), çíà÷èò îáùåå ïðåä-

ñòàâëåíèå ëåâûõ îáðàòíûõ îïåðàòîðîâ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Q
−1

r0
= (IHs

1
− P̃N(2)(Q))Q

−1

r .
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Â îáùåì âèäå êîñîé ïðîåêòîð ìîæíî ïîñòðîèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû
À. Ñîá÷èêà [10].

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà N(Q) èçîìîðôíî ïîäïðîñòðàíñòâó N (1)(Q∗) ⊂ N(Q∗),
ëåììà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ëåììà äîêàçàíà.
3. Ëåâûé, ïðàâûé ïñåâäîîáðàòíûé îïåðàòîðû.
Èçâåñòíî [2] ÷òî, ïñåâäîîáðàòíûé îïåðàòîð ìèíèìèçèðóåò íîðìû íåâÿçîê

èñõîäíîãî Qx = y è ñîïðÿæåííîãî Q∗f = g óðàâíåíèé. Îäíàêî êàæäûé â îò-
äåëüíîñòè ìèíèìóì ìîæåò äîñòèãàòüñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçíûõ îïåðàòîðîâ. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè îáîáùåííûé îáðàòíûé îïåðàòîð Q− óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
1�3, òî îí áóäåò äàâàòü ðåøåíèå x = Q−y ìèíèìèçèðóþùåå íîðìó íåâÿçêè
òîëüêî èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, à åñëè äëÿ îáîáùåííî-îáðàòíîãî îïåðàòîðà Q−

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1, 2, 4, òî äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì íîðìû íåâÿçêè òîëüêî
ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ââåäåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3. Îïåðàòîð Q+
r : Hs

2 → Hs
1, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì

1. QQ+
r Q = Q,

2. Q+
r QQ+

r = Q+
r ,

3. (QQ+
r )∗ = QQ+

r = IHs
2
− PN(Q∗)

(8)

íàçûâàåòñÿ ïðàâûì ïñåâäîîáðàòíûì îïåðàòîðîì ê ìàòðè÷íîìó îïåðàòîðó Q ∈
GI(Hs

1,H
s
2).

Îïðåäåëåíèå 4. Îïåðàòîð Q+
l : Hs

2 → Hs
1, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì

1. QQ+
l Q = Q,

2. Q+
l QQ+

l = Q+
l ,

3. (Q+
l Q)∗ = Q+

l Q = IHs
1
− PN(Q),

(9)

íàçûâàåòñÿ ëåâûì ïñåâäîîáðàòíûì îïåðàòîðîì ê ìàòðè÷íîìó îïåðàòîðó Q ∈
GI(Hs

1,H
s
2).

Åñòåñòâåííî, ÷òî îïåðàòîð, ÿâëÿþùèéñÿ è ëåâûì è ïðàâûì ïñåâäîîáðàòíûì
îäíîâðåìåííî, áóäåò ïñåâäîîáðàòíûì â ñìûñëå Ìóðà�Ïåíðîóçà.

Êîíñòðóêöèè îäíîñòîðîííå ïñåâäîîáðàòíûõ îïåðàòîðîâ äàþò ñëåäóþùèå òå-
îðåìû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Q ∈ GI(Hs
1,H

s
2). Òîãäà îïåðàòîð

Q+
r = Q

−1

l0,r0
(IHs

2
− PN(Q∗)) =





Q
−1

l (IHs
2
− PN(Q∗)), åñëè |U1| < |U2|,

Q
−1

r (IHs
2
− PN(Q∗)), åñëè |U1| > |U2|

(10)

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ïðàâûì ïñåâäîîáðàòíûì ê ìàòðè÷íîìó îïåðàòîðó Q.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîâåðêå âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâ (8). Ïóñòü

äëÿ îïðåäåëåííîñòè |U1| > |U2|, ò.å. ïîäïðîñòðàíñòâî N (1)(Q) ⊂ N(Q) èçîìîð-
ôíî íóëü-ïðîñòðàíñòâó N(Q∗). Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðàâûé îáðàòíûé
îïåðàòîð Q

−1

r0
.
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Ñíà÷àëà ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ñâîéñòâà 3.

QQ+
r = QQ

−1

r (IHs
2
− PN(Q∗)) = (IHs

2
− PN(Q∗))(IHs

2
− PN(Q∗)) =

= IHs
2
− PN(Q∗) − PN(Q∗) + PN(Q∗)PN(Q∗) =

= IHs
2
− PN(Q∗) = (IHs

2
− PN(Q∗))

∗ = (QQ+
r )∗,

ïîñêîëüêó PN(Q∗)PN(Q∗) = PN(Q∗), ãäå PN(Q∗) : Hs
1 → N(Q∗)− íåêîòîðûé îãðàíè-

÷åííûé êîñîé ïðîåêòîð.
Äàëåå ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ñâîéñòâ 1 è 2 èç (8).

QQ+
r Q = (IHs

2
− PN(Q∗))Q = Q− PN(Q∗)Q = Q,

ïîñêîëüêó PN(Q∗)Q = 0.

Q+
r QQ+

r = Q+
r (IHs

2
− PN(Q∗)) = Q+

r −Q
−1

r0
(IHs

2
− PN(Q∗))PN(Q∗) =

= Q+
r −Q

−1

r0
(PN(Q∗) − PN(Q∗)) = Q+

r ,

òàê êàê P 2
N(Q∗) = PN(Q∗).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèå 4 èç (2) íå âûïîëíÿåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

Q+
r Q = Q

−1

r0
(IHs

2
− PN(Q∗))Q = Q

−1

r0
Q = IHs

1
− PN(Q),

òàê êàê Q
−1

r Q = IHs
1
−PN(Q), ãäå PN(Q∗) : Hs

1 → N(Q)− íåêîòîðûé îãðàíè÷åííûé
êîñîé ïðîåêòîð [7].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Q ∈ GI(Hs
1,H

s
2). Òîãäà îïåðàòîð

Q+
l = (IHs

1
− PN(Q)) Q

−1

l0,r0
=





(IHs
1
− PN(Q)) Q

−1

l0
, åñëè |U1| < |U2|,

(IHs
1
− PN(Q)) Q

−1

r0
, åñëè |U1| > |U2|

(11)

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ëåâûì ïñåâäîîáðàòíûì ê ìàòðè÷íîìó îïåðàòîðó Q.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.
4. Ïñåâäîîáðàòíûé îïåðàòîð.
Òåîðåìû 1, 2 ïîçâîëÿþò ïðåäëîæèòü ôîðìóëó äëÿ ïñåâäîîáðàòíîãî îïåðà-

òîðà ê íîðìàëüíî ðàçðåøèìîìó â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Òåîðåìà 3. Îïåðàòîð

Q+ =





Q+
l (IHs

2
− PN(Q∗)), åñëè |U1| < |U2|,

(IHs
1
− PN(Q)) Q+

r , åñëè |U1| > |U2|
(12)

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îãðàíè÷åííûì ïñåâäîîáðàòíûì ê ëèíåéíîìó îãðàíè-
÷åííîìó ìàòðè÷íîìó îïåðàòîðó Q ∈ GI(Hs

1,H
s
2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ñâîéñòâ (2), êîòîðûå îïðåäåëÿ-
þò ïñåâäîîáðàòíûé îïåðàòîð. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà
|U1| < |U2|, ò.å. íóëü-ïðîñòðàíñòâî N(Q) èçîìîðôíî ïîäïðîñòðàíñòâó N (1)(Q∗) ⊂
N(Q∗). Ýòî çíà÷èò, ÷òî â ñèëó ëåììû 1 ñóùåñòâóåò ëåâûé îáðàòíûé îïåðàòîð
Q
−1

l0
.
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Òàê êàê

Q(IHs
1
− PN(Q)) = Q; (IHs

2
− PN(Q∗))Q = Q; PN(Q∗)Q = 0,

òî èìååì ðàâåíñòâî, äîêàçûâàþùåå ïåðâîå ñâîéñòâî

QQ+Q = Q(IHs
1
− PN(Q))Q

−1

l0
(IHs

2
− PN(Q∗))Q =

= QQ
−1

l0
Q = (IHs

2
− PN(Q∗))Q = Q,

ãäå PN(Q∗) : Hs
2 → N(Q∗)− îãðàíè÷åííûé êîñîé ïðîåêòîð.

Ïîñêîëüêó QQ
−1

l0
= IHs

2
− PN(Q∗), à PN(Q∗)PN(Q∗) = PN(Q∗), òî

Q+QQ+ = Q+Q(IHs
1
− PN(Q))Q

−1

l0
(IHs

2
− PN(Q∗)) =

= Q+QQ
−1

l0
(IHs

2
− PN(Q∗)) = Q+(IHs

2
− PN(Q∗))(IHs

2
− PN(Q∗)) =

= Q+(IHs
2
− PN(Q∗) − PN(Q∗) + PN(Q∗)) = Q+.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ñâîéñòâà 3:

QQ+ = Q(IHs
1
− PN(Q))Q

−1
l0

(IHs
2
− PN(Q∗)) =

= QQ −1
l0

(IHs
2
− PN(Q∗)) = (IHs

2
− PN(Q∗))(IHs

2
− PN(Q∗)) =

= IHs
2
− PN(Q∗) = (QQ+)∗.

È â çàêëþ÷åíèå ïðîâåðèì ñâîéñòâî 4:

Q+Q = Q+
l (IHs

1
− PN(Q∗))Q = Q+

l Q = IHs
1
− PN(Q) = (Q+Q)∗,

òàê êàê Q+
l − ëåâûé ïñåâäîîáðàòíûé îïåðàòîð.

Äëÿ ñëó÷àÿ N(Q) ⊃ N (1)(Q) ∼= N(Q∗) äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè-
÷íî.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 1. Åñëè Q− : Hs

2 → Hs
1− íåêîòîðûé îáîáùåííî-îáðàòíûé îïå-

ðàòîð, óäîâëåòâîðÿþùèé ñâîéñòâàì (1), òî, èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèþ àíàëî-
ãè÷íóþ (12) òåîðåìû 3, ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð

Q+ = (IHs
1
− PN(Q))Q

−(IHs
2
− PN(Q∗))

áóäåò åäèíñòâåííûì ïñåâäîîáðàòíûì îïåðàòîðîì ê îïåðàòîðó Q ∈ GI(Hs
1,H

s
2).

Åñëè íóëü-ïðîñòðàíñòâà N(Q) è N(Q∗) èçîìîðôíû, òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ îãðà-
íè÷åííîãî ïñåâäîîáðàòíîãî ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà Q+ ê ëèíåéíîìó îãðàíè÷åí-
íîìó ìàòðè÷íîìó îïåðàòîðó Q : Hs

1 → Hs
2 ìîæíî ïðèìåíèòü ñëåäóþùóþ ïðî-

öåäóðó.
Ïîñêîëüêó N(Q) èçîìîðôíî N(Q), òî X = X, à Φ = Φ. Òîãäà

PN(Q∗)x = Φ(X, x)Hs
1

= Φ ·X∗ · x, PN(Q∗) : Hs
1 → N(Q∗);
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PN(Q)y = X(Φ, y)Hs
2

= X · Φ∗ · y, PN(Q) : Hs
2 → N(Q).

Îïåðàòîð Q + PN(Q∗) äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà Hs
1 âî âñå ïðîñòðàíñòâî Hs

2

è ïî òåîðåìå Áàíàõà èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé (Q + PN(Q∗))
−1.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ìàòðè÷íûé îïåðàòîð Q ∈ GI(Hs
1 → Hs

2) è N(Q) èçî-
ìîðôíî N(Q∗). Òîãäà íà ïîäïðîñòðàíñòâå R(Q) ìàòðè÷íûé îïåðàòîð

Q+ = (Q + PN(Q∗))
−1 − PN(Q)

áóäåò åäèíñòâåííûì îãðàíè÷åííûì ïñåâäîîáðàòíûì ê îïåðàòîðó Q.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.
Êàê ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 4 ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

ìàòðè÷íûé îïåðàòîð Q ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, Q : Hs → Hs.
Òåîðåìà 5. Ïóñòü ìàòðè÷íûé îïåðàòîð Q ∈ GI(Hs → Hs) ÿâëÿåòñÿ ñà-

ìîñîðÿæåííûì. Òîãäà íà ïîäïðîñòðàíñòâå R(Q) ìàòðè÷íûé îïåðàòîð

Q+ = (Q + PN(Q))
−1 − PN(Q) (13)

áóäåò åäèíñòâåííûì îãðàíè÷åííûì ïñåâäîîáðàòíûì ê îïåðàòîðó Q.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ìàòðè÷íûé îïåðàòîð � ñàìîñîïðÿæåííûé,

òî N(Q) = N(Q∗), X = Φ è, êàê ñëåäñòâèå, PN(Q∗) = PN(Q), PN(Q) = PN(Q) =
PN(Q∗). Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 5.

5. Ïðèìåð.
Ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå îäíîñòîðîííå ïñåâäîîáðàòíûõ è ïñåâäîîáðàòíîãî

îïåðàòîðîâ ê îïåðàòîðó Q, äåéñòâóþùåìó èç åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R3 â ñå-
ïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî l2, êîòîðûé â íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì
áàçèñå ïðåäñòàâëÿåòñÿ (∞× 3)− ìåðíîé ìàòðèöåé

Q =




1
2

0 1
2

0 0 0
1
4

0 1
4

0 0 0
1
8

0 1
8

0 0 0
... ... ...




.

Îïåðàòîð Q : R3 → l2 îãðàíè÷åí, ïîñêîëüêó
∞∑
i=1

3∑
j=1

(qij)
2 ≤ 2.

Ïðîñòðàíñòâà R3 è l2, â êîòîðûõ äåéñòâóåò îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð Q ãèëü-
áåðòîâû, ïîýòîìó ìîæíî ïîñòðîèòü îãðàíè÷åííûå ëåâûé Q+

l , ïðàâûé Q+
r , ïñåâ-

äîîáðàòíûå è ïñåâäîîáðàòíûé Q+ îïåðàòîðû ê îïåðàòîðó Q : R3 → l2.
Ïî ôîðìóëàì (4) ïîñòðîèì îðòîïðîåêòîðû PN(Q) : R3 → N(Q) è PN(Q∗) :

l2 → N(Q∗) :

PN(Q) =




1
2

0 −1
2

0 1 0
−1

2
0 1

2


 ,

Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2011, âèï. 22 , N 1



ÏÑÅÂÄÎÎÁÐÀÒÍÛÉ ÎÏÅÐÀÒÎÐ Ê ÌÀÒÐÈ×ÍÎÌÓ . . . 55

PN(Q∗) =




1
4

0 −3
8

0 − 3
16

0 . . .
0 1 0 0 0 0 . . .

−3
8

0 −13
16

0 − 3
32

0 . . .
0 0 0 1 0 0 . . .

− 3
16

0 − 3
32

0 −61
64

0 . . .
0 0 0 0 0 1 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .




.

Äàëåå âû÷èñëèì îðòîïðîåêòîðû IR3 − PN(Q) : R3 → R(Q∗) è Il2 − PN(Q∗) :
l2 → R(Q) :

IR3 − PN(Q) =




1
2

0 1
2

0 0 0
1
2

0 1
2




Il2 − PN(Q∗) =




3
4

0 3
8

0 3
16

0 . . .
0 0 0 0 0 0 . . .
3
8

0 3
16

0 3
32

0 . . .
0 0 0 0 0 0 . . .
3
16

0 3
32

0 3
64

0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .




.

Ïîñêîëüêó ìîùíîñòü ìíîæåñòâà U1 ìåíüøå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà U1, òî ïî
ëåììå 1 ñóùåñòâóåò ëåâûé îáðàòíûé îïåðàòîð Q

−1

l .

Îäíèì èç ëåâûõ îáðàòíûõ îïåðàòîðîâ Q
−1

l ê îïåðàòîðó Q áóäåò îïåðàòîð

Q
−1

l =



−1 0 2 0 1 0 −2 0 1 0 −2 . . .

0 1 0 1 −1 0 2 0 −1 0 2 . . .
1 0 2 0 −8 0 16 0 −32 0 64 . . .


 .

Òîãäà, ïîñêîëüêó èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (6), òî P̃N(2)(Q∗) = P̃N(Q∗) − P̃N(1)(Q∗)

è îäèí èç êîñûõ ïðîåêòîðîâ IHs
2
− P̃N(2)(Q∗) áóäåò èìåòü âèä:

IHs
2
− P̃N(2)(Q∗) = IH2 − PN(Q∗) + PN(1)(Q∗) =

=




1 0 0 0 0 . . .
0 1 0 0 0 . . .
0 0 1 0 0 . . .
0 0 0 0 0 . . .
0 0 1

2
0 0 . . .

0 0 0 0 0 . . .
0 0 1

4
0 0 . . .

0 0 0 0 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .




.

Òîãäà, ñëåäóÿ ëåììå 1, îáùèé âèä ëåâîãî îáðàòíîãî îïåðàòîðà Q
−1

l0
îòíîñè-

òåëüíî ïðîåêòîðà P̃N(2)(Q∗) áóäåò:
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Q
−1

l0
= Q

−1

l (IHs
2
− P̃N(2)(Q∗)) =

=



−1 0 2 0 0 0 0 . . .

0 1 0 0 0 0 0 . . .
1 0 2 0 0 0 0 . . .


 .

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (11) òåîðåìû 2, ïîëó÷èì ëåâûé ïñåâäîîáðàòíûé
îïåðàòîð Q+

l ê îïåðàòîðó Q.

Q+
l = (IR3 − PN(Q))Q

−1

l0
=




1
2

0 1
2

0 0 0
1
2

0 1
2






−1 0 2 0 0 0 0 . . .

0 1 0 0 0 0 0 . . .
1 0 2 0 0 0 0 . . .


 =

=




0 0 2 0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 0 0 0 . . .
0 0 2 0 0 0 0 . . .


 .

À èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (10) òåîðåìû 1, ïîëó÷èì ïðàâûé ïñåâäîîáðàòíûé îïå-
ðàòîð Q+

r ê îïåðàòîðó Q.

Q+
r = Q

−1

l0
(Il2 − PN(Q∗)) =

=



−1 0 2 0 0 0 0 . . .

0 1 0 0 0 0 0 . . .
1 0 2 0 0 0 0 . . .







3
4

0 3
8

0 3
16

0 . . .
0 0 0 0 0 0 . . .
3
8

0 3
16

0 3
32

0 . . .
0 0 0 0 0 0 . . .
3
16

0 3
32

0 3
64

0 . . .
0 0 0 0 0 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .




=

=




0 0 0 0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 0 0 0 . . .
3
2

0 3
4

0 3
8

0 3
16

. . .


 .

Òîãäà ïî ôîðìóëå (12) òåîðåìû 3 íàéäåì åäèíñòâåííûé ïñåâäîîáðàòíûé îïå-
ðàòîð Q+ ê îïåðàòîðó Q.

Q+ = Q+
l (Il2 − PN(Q∗)) = (IR3 − PN(Q))Q

−1

l0
(Il2 − PN(Q∗)) =

Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2011, âèï. 22 , N 1



ÏÑÅÂÄÎÎÁÐÀÒÍÛÉ ÎÏÅÐÀÒÎÐ Ê ÌÀÒÐÈ×ÍÎÌÓ . . . 57

=




1
2

0 1
2

0 0 0
1
2

0 1
2






−1 0 2 0 0 0 0 . . .

0 1 0 0 0 0 0 . . .
1 0 2 0 0 0 0 . . .







3
4

0 3
8

0 3
16

. . .
0 0 0 0 0 . . .
3
8

0 3
16

0 3
32

. . .
0 0 0 0 0 . . .
3
16

0 3
32

0 3
64

. . .
0 0 0 0 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .




=

=




0 0 2 0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 0 0 0 . . .
0 0 2 0 0 0 0 . . .







3
4

0 3
8

0 3
16

. . .
0 0 0 0 0 . . .
3
8

0 3
16

0 3
32

. . .
0 0 0 0 0 . . .
3
16

0 3
32

0 3
64

. . .
0 0 0 0 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .




=

=




3
4

0 3
8

0 3
16

0 . . .
0 0 0 0 0 0 . . .
3
4

0 3
8

0 3
16

0 . . .


 .
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