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УДК 519.21

Б. В. Довгай (Київський нац. ун-т iм. Т. Шевченка)

ГIПЕРБОЛIЧНЕ РIВНЯННЯ З ОРЛIЧЕВОЮ ПРАВОЮ
ЧАСТИНОЮ

A nonhomogeneous hyperbolic equation with zero initial and boundary conditions and Orlicz right
side is considered. The conditions for existence of solution of this problem in the form of uniformly
convergent in probability series are found.

Розглядається неоднорiдне гiперболiчне рiвняння з нульовими початковими i граничними
умовами та Орлiчевою правою частиною. Отриманi умови iснування розв’язку цiєї задачi у
виглядi рiвномiрно збiжного за ймовiрнiстю ряду.

1. Вступ. Робота присвячена крайовiй задачi математичної фiзики для не-
однорiдного гiперболiчного рiвняння з випадковою строго Орлiчевою правою
частиною та нульовими початковими i граничними умовами. В [1] були отрима-
нi умови iснування розвязку такої задачi для рiвняння з φ-субгауссовою правою
частиною. В цiй роботi знаходяться достатнi умови iснування з iмовiрнiстю оди-
ниця розв’язку гiперболiчного рiвняння зi строго Орлiчевим випадковим полем
в правiй частинi, який можна зобразити у виглядi двiчi неперервно диференцi-
йовного рiвномiрно збiжного за ймовiрнiстю ряду.

2. Випадковi процеси з простору Орлiча.

Означення 1 ( [2]). Парна неперервна опукла функцiя U(x) називається
C-функцiєю, якщо U(0) = 0 i U(x) зростає при x > 0.

Нехай (Ω,F,P) – стандартний iмовiрнiсний простiр.

Означення 2 ( [2]). Простором Орлiча LU(Ω) випадкових величин, поро-
дженим C-функцiєю U(x), називається такий простiр випадкових величин
ξ = ξ(ω), ω ∈ Ω, що для кожної ξ ∈ LU(Ω) iснує така константа rξ, що
EU
(

ξ
rξ

)
<∞.

Простiр Орлiча LU(ω) є банаховим простором вiдносно норми

∥ξ∥LU
= inf

{
r > 0 : EU

(
ξ

r

)
≤ 1

}
.

Означення 3 ( [2]). Випадковий процес X = {X(t), t ∈ T}, де T – деяка
параметрична множина, належить простору Орлiча LU(Ω), якщо для всiх
t ∈ T випадкова величина X(t) належить LU(Ω).

Лема 1 ( [2]). Якщо ξ ∈ LU(Ω), то для будь-якого x > 0 виконується
нерiвнiсть

P {|ξ| ≥ x} ≤ 1

U
(

x
∥ξ∥LU

) .
Означення 4 ( [2]). C-функцiя U(x) пiдпорядкована C-функцiї V (x) (U ≺

V ), якщо iснують x0 ≥ 0 та C > 0 такi, що при |x| > x0 має мiсце нерiвнiсть
U(x) ≤ V (Cx).
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Означення 5 ( [3]). Нехай U(x) – така C-функцiя, що V (x) = x2 пiдпо-
рядкована функцiї U(x). Сiм’я ∆ випадкових величин ξ, Eξ = 0, з простору
Орлiча LU(Ω) називається строго Орлiчевою, якщо iснує стала C∆ така, що
для скiнченної кiлькостi випадкових величин ξi ∈ ∆, i ∈ I та для будь-яких
λi ∈ R, i ∈ I виконується нерiвнiсть∥∥∥∥∥∑

i∈I

λiξi

∥∥∥∥∥
LU

≤ C∆

E

(∑
i∈I

λiξi

)2
1/2

.

Зауваження 1 ( [3]). Стала C∆ називається визначальною сталою сiм’ї
∆.

Зауваження 2 ( [3]). Оскiльки C-функцiя V (x) = x2 пiдпорядкована фун-
кцiї U(x), то iснує така стала B > 0, що виконується нерiвнiстьE

(∑
i∈I

λiξi

)2
1/2

≤ B

∥∥∥∥∥∑
i∈I

λiξi

∥∥∥∥∥
LU

.

Теорема 1 ( [3]). Нехай ∆ – строго Орлiчева сiм’я випадкових величин.
Тодi лiнiйне замикання сiм’ї ∆ в просторi LU(Ω) є строго Орлiчевою сiм’єю з
тiєю ж самою визначальною сталою.

Означення 6 ( [3]). Випадковий процес X = {X(t), t ∈ T} з простору
Орлiча LU(Ω) називається строго Орлiчевим, якщо сiм’я випадкових величин
{X(t), t ∈ T} є строго Орлiчевою.

Теорема 2. Нехай (T1, O1, µ1), (T2, O2, µ2) — вимiрнi простори з σ-скiнче-
ними мiрами, T = T1 × T2, O = O1 × O2, µ = µ1 × µ2. Нехай X = {X(t1, t2),
(t1, t2) ∈ T} — строго Орлiчевий випадковий процес, f(t1, t2), (t1, t2) ∈ T —
вимiрна функцiя в (T,O, µ). Нехай для кожного t1 ∈ T1 iснує iнтеграл в сере-
дньому квадратичному

ξ(t1) =

∫
T

f(t1, t2)X(t1, t2)dµ2(t2).

Тодi випадковий процес ξ(t1), t1 ∈ T1 є строго Орлiчевим випадковим процесом
з тiєю ж самою визначальною сталою.

Теорема 2 випливає з теореми 1.

Означення 7 ( [2]). Будемо говорити, що C-функцiя U задовольняє g-
умову, якщо iснують такi сталi z0 ≥ 0, K > 0, A > 0, що для всiх x ≥ z0,
y ≥ z0 виконується нерiвнiсть

U(x)U(y) ≤ AU(Kxy).

Теорема 3 ( [4]). Нехай Rk — k-вимiрний простiр, d(t, s) = max1≤i≤k |ti −
si|, T = {0 ≤ ti ≤ Ti, i = 1, 2, . . . , k}, Ti > 0, Xn = {Xn(t), t ∈ T}, n ≥ 1 –
послiдовнiсть випадкових процесiв, що належать простору Орлiча LU(Ω), де
для функцiї U виконується g-умова. Нехай виконуються умови:
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1) Xn(t) → X(t) при t ∈ T та n→ ∞ за ймовiрнiстю.

2)

sup
n=1,∞

sup
d(t,s)≤h

∥Xn(t)−Xn(s)∥LU
≤ σ(h),

де σ = {σ(h), h > 0} – така неперервна монотонно зростаюча функцiя,
що σ(h) → 0 при h→ 0.

3) для деякого ε > 0:

ε∫
0

U (−1)

(
k∏

i=1

(
Ti

2σ(−1)(u)
+ 1

))
du <∞,

де σ(−1)(u) — функцiя, обернена до σ(u).

Тодi процеси Xn(t) неперервнi з iмовiрнiстю одиниця та збiгаються за ймо-
вiрнiстю в просторi Банаха неперервних функцiй з рiвномiрною нормою C(T ).

3. Гiперболiчне рiвняння зi строго Орлiчевою випадковою правою
частиною.

Нехай T > 0 — деяка стала, функцiї p(x) та ρ(x), x ∈ [0, π] —двiчi неперервно
диференцiйовнi, p(x) > 0, ρ(x) > 0; q(x), x ∈ [0, π] – неперервно диференцiйовна
функцiя така, що q(x) ≥ 0, ξ(x, t), x ∈ [0, π], t ∈ [0, T ] — вибiрково неперервне
з iмовiрнiстю 1 випадкове поле.

Розглянемо першу крайову задачу для неоднорiдного гiперболiчного рiвня-
ння з нульовими початковими та крайовими умовами

∂

∂x

(
p(x)

∂u

∂x

)
− q(x)u− ρ(x)

∂2u

∂t2
= −ρ(x)ξ(x, t), x ∈ [0, π], t ∈ [0, T ] (1)

u|t=0 = 0,
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0; (2)

u|x=0 = 0, u|x=π = 0. (3)

Розглянемо задачу Штурма-Лiувiлля

d

dx

(
p
dX

dx

)
− qX + λρX = 0, (4)

X(0) = X(π) = 0. (5)

Нехай Xn(x) — ортонормованi з вагою ρ власнi функцiї цiєї задачi, а λn —
вiдповiднi власнi значення. Будемо вважати, що λn занумерованi в порядку
зростання. Завдяки обмеженням на p, q, ρ всi власнi значення додатнi i нуль
не є власним значенням [5].

Позначимо µn =
√
λn.
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Теорема 4 ( [1]). Для того, щоб з iмовiрнiстю 1 iснував розв’язок задачi
(1) − (3) в областi 0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ t ≤ T (T > 0 — деяка константа), який
можна зобразити у виглядi неперервно диференцiйовного ряду (один та два
рази по x i один та два рази по t)

u(x, t) =
∞∑
n=1

Xn(x)
1

µn

t∫
0

sinµn(t− u)ζn(u) du, (6)

де

ζn(t) =

π∫
0

ξ(x, t)Xn(x)ρ(x) dx, (7)

так щоб збiгалися рiвномiрно за ймовiрнiстю в областi [0, π]×[0, T ] ряд u(x, t),
а також ряди, отриманi почленним диференцiюванням ряду u(x, t) один та
два рази по x i один та два рази по t, тобто ряди

∞∑
n=1

Xn(x)

t∫
0

cosµn(t− u)ζn(u)du, (8)

∞∑
n=1

X ′
n(x)

1

µn

t∫
0

sinµn(t− u)ζn(u)du, (9)

∞∑
n=1

Xn(x)

ζn(t)− µn

t∫
0

sinµn(t− u)ζn(u)du

 , (10)

∞∑
n=1

X ′′
n(x)

1

µn

t∫
0

sinµn(t− u)ζn(u)du, (11)

достатньо, щоб рiвномiрно за ймовiрнiстю в областi [0, π]× [0, T ] збiгалися
ряди

∞∑
n=1

Xn(x)ζn(t), (I)

∞∑
n=1

µnXn(x)

t∫
0

ζn(u) sinµn(t− u)du. (II)

Лема 2. Iснує стала L > 0 така, що

|Xk(x1)−Xk(x2)| ≤ Lµ2
k|x1 − x2|, x1, x2 ∈ [0, π].

Доведення. Зшiдно припущень на функцiї p, q, ρ [5] власнi функцiї Xn(x)
та власнi числа λn є власними функцiями та власними числами iнтегрального
рiвняння

X(x) = λ

π∫
0

G(x, s)ρ(s)X(s)ds, (12)
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де G(x, s) — функцiя впливу крайової задачi

d

dx

(
p
dX

dx

)
− qX = 0,

X(0) = X(π) = 0,

визначена рiвнiстю G(x, s) =

{
1
∆
u(x)v(s), x ≤ s;

1
∆
u(s)v(x), x ≥ s.

Тут ∆ — деяка стала, а

u(x), v(x) — двiчi неперервно диференцiйовнi функцiї.
Тобто

Xk(x) = µ2
k

π∫
0

G(x, s)ρ(s)Xk(s)ds.

Тодi

|Xk(x1)−Xk(x2)| =

∣∣∣∣∣∣µ2
k

π∫
0

(G(x1, s)−G(x2, s)) ρ(s)Xk(s)ds

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ µ2

k

π∫
0

|G(x1, s)−G(x2, s)| |ρ(s)||Xk(s)|ds ≤ µ2
kCXCρ

π∫
0

|G(x1, s)−G(x2, s)| ds,

де

CX = sup
k≥1

sup
0≤x≤π

|Xk(x)|, Cρ = sup
0≤x≤π

|ρ(x)|.

Позначимо

C ′
v = sup

0≤x≤π
|v′(x)|, C ′

u = sup
0≤x≤π

|u′(x)|, Cv = sup
0≤x≤π

|v(x)|, Cu = sup
0≤x≤π

|u(x)|.

Нехай для визначеностi 0 ≤ x2 ≤ x1 ≤ π.
Розглянемо iнтеграл

I =

π∫
0

|G(x1, s)−G(x2, s)|ds = I1 + I2 + I3,

де

I1 =

x2∫
0

|G(x1, s)−G(x2, s)|ds,

I2 =

x1∫
x2

|G(x1, s)−G(x2, s)|ds,

I3 =

π∫
x1

|G(x1, s)−G(x2, s)|ds.
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Маємо

I1 =
1

|∆|

x2∫
0

|u(s)(v(x1)− v(x2))|ds ≤
1

|∆|

x2∫
0

CuC
′
v|x1 − x2|ds ≤

≤ π

|∆|
CuC

′
v|x1 − x2|,

I2 =
1

|∆|

x1∫
x2

|u(s)v(x1)− u(x2)v(s))|ds ≤
1

|∆|

x1∫
x2

2CuCvds ≤
2CuCv

|∆|
|x1 − x2|,

I3 =
1

|∆|

π∫
x1

|v(s)(u(x1)− u(x2))|ds ≤
π

|∆|
CvC

′
u|x1 − x2|.

Тобто

I ≤ K|x1 − x2|,

де

K =
CuC

′
v + 2CuCv + CvC

′
u

|∆|
.

Зрозумiло, що ця нерiвнiсть має мiсце i при 0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ π.
Тодi для всiх x1, x2 ∈ [0, π]:

|Xk(x1)−Xk(x2)| ≤ Lµ2
k|x1 − x2|,

де

L = KCXCρ =
CuC

′
v + 2CuCv + CvC

′
u

|∆|
CXCρ.

Лема 3 ( [4]). Нехай функцiя Zλ(u), λ > 0, u ∈ [0,+∞) задовольняє умови:

1) Iснує стала B > 0 така, що sup
u∈[0,+∞)

|Zλ(u)| ≤ B.

2) Iснує стала C > 0 така, що для всiх u, v ∈ [0,+∞):

|Zλ(u)− Zλ(v)| ≤ Cλ|u− v|.

Нехай φ(λ), λ > 0 – неперервна зростаюча функцiя, φ(λ) > 0 при всiх λ > 0,

φ(λ) → ∞, λ→ ∞, така, що функцiя
λ

φ(λ)
є зростаючою при λ > v0, де стала

v0 ≥ 0.
Тодi для всiх v > 0 та u > 0 виконується наступна нерiвнiсть

|Zλ(u)− Zλ(v)| ≤ max{C, 2B} φ(λ+ v0)

φ
(

1
|u−v| + v0

) .
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Лема 4. Нехай в (1)–(3) ξ(x, t) – центроване строго Орлiчеве випадкове
поле з простору LU(Ω), вибiрково неперервне з iмовiрнiстю одиниця, U задо-
вольняє g-умову. Якщо

Ck,m = sup
0≤t≤T
0≤s≤T

|Eζk(t)ζm(s)|,

де ζk(t) визначено в (7), та збiгається ряд
∞∑
k=1

∞∑
m=1

Ck,mµkµmφ(µ
2
k + v0)φ(µ

2
m + v0) <∞,

то

sup
n≥1

sup
|t−s|≤h
|x−y|≤h
x,y∈[0,π]
t,s∈[0,T ]

(
E
∣∣SII

n (x, t)− SII
n (y, s)

∣∣2)1/2 ≤ F1

(
φ

(
1

h
+ v0

))−1

,

де

SII
n (x, t) =

n∑
k=1

µkXk(x)

t∫
0

ζk(u) sinµk(t− u)du

є частковими сумами ряду (II),

F1 = T max{L, 2CX}

(
∞∑
k=1

∞∑
m=1

µkµmCk,mφ(µ
2
k + v0)φ(µ

2
m + v0)

)1/2

+ (13)

+CX

(
∞∑
k=1

∞∑
m=1

µkµmCk,m

(
4T 2φ(µk + v0)φ(µm + v0)+

+2T max{1, 2T}φ(µk + v0)φ(1 + v0)

+2T max{1, 2T}φ(µm + v0)φ(1 + v0) + (max{1, 2T})2φ2(1 + v0)
))1/2

,

CX , L – сталi визначенi в лемi 2, φ(λ), λ > 0 – неперервна зростаюча фун-

кцiя, φ(λ) > 0 при всiх λ > 0, φ(λ) → ∞, λ → ∞, така, що функцiя
λ

φ(λ)
є

зростаючою при λ > v0, де стала v0 ≥ 0.

Доведення. Для |t− s| ≤ h, |x− y ≤ h, n ≥ 1 виконується наступне нерiв-
нiсть (

E

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

µkXk(x)

t∫
0

ζk(u) sinµk(t− u)du−

−
n∑

k=1

µkXk(y)

s∫
0

ζk(u) sinµk(s− u)du

∣∣∣∣∣
2)1/2

=
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=

(
E

∣∣∣∣ n∑
k=1

µk(Xk(x)−Xk(y))

t∫
0

ζk(u) sinµk(t− u)du+

+
n∑

k=1

µkXk(y)

 t∫
0

ζk(u) sinµk(t− u)du−
s∫

0

ζk(u) sinµk(s− u)du

∣∣∣∣2
)1/2

≤

≤ A1 + A2,

де

A1 =

E

∣∣∣∣∣∣
n∑

k=1

µk(Xk(x)−Xk(y))

t∫
0

ζk(u) sinµk(t− u)du

∣∣∣∣∣∣
21/2

=

A2

=

E

∣∣∣∣∣∣
n∑

k=1

µkXk(y)

 t∫
0

ζk(u) sinµk(t− u)du−
s∫

0

ζk(u) sinµk(s− u)du

∣∣∣∣∣∣
21/2

.

Позначимо

Rk,m(t, s) =

t∫
0

s∫
0

sinµk(t− u) sinµm(s− v)Eζk(u)ζm(v)dvdu.

Тодi

A2
1 ≤

n∑
k=1

n∑
m=1

µkµm|Xk(x)−Xk(y)||Xm(x)−Xm(y)||Rk,m|.

З лем 2, 3 випливає, що

|Xk(x)−Xk(y)| ≤ max{L, 2Cx}
φ(µ2

k + v0)

φ
(

1
|x−y| + v0

) .
Крiм того,

|Rk,m(t, s)| ≤ Ck,m

t∫
0

s∫
0

| sinµk(t− u) sinµm(s− v)|dvdu ≤ T 2Ck,m.

Отже,

A2
1≤T 2(max{L, 2CX})2

∞∑
k=1

∞∑
m=1

µkµmCk,mφ(µ
2
k+v0)φ(µ

2
m+v0)

(
φ

(
1

h
+v0

))−2

,

A2
2 ≤

n∑
k=1

n∑
m=1

µkµm|Xk(y)||Xm(y)|×

×

∣∣∣∣∣E
 t∫

0

ζk(u) sinµk(t− u)du−
s∫

0

ζk(u) sinµk(s− u)du

×
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×

 t∫
0

ζm(v) sinµm(t− v)dv −
s∫

0

ζm(v) sinµm(s− v)dv

∣∣∣∣∣.
Нехай для визначеностi s ≤ t. Тодi

t∫
0

ζk(u) sinµk(t− u)du−
s∫

0

ζk(u) sinµk(s− u)du =

=

s∫
0

ζk(u) (sinµk(t− u)− sinµk(s− u)) du+

t∫
s

ζk(u) sinµk(t− u)du.

Отже,

A2
2 ≤ C2

X

n∑
k=1

n∑
m=1

µkµmdk,m(s, t),

де

dk,m(s, t) =

=

∣∣∣∣∣E
 s∫

0

ζk(u)(sinµk(t− u)− sinµk(s− u))du+

t∫
s

ζk(u) sinµk(t− u)du

×

×

 s∫
0

ζm(v)(sinµm(t− v)− sinµm(s− v))dv +

t∫
s

ζm(v) sinµm(t− v)dv

∣∣∣∣∣ ≤
≤

s∫
0

s∫
0

|Eζk(u)ζm(v)|| sinµk(t− u)− sinµk(s− u)|×

×| sinµm(t− v)− sinµm(s− v)|dvdu+

+

s∫
0

t∫
s

|Eζk(u)ζm(v)|| sinµk(t− u)− sinµk(s− u)|| sinµm(t− v)|dvdu+

+

t∫
s

s∫
0

|Eζk(u)ζm(v)|| sinµk(t− u)|| sinµm(t− v)− sinµm(s− v)|dvdu+

+

t∫
s

t∫
s

|Eζk(u)ζm(v)|| sinµk(t− u)|| sinµm(t− v)|dvdu.

За лемою 3 (Z1(u) = u, u ∈ [0, T ], λ = 1, C = 1, B = T ):

t∫
s

| sinµk(t− u)|du ≤ |t− s| ≤ max{1, 2T} φ(1 + v0)

φ
(

1
|t−s| + v0

) .
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Крiм того,

| sinµk(t− u)− sinµk(s− u)| ≤ 2
∣∣∣sin µk

2
(t− s)

∣∣∣ ≤ µk|t− s|.

Тому за лемою 3 (Zµk
(t) = sinµk(t− u), B = 1, λ = µk, C = 1):

| sinµk(t− u)− sinµk(s− u)| ≤ 2
φ(µk + v0)

φ
(

1
|t−s| + v0

)
Отже,

s∫
0

| sinµk(t− u)− sinµk(s− u)|du ≤ 2T
φ(µk + v0)

φ
(

1
|t−s| + v0

) .
Тодi

dk,m(s, t)≤Ck,m

(
4T 2φ(µk+v0)φ(µm+v0)+2T max{1, 2T}φ(µk+v0)φ(1+v0)+

+2T max{1, 2T}φ(µm + v0)φ(1 + v0) + (max{1, 2T})2φ2(1 + v0)
) 1

φ2
(

1
|t−s| + v0

) .
Зрозумiло, що для t ≥ s така нерiвнiсть теж виконується. Отже,

A2
2 ≤ C2

X

∞∑
k=1

∞∑
m=1

Ck,mµkµm

(
4T 2φ(µk + v0)φ(µm + v0)+

+2T max{1, 2T}φ(µk + v0)φ(1 + v0)+

+2T max{1, 2T}φ(µm + v0)φ(1 + v0) + (max{1, 2T})2φ2(1 + v0)
) 1

φ2
(
1
h
+ v0

) .
Лема 5. Нехай ξ(x, t) – центроване строго Орлiчеве випадкове поле з про-

стору LU(Ω) з визначальною сталою C∆, вибiрково неперервне з iмовiрнiстю
одиниця, U задовольняє g-умову. Нехай φ(x) – функцiя, для якої виконуються
умови леми 3. Припустимо збiгається ряд

∞∑
k=1

∞∑
m=1

Ck,mµkµmφ(µ
2
k + v0)φ(µ

2
m + v0) <∞, (14)

i крiм того виконується умова: для довiльного ε > 0

ε∫
0

U (−1)

((
π

2

(
φ(−1)

(
C∆F1

v

)
− v0

)
+ 1

)
×

×
(
T

2

(
φ(−1)

(
C∆F1

v

)
− v0

)
+ 1

))
dv <∞, (15)

де F1 задана (13).
Тодi ряд (II) збiгається рiвномiрно за ймовiрнiстю в областi [0, π]× [0, T ],

T > 0 – довiльна стала.
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Доведення. Згiдно з теоремами 1, 2 всi суми SII
n (x, t) є строго Орлiчевими

випадковими полями з тою ж визначальною сталою C∆, тому∥∥SII
n (x, t)− SII

n (y, s)
∥∥
LU

≤ C∆

(
E
(
SII
n (x, t)− SII

n (y, s)
)2)1/2

.

Розглянемо ряд∣∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

∞∑
k=1

µnµkXn(x)Xk(x)

t∫
0

t∫
0

sinµn(t− u) sinµk(t− v)Eζn(u)ζk(v)dvdu

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

∞∑
n=1

∞∑
k=1

µnµk|Xn(x)||Xk(x)|
t∫

0

t∫
0

| sinµn(t−u) sinµk(t−v)||Eζn(u)ζk(v)|dvdu ≤

≤ C2
XT

2

∞∑
n=1

∞∑
k=1

µnµkCn,k <∞

за умовою (14).
Iз збiжностi цього ряду випливає збiжнiсть ряду (II), тобто збiжнiсть послi-

довностi {SII
n (x, t)} в середньому квадратичному, а отже i за ймовiрнiстю при

всiх (x, t) ∈ [0, π]× [0, T ]. Отже виконується умова 1 теореми 3.
З леми 4 випливає виконання умови 2 теореми 3 для

σII(h) = C∆F1

(
φ

(
1

h
+ v0

))−1

.

I, нарештi, умова (15) забезпечує виконання умови 3 теореми 3, оскiльки

σ
(−1)
II (t) =

1

φ(−1)
(
C∆F1

t

)
− v0

.

Тому твердження леми 5 випливає з теореми 3.

Лема 6. Нехай

Ck,m = sup
0≤t≤T
0≤s≤T

|Eζk(t)ζm(s)|,

∞∑
k=1

∞∑
m=1

Ck,mφ(µ
2
k + v0)φ(µ

2
m + v0) <∞.

Припустимо iснують такi сталi bk,m > 0, для яких виконується умова

∣∣E(ζk(t)− ζk(s)
)(
ζm(t)− ζm(s)

)∣∣ ≤ bk,mφ
−2

(
1

|t− s|
+ v0

)
та

∞∑
k=1

∞∑
m=1

bk,m <∞.
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Тодi

sup
n≥1

sup
|t−s|≤h
|x−y|≤h
x,y∈[0,π]
t,s∈[0,T ]

(
E
∣∣SI

n(x, t)− SI
n(y, s)

∣∣2)1/2 ≤ F2

(
φ

(
1

h
+ v0

))−1

,

де

SI
n(x, t) =

n∑
k=1

Xk(x)ζk(t)

є частковими сумами ряду (I),

F2 = max{L, 2CX}

(
∞∑
k=1

∞∑
m=1

Ck,mφ(µ
2
k + v0)φ(µ

2
m + v0)

)1/2

+ (16)

+CX

(
∞∑
k=1

∞∑
m=1

bk,m

)1/2

,

CX , L – сталi визначенi в лемi 2, φ(λ), λ > 0 – неперервна зростаюча фун-

кцiя, φ(λ) > 0 при всiх λ > 0, φ(λ) → ∞, λ → ∞, така, що функцiя
λ

φ(λ)
є

зростаючою при λ > v0, де стала v0 ≥ 0.

Доведення. Нехай |t− s| ≤ h, |x− y| ≤ h, n ≥ 1. ТодiE

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

Xk(x)ζk(t)−
n∑

k=1

Xk(y)ζk(s)

∣∣∣∣∣
2
1/2

=

=

E

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

(
Xk(x)−Xk(y)

)
ζk(t) +

n∑
k=1

Xk(y)
(
ζk(t)− ζk(s)

)∣∣∣∣∣
2
1/2

≤ B1 +B2,

де

B1=

(
E

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

(
Xk(x)−Xk(y)

)
ζk(t)

∣∣∣∣∣
)1/2

, B2=

E ∣∣∣∣∣
n∑

k=1

Xk(y)
(
ζk(t)−ζk(s)

)∣∣∣∣∣
2
1/2

.

Маємо

B2
1 =

n∑
k=1

n∑
m=1

(
Xk(x)−Xk(y)

)(
Xm(x)−Xm(y)

)
Eζk(t)ζm(t) ≤

≤
n∑

k=1

n∑
m=1

∣∣Xk(x)−Xk(y)
∣∣∣∣Xm(x)−Xm(y)

∣∣Ck,m ≤
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≤ (max{L, 2CX})2
∞∑
k=1

∞∑
m=1

Ck,mφ(µ
2
k + v0)φ(µ

2
m + v0)φ

−2

(
1

h
+ v0

)
,

B2
2 ≤

n∑
k=1

n∑
m=1

|Xk(y)||Xm(y)|
∣∣E(ζk(t)− ζk(s)

)(
ζm(t)− ζm(s)

)∣∣ ≤
≤ C2

X

∞∑
k=1

∞∑
m=1

bk,mφ
−2

(
1

h
+ v0

)
.

Лема 7. Нехай ξ(x, t) – центроване строго Орлiчеве випадкове поле з про-
стору LU(Ω) з визначальною сталою C∆, вибiрково неперервне з iмовiрнiстю
одиниця, U задовольняє g-умову. Нехай φ(x) – функцiя, для якої виконуються
умови леми 3. Припустимо збiгається ряд

∞∑
k=1

∞∑
m=1

Ck,mφ(µ
2
k + v0)φ(µ

2
m + v0) <∞ (17)

i крiм того виконується умова: для довiльного ε > 0

ε∫
0

U (−1)

((
π

2

(
φ(−1)

(
C∆F2

v

)
− v0

)
+ 1

)
×

×
(
T

2

(
φ(−1)

(
C∆F2

v

)
− v0

)
+ 1

))
dv <∞, (18)

де F2 задана (16),
та iснують такi сталi bk,m > 0, що∣∣E(ζk(t)− ζk(s)

)(
ζm(t)− ζm(s)

)∣∣ ≤ bk,mφ
−2

(
1

|t− s|
+ v0

)
i

∞∑
k=1

∞∑
m=1

bk,m <∞.

Тодi ряд (I) збiгається рiвномiрно за ймовiрнiстю в областi [0, π] × [0, T ],
T > 0 – довiльна стала.

Доведення. Лема 7 випливає з теореми 3 та леми 6, оскiльки∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

∞∑
m=1

Xk(x)Xm(x)Eζk(t)ζm(s)

∣∣∣∣∣ ≤ C2
X

∞∑
k=1

∞∑
m=1

Ck,m <∞

за умовою (17), а для

σI(h) = C∆F2

(
φ

(
1

h
+ v0

))−1

обернена

σ
(−1)
I (t) =

1

φ(−1)
(
C∆F2

t

)
− v0

i умова (18) забезпечує виконання умови 3 теореми 3.
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Теорема 5. Нехай в (1) ξ(x, t) – центроване строго Орлiчеве випадкове
поле з простору LU(Ω) з визначальною сталою C∆, вибiрково неперервне з
iмовiрнiстю одиниця, U задовольняє g-умову. Нехай φ(λ), λ > 0 – неперервна
зростаюча функцiя, φ(λ) > 0 при всiх λ > 0, φ(λ) → ∞, λ → ∞, така,

що функцiя
λ

φ(λ)
є зростаючою при λ > v0, де стала v0 ≥ 0. Припустимо

виконуються умови:

1) Збiгається ряд

∞∑
k=1

∞∑
m=1

Ck,mµkµmφ(µ
2
k + v0)φ(µ

2
m + v0) <∞,

де

Ck,m = sup
0≤t≤T
0≤s≤T

|Eζk(t)ζm(s)|,

ζk(t) =

π∫
0

ξ(x, t)Xk(x)ρ(x) dx.

2) Для довiльного ε > 0

ε∫
0

U (−1)

((
π

2

(
φ(−1)

(
F3

v

)
− v0

)
+ 1

)

×
(
T

2

(
φ(−1)

(
F3

v

)
− v0

)
+ 1

))
dv <∞,

де F3 = C∆ max{F1, F2}, F1 та F2 визначенi (13) та (16).

3) Iснують такi сталi bk,m > 0, що

∣∣E(ζk(t)− ζk(s)
)(
ζm(t)− ζm(s)

)∣∣ ≤ bk,mφ
−2

(
1

|t− s|
+ v0

)
i

∞∑
k=1

∞∑
m=1

bk,m <∞.

Тодi ряд (6) збiгається рiвномiрно за ймовiрнiстю в областi [0, π] × [0, T ]
(T > 0 – деяка стала), рiвномiрно за ймовiрнiстю збiгаються ряди (8)-(11)
отриманi з (6) почленним диференцiюванням один та два рази по t i один та
два рази по x та з iмовiрнiстю одиниця задача (1)–(3) має розв’язок, який
можна зобразити у виглядi ряду (6).

Доведення. Твердження теореми 5 випливає з лем 5 i 7 та теореми 4.
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4. Висновки.
В роботi розглянуто крайову задачу математичної фiзики для неоднорiдно-

го гiперболiчного рiвняння з випадковою строго Орлiчевою правою частиною
та нульовими початковими i граничними умовами. Знайдено достатнi умови
iснування з iмовiрнiстю одиниця розв’язку цiєї задачi, який можна зобразити у
виглядi двiчi неперервно диференцiйовного рiвномiрно збiжного за ймовiрнiстю
ряду.
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