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ОДИН ПIДХIД ПОБУДОВИ ДВОСТОРОННIХ НАБЛИЖЕНЬ
ДО РОЗВ’ЯЗКУ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI У ВИПАДКУ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО - ФУНКЦIОНАЛЬНОГО РIВНЯННЯ
ГIПЕРБОЛIЧНОГО ТИПУ

Modification of two-sides method for boundary-value problem of approaching integration of differ-
ential equations of hyperbolical type is built.

Будується одна модифiкацiя двостороннього методу прискореної збiжностi наближеного iнте-
грування крайової задачi для диференцiально - функцiональних рiвнянь гiперболiчного типу.

У роботах [1, 2] дослiджуються крайовi задачi для квазiлiнiйних рiвнянь
другого порядку гiперболiчного типу, коли область вiдшукання розв’язку роз-
глядуваної задачi обмежена ”вiльними” кривими та характеристиками заданого
диференцiального рiвняння [3].

У данiй роботi узагальнюються одержанi результати в [1, 2] i дається один
пiдхiд побудови двостороннього методу прискореної збiжностi наближеного iн-
тегрування дослiджуваної задачi.

Нехай y = gi(x) (x = ki(y)), i = 1, 2 — заданi ”вiльнi” кривi, причому g′1(x) <
0, x ∈ (x1, x0), g1(xk) = yk, k = 0, 1, g′2(x) > 0, x ∈ (x0, x2), g2(x0) = y0, g2(x2) = y1,
x1 < x0 < x2, y0 < y1 < y2. Розглянемо область D = D1 ∪ D2 ∪ D3, де D1 =
{(x, y) | x ∈ (x1, x0], y ∈ (g1(x), y1]}, D2 = {(x, y) | x ∈ [x0, x2], y ∈ (g2(x), y1]},
D3 = {(x, y) | x ∈ (x1, x0], y ∈ [y1, y2]}.

Позначимо: L2u(x, y) := uxy(x, y)+a1(x, y)ux(x, y)+a2(x, y)uy(x, y), f [u(x, y)] :=
f(x, y, u(x, y), u(x, θ(x, y))), θ(x, y) := y − τ(x, y), де τ(x, y) ≥ 0 — задана непе-
рервна функцiя, яка визначає початкову множину E = E1 ∪ E2, E1 = {(x, y) |
x ∈ [x1, x0], y − τ(x, y) ≤ y ≤ g1(x), (x, y) ∈ D1 ∪D3

}
, E2 = {(x, y) | x ∈ [x0, x2],

y − τ(x, y) ≤ y ≤ g2(x), (x, y) ∈ D2

}
.

Постановка задачi: в просторi функцiй C∗(D) := C(1.1)(D)∩C(0.1)(D) зна-
йти розв’язок рiвняння

L2u(x, y) = f [u(x, y)], (1)

який задовольняє умови

u(x, g1(x)) = φ1(x), uy(x, g1(x)) = ψ(x), x ∈ [x1, x0],

ψ(x) ∈ C[x1, x0], φ1(x) ∈ C ′[x1, x0],
(2)

u(x, g2(x)) = φ2(x), x ∈ [x0, x2], φ2(x) ∈ C ′[x0, x2], (3)

u(x1, y) = φ(y), y ∈ [y1, y2], φ(y) ∈ C ′[y1, y2], (4)

причому виконуються умови узгодженостi

φ1(x0) = φ2(x0), φ1(x1) = φ(y1), φ
′(y1) = ψ(x1), (5)
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а

u(x, y) |E = Φ(x, y), (x, y) ∈ E, (6)

де Φ(x, y) ∈ C ′(E) — задана функцiя. Очевидно

Φ(x, g1(x)) = φ1(x), Φy(x, g1(x)) = ψ(x), x ∈ [x1, x0],

Φ(x, g2(x)) = φ2(x), x ∈ [x0, x2].
(7)

Розв’язок задачi (1) — (7) u(x, y) = us(x, y), (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3, де
u1(x, y)— розв’язок задачi Кошi (1), (2), (6) при (x, y) ∈ D1, u2(x, y) — розв’язок
задачi Дарбу (1), (3), (5), (6) при (x, y) ∈ D2 i u2(x0, y) = u1(x0, y), y ∈ [y0, y1],
а u3(x, y) — розв’язок задачi Гурса (1), (4), (5) при (x, y) ∈ D3 i u3(x, y1) =
u1(x, y1), x ∈ [x1, x0].

Вважаємо, що a1(x, y) ∈ C(1.0)(D), a2(x, y) ∈ C(0.1)(D), а f [u(x, y)] ∈ C(B),
f : B → R, B ⊂ R4.

Неважко показати, що якщо

a1x(x, y) = a2y(x, y), (x, y) ∈ D, (8)

то задачу (1) — (7) можна подати в еквiвалентнiй iнтегральнiй формi

u1(x, y) =

{
Φ(x, y), (x, y) ∈ E1,
ω1,1(x, y) + T1F [u1(ξ, η)], (x, y) ∈ D1,

ω1,i(x, y) := φi(x) exp
(∫ gi(x)

y
a1(x, η)dη

)
+

+
∫ y

gi(x)
K(x, y; k1(η), η)[ψ(k1(η)) + a1(k1(η), η)φ1(k1(η))]dη, i = 1, 2,

K(x, y; ξ, η) := exp
(∫ ξ

x
a2(τ, η)dτ +

∫ τ

y
a1(x, τ)dτ

)
,

F [us(x, y)] := f [us(x, y)] + (a2y(x, y) + a1(x, y)a2(x, y))us(x, y), s = 1, 2, 3,

T1F [u1(ξ, η)] :=
∫ y

g1(x)

∫ x

k1(η)
K(x, y; ξ, η)F [u1(ξ, η)]dξdη, (x, y) ∈ D1,

(9)

u2(x, y) =


Φ(x, y), (x, y) ∈ E2;

ω2,2(x, y) + T2F [u2(ξ, η)], (x, y) ∈ D2,

ω2,2(x, y) := ω1,2(x, y) + T1,1F [u1(ξ, η)],

T1,1F [u1(ξ, η)] :=
∫ y

g2(x)

∫ x0

k1(η)
K(x, y; ξ, η)F [u1(ξ, η)]dξdη,

T2F [u2(ξ, η)] :=
∫ y

g2(x)

∫ x

x0
K(x, y; ξ, η)F [u2(ξ, η)]dξdη, (x, y) ∈ D2,

(10)

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2011, вип. 22 , N 2



ОДИН ПIДХIД ПОБУДОВИ ДВОСТОРОННIХ НАБЛИЖЕНЬ . . . 103

u3(x, y) =


Φ(x, y), (x, y) ∈ E1;

ω3,3(x, y) + T3F [u3(ξ, η)], (x, y) ∈ D3,

ω3,3(x, y) :=
∫ y

y1
K(x, y;x1, η)[φ

′(η) + a1(x1, η)φ(η)]dη+

+ω1,1(x, y1) exp
(∫ y1

y
a1(x, η)dη

)
+ T1,2F [u1(ξ, η)]dξdη,

T1,2F [u1(ξ, η)] :=
∫ y1
g1(x)

∫ x

k1(η)
K(x, y; ξ, η)F [u1(ξ, η)]dξdη,

T3F [u3(ξ, η)] :=
∫ y

y1

∫ x

x1
K(x, y; ξ, η)F [u3(ξ, η)]dξdη, (x, y) ∈ D3.

(11)

Згiдно постановки задачi u1(x0, y) = u2(x0, y) i u1(x, y1) = u3(x, y1) при (x, y) ∈
D, а отже u1y(x0, y) = u2y(x0, y), u1x(x, y1) = u3x(x, y1), (x, y) ∈ D.

Поскiльки (x, y1 − τ(x, y1)) ∈ D1 ∪ E1, тобто u3(x, y1 − τ(x, y1)) = u1(x, y1 −
τ(x, y1)), то iз (9) — (11) легко переконатись у справедливостi в областi D рiв-
ностей

u3y(x, y1)− u1y(x, y1) = 0, x ∈ [x1, x0],

u2x(x0, y)− u1x(x0, y) = [φ′
2(x0)− φ′

1(x0)+

+(g′1(x0)− g′2(x0))ψ(x0)] exp(
∫ y0
y
a1(x0, η)dη), y ∈ [y0, y1].

(12)

Таким чином справедлива наступна

Лема 1. Нехай f [u(x, y)] ∈ C(B), a1(x, y) ∈ C(1.0)(D), a2(x, y) ∈ C(0.1)(D) i
виконується умова (8), а

φ′
2(x0)− φ′

1(x0) + (g′1(x0)− g′2(x0))ψ(x0) = 0. (13)

Тодi, якщо задача (1) — (7) має розв’язок, то вiн належатиме просторовi
C∗(D) (буде регулярним). У супротивному випадку має мiсце рiвнiсть (12) i
u(x, y) ∈ C(1.1)(D\I) ∩ C(0.1)(D), I = {(x, y) |x = x0, y ∈ [y0, y1]} (розв’язок буде
iррегулярним).

Означення 1. Будемо говорити, що F [u(x, y)] ∈ C1(B), якщо функцiя
F [u(x, y)] задовольняє наступнi умови [4]:

1) F [u(x, y)] ∈ C(B),

2) в просторi функцiй C(B1), B1 ⊂ R6, ΠpxOyB1 = D, iснує така функцiя
H(x, y, u(x, y), u(x, θ(x, y)); v(x, y), v(x, θ(x, y)) := H[u(x, y), v(x, y)], що

а) H[u(x, y); u(x, y)] ≡ F [u(x, y)],

б) для довiльної з простору C(D) пари функцiй u(x, y), v(x, y) ∈ B1, якi
задовольняють умову u(x, y) ≥ v(x, y), (x, y) ∈ D, в областi B1 виконує-
ться нерiвнiсть

H[u(x, y); v(x, y)] ≥ H[v(x, y);u(x, y)], (x, y) ∈ D, (14)
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3) функцiя H[u(x, y); v(x, y)] в областi B1 задовольняє умову Лiпшiца, тоб-
то, для всяких з простору C(D) функцiй ui(x, y), vi(x, y) ∈ B1, i = 1, 2,
виконується умова

|H[u1(x, y); v1(x, y)]−H[u2(x, y); v2(x, y)]| ≤ L(|u1(x, y)− u2(x, y)|+

+ |u1(x, θ(x, y))− u2(x, θ(x, y))|+ |v1(x, y)− v2(x, y)|+

+ |v1(x, θ(x, y))− v2(x, θ(x, y))|)
де L — стала Лiпшiца.

Очевидно, якщо функцiя F [u(x, y)] ∈ C(B) i має обмеженi частиннi похiднi
першого порядку по всiм своїм аргументам, розпочинаючи з третього, в областi
B, то вона завжди належить просторовi C1(B).

Встановимо достатнi умови iснування та єдиностi регулярного (iррегуляр-
ного) розв’язку задачi (1) — (7) в областi D.

Нехай Zp,s(x, y), Vp,s(x, y) ∈ C(D) належать областi B1, s = 1, 2, 3, p ∈ N.
Введемо позначення:

Wp,s(x, y) := Zp,s(x, y)− Vp,s(x, y),

f p
s (x, y) := H[Zp,s(x, y);Vp,s(x, y)], fp,s(x, y) := H[Vp,s(x, y);Zp,s(x, y)],

α∗
p,s(x, y) := Zp,s(x, y)− ωp

s,s(x, y)− Tsf
p
s (ξ, η),

β∗
p,s(x, y) := Vp,s(x, y)− ωs,s,p(x, y)− Tsfp,s(ξ, η),

s = 1, 2, 3, p = 0, 1, 2, ..., (x, y) ∈ Ds,

(15)

ωp
1,1(x, y) = ω1,1,p(x, y) = ω1,1(x, y), ∀p = 0, 1, 2, ..., (x, y) ∈ D1,

ωp
2,2(x, y) := ω1,2(x, y) + T1,1f

p
1 (ξ, η),

ω2,2,p(x, y) := ω1,2(x, y) + T1,1fp,1(ξ, η), (x, y) ∈ D2,

ωp
3,3(x, y) := ω1,1(x, y1) exp

(∫ y1
y
a1(x, η)dη

)
+

+
∫ y

y1
K(x, y;x1, η)[φ

′(η) + a1(x1, η)φ(η)]dη + T1,2f
p
1 (ξ, η),

ω3,3,p(x, y) := ω1,1(x, y1) exp
(∫ y1

y
a1(x, η)dη

)
+

+
∫ y

y1
K(x, y;x1, η)[φ

′(η) + a1(x1, y)φ(η)]dη + T1,2fp,1(ξ, η), (x, y) ∈ D3,

Zp,s(x, y) := Zp,s(x, y)− dp,s(x, y)Wp,s(x, y),

V p,s(x, y) := Vp,s(x, y) + qp,s(x, y)Wp,s(x, y), (x, y) ∈ Ds,

F p
s (x, y) := H[Zp,s(x, y);V p,s(x, y)], Fp,s(x, y) := H[V p,s(x, y);Zp,s(x, y)]
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dp,s(x, y), qp,s(x, y) ∈ C(Ds) — довiльнi функцiї, якi задовольняють умови

0 ≤ dp,s(x, y) ≤ 0, 5; 0 ≤ qp,s(x, y) ≤ 0, 5,

(x, y) ∈ Ds, для всiхp ∈ N, s = 1, 2, 3.
(16)

Побудуємо послiдовностi функцiй {Zp,s(x, y)} та {Vp,s(x, y)} згiдно формул [5]

Zp+1,s(x, y) =

{
Φ(x, y), (x, y) ∈ Es,
Ωp

s,s(x, y) + TsF
p
s (ξ, η), (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3,

Vp+1,s(x, y) =

{
Φ(x, y), (x, y) ∈ Es, E3 ≡ E1,
Ωs,s,p(x, y) + TsFp,s(ξ, η), (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3,

(17)

Ωp
s,s(x, y) = ωp

s,s(x, y) |fp
s (x,y)=F p

s (x,y)
,

Ωs,s,p(x, y) = ωs,s,p(x, y) |fp,s(x,y)=Fp,s(x,y)
,

де за нульове наближення Z0,s(x, y), V0,s(x, y) ∈ B1 вибираємо довiльнi функцiї
з простору C(Ds), якi задовольняють умови

W0,s(x, y) ≥ 0, α∗
0,s(x, y) ≥ 0, β∗

0,s(x, y) ≤ 0, (x, y) ∈ Ds,

Z0,s(x, y) |Es
= V0,s(x, y) |Es

= Φ(x, y), s = 1, 2, 3.
(18)

Надалi функцiї Z0,s(x, y) та V0,s(x, y), якi задовольняють умови (18) i нале-
жать B1, будемо називатимемо функцiями порiвняння задачi (1) — (7).

Iз (15) та (17) при (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3 випливає справедливiсть формул:

Zp,s(x, y)− Zp+1,s(x, y) = αp,s(x, y) := Zp,s(x, y)− Ωp
s,s(x, y)− TsF

p
s (ξ, η),

Vp,s(x, y)− Vp+1,s(x, y) = βp,s(x, y) := Vp,s(x, y)− Ωs,s,p(x, y)− TsFp,s(ξ, η),
(19)

Wp+1,s(x, y) = Ωp
s,s(x, y)− Ωs,s,p(x, y) + Ts(F

p
s (ξ, η)− Fp,s(ξ, η)), (20)

αp+1,s(x, y) = Ωp
s,s(x, y)− Ωp+1

s,s (x, y) + Ts(F
p
s (ξ, η)− F p+1

s (ξ, η)),

βp+1,s(x, y) = Ωs,s,p(x, y)− Ωs,s,p+1(x, y) + Ts(Fp,s(ξ, η)− Fp+1,s(ξ, η)).
(21)

В силу (16), (18) маємо

V0,s(x, y) ≤ V 0,s(x, y) ≤ Z0,s(x, y) ≤ Z0,s(x, y), (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3,

а отже, на пiдставi (14) F 0
s (x, y) − F0,s(x, y) ≥ 0 для всiх (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3,

якщо тiльки Z0,s(x, y), V0,s(x, y) ∈ B1. Вiдмiтимо, якщо α∗
0,s(x, y) ≥ 0, β∗

0,s(x, y) ≤
0, то i α0,s(x, y) ≥ 0, β0,s(x, y) ≤ 0 при (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3. Але тодi iз (19),
(20) при p = 0 одержуємо Z0,s(x, y) − Z1,s(x, y) ≥ 0, V0,s(x, y) − V1,s(x, y) ≤ 0,
W1,s(x, y) ≥ 0, тобто

V0,s(x, y) ≤ V1,s(x, y) ≤ Z1,s(x, y) ≤ Z0,s(x, y), (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3,

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2011, вип. 22 , N 2



106 В.В.МАРИНЕЦЬ, О. Ю. ПИТЬОВКА

а отже, Z1,s(x, y), V1,s(x, y) ∈ B1.
Вибираємо функцiї d0,s(x, y), q0,s(x, y), якi задовольняють умови (16), таким

чином, щоб при (x, y) ∈ Ds виконувались умови [6]

Z0,s(x, y)− Z1,s(x, y)− d0,s(x, y)W0,s(x, y) ≥ 0,

V0,s(x, y)− V1,s(x, y) + q0,s(x, y)W0,s(x, y) ≤ 0.

Тодi в силу (14) F 0
s (x, y)− F 1

s (x, y) ≥ 0, F0,s(x, y)− F1,s(x, y) ≤ 0, (x, y) ∈ Ds.
Але в такому разi iз (21) при p = 0 маємо α1,s(x, y) ≥ 0, β1,s(x, y) ≤ 0,

(x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3.
Приймаючи функцiї Z1,s(x, y), V1,s(x, y) за вихiднi i повторюючи вище наве-

денi мiркування, методом математичної iндукцiї переконуємось, що якщо фун-
кцiї dp,s(x, y), qp,s(x, y), (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3, p ∈ N на кожному кроцi iтерацiї
(17) вибирати таким чином, щоб виконувались умови

Zp,s(x, y)− Zp+1,s(x, y)− dp,s(x, y)Wp,s(x, y) ≥ 0,

Vp,s(x, y)− Vp+1,s(x, y) + qp,s(x, y)Wp,s(x, y) ≤ 0,

(x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3, p ∈ N,

(22)

то в областi B1 мають мiсце нерiвностi

Vp,s(x, y) ≤ Vp+1,s(x, y) ≤ Zp+1,s(x, y) ≤ Zp,s(x, y),

αp,s(x, y) ≥ 0, βp,s(x, y) ≤ 0, (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3, для всiх p ∈ N
(23)

Зауважимо, що для всiх p ∈ N αp,s(x, y) ≥ α∗
p,s(x, y) ≥ 0, βp,s(x, y) ≤ β∗

p,s(x, y) ≤
0, (x, y) ∈ Ds.

Лема 2. Якщо F [u(x, y)] ∈ C1(B) i в областi B1 iснують функцiї порiвнян-
ня Z0,s(x, y) та V0,s(x, y) ∈ C(Ds), s = 1, 2, 3, тодi множина функцiй dp,s(x, y),
qp,s(x, y), (x, y) ∈ Ds, якi задовольняють нерiвностi (16), (22), не порожня.

Дiйсно, покладемо на кожному кроцi iтерацiї (17)

dp,s(x, y) =

{
α∗
p,s(x, y)ρ

−1
p,s(x, y), Wp,s(x, y) ̸= 0,

0,Wp,s(x, y) = 0, (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3,

qp,s(x, y) =

{
−β∗

p,s(x, y)ρ
−1
p,s(x, y), Wp,s(x, y) ̸= 0,

0,Wp,s(x, y) = 0, (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3,

ρp,s(x, y) = α∗
p,s(x, y)− β∗

p,s(x, y) +Wp,s(x, y), p ∈ N.
Очевидно, таким чином вибранi функцiї dp,s(x, y), qp,s(x, y) задовольняють умо-
ви (16), а в силу (19)

Zp,s(x, y)− Zp+1,s(x, y)− dp,s(x, y)Wp,s(x, y) ≥ αp,s(x, y)(1−Wp,s(x, y)ρ
−1
p,s(x, y)) ≥ 0,

Vp,s(x, y)− Vp+1,s(x, y) + qp,s(x, y)Wp,s(x, y) ≤ βp,s(x, y)(1−Wp,s(x, y)ρ
−1
p,s(x, y)) ≤ 0,

для всiх (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3, p ∈ N.

Отже, справедлива наступна
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Теорема 1. Нехай F [u(x, y)] ∈ C1(B), коефiцiєнти ai(x, y) задовольняють
умову (8), а в областi B1 iснують функцiї порiвняння задачi (1) — (7) Z0,s(x, y),
V0,s(x, y) ∈ C(Ds), s = 1, 2, 3.

Тодi для послiдовностей функцiй {Zp,s(x, y)} та {Vp,s(x, y)}, якi побудованi
згiдно закону (17), де dp,s(x, y), qp,s(x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3, задовольняють умови
(16), (22), в областi B1 справедливi нерiвностi (23).

Покажемо, що побудованi таким чином послiдовностi функцiй {Zp,s(x, y)} та
{Vp,s(x, y)} збiгаються рiвномiрно в областi Ds, s = 1, 2, 3, до єдиного розв’язку
вiдповiдного iнтегрального рiвняння (9) — (11). В силу виконання в областi B1

нерiвностей (23), для цього достатньо показати, що lim
p→∞

Wp,s(x, y) = 0, (x, y) ∈

Ds, s = 1, 2, 3.
Нехай

max
s

{
sup
Ds

W0,s(x, y), sup
Ds

W0,s(x, θ(x, y))

}
≤ d, Q = sup

D

(1, y − y0 + x− x1),

max
p,s

sup
Ds

(1− dp,s(x, y)− qp,s(x, y)) ≤ q, sup
D×D

K(x, y; ξ, η) ≤ 0, 25K.

Тодi iз (20) методом математичної iндукцiї переконуємось у справедливостi оцi-
нок

max
s

sup
Ds

Wp,s(x, y) ≤
[LKQq(y − y0 + x− x1)]

p

p!
d, (24)

а отже,

lim
p→∞

Zp,s(x, y) = lim
p→∞

Vp,s(x, y) = us(x, y), (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3.

Перейшовши у формулах (17) до границi, коли p → ∞ переконуємось, що гра-
ничнi функцiї us(x, y) є розв’язками вiдповiдних iнтегральних рiвнянь (9) —
(11) при (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3.

Теорема 2. Нехай F [u(x, y)] ∈ C1(B), коефiцiєнти ai(x, y), i = 1, 2 задо-
вольняють умову (8) i в областi B1 iснують функцiї порiвняння задачi (1) —
(7) Z0,s(x, y), V0,s(x, y) ∈ C(Ds), s = 1, 2, 3.

Тодi послiдовностi функцiй {Zp,s(x, y)} та {Vp,s(x, y)}, побудованi згiдно за-
кону (17), де dp,s(x, y), qp,s(x, y) ∈ C(Ds), s = 1, 2, 3, задовольняють умови (16),
(22):

а) збiгаються рiвномiрно до єдиного розв’язку вiдповiдного iнтегрального
рiвняння (9) — (11) при (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3;

б) мають мiсце оцiнки (24);
в) в областi B1 виконуються нерiвностi

Vp,s(x, y) ≤ Vp+1,s(x, y) ≤ us(x, y) ≤ Zp+1,s(x, y) ≤ Zp,s(x, y),

(x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3,
(25)

для всiх p ∈ N, де us(x, y) — єдиний розв’язку вiдповiдного iнтегрального рiв-
няння (9) — (11) при (x, y) ∈ Ds,

г) збiжнiсть iтерацiйного методу (17), (16), (22) не повiльнiша збiжностi
двостороннього методу Пiкара (коли dp,s(x, y) = qp,s(x, y) ≡ 0).
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Доведення. Єдинiсть розв’язку iнтегральних рiвнянь (9) — (11) при (x, y) ∈
Ds, s = 1, 2, 3, доводиться методом вiд супротивного.

Доведемо справедливiсть нерiвностей (25). З цiєю метою припустимо, що в
деякiй точцi (x, y) ∈ Ds для деякого номера p, наприклад, us(x, y) > Zp,s(x, y).

Тодi в силу (23) для всiх n ∈ N в розглядуванiй точцi (x, y) ∈ Ds

us(x, y) > Zp,s(x, y) ≥ Zp+1,s(x, y),

а отже, в данiй точцi послiдовнiсть функцiй {Zp+n,s(x, y)} при n→ ∞ не збiгає-
ться до розв’язку us(x, y), що протирiчить доведеному. Аналогiчно доводяться
всi iншi нерiвностi (25).

Нехай Zp,s(x, y), Vp,s(x, y) ∈ B1 — двостороннi наближення до розв’язкiв вiд-
повiдних iнтегральних рiвнянь (9) — (11) при (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3, побудованi
за деяким методом i вони задовольняють умови Wp,s(x, y) ≥ 0, α∗

p,s(x, y) ≥ 0,
β∗
p,s(x, y) ≤ 0.

Позначимо через Z∗
p+1,s(x, y), V ∗

p+1,s(x, y) наступнi наближення, побудованi
згiдно двостороннього методу Пiкара. Тодi при (x, y) ∈ Ds, в силу (14), (16),
маємо

Z∗
p+1,s(x, y)− Zp+1,s(x, y) = ωp

s,s(x, y)− Ωp
s,s(x, y) + Ts(f

p
s (ξ, η)− F p

s (ξ, η)) ≥ 0,

V ∗
p+1,s(x, y)− Vp+1,s(x, y) = ωs,s,p(x, y)− Ωs,s,p(x, y) + Ts(fp,s(ξ, η)− Fp,s(ξ, η)) ≤ 0,

тобто збiжнiсть методу (17), (16), (22) не повiльнiша збiжностi двостороннього
методу Пiкара.

Зауважимо, що в залежностi вiд вибору функцiй dp,s(x, y) та qp,s(x, y) в ал-
горитмi (17), (16), (22) ми отримаємо рiзнi модифiкацiї двостороннього методу.

Наслiдок 1. Нехай коефiцiєнти рiвняння (1) a1(x, y) ∈ C(1.0)(D), a2(x, y) ∈
C(0.1)(D) задовольняють умову (8) i виконуються вимоги теореми 2.

Тодi розв’язок крайової задачi (1) — (7) в областi D iснує i вiн єдиний, при-
чому при виконаннi умови (13) вiн буде регулярним, в супротивному випадку
— iррегулярним.

Наслiдок 2. Нехай φi(x) = φ(y) = ψ(x) = 0, i = 1, 2, F [u(x, y)] ∈ C1(B),
причому F [u(x, y)] ≡ H[u(x, y); 0].

Тодi, якщо F [0] ≤ (≥)0 в областi B, то розв’язок задачi (1) — (7) при
(x, y) ∈ Ds задовольняє нерiвнiсть u(x, y) ≤ (≥)0.

Розглянемо поряд iз рiвнянням (1) рiвняння вигляду

L2Z(x, y) = f1(x, y, Z(x, y), Z(x, θ(x, y)) := f1[Z(x, y)],

f1 : B → R, B ∈ R4.
(26)

Надалi будемо вважати, що правi частини рiвнянь (1), (26) задовольняють на-
ступнi умови:

1) f [u(x, y)] ∈ C1(B),
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2) функцiя f1[Z(x, y)] ∈ C(B) i в областi B має обмеженi частиннi похiднi
першого порядку по Z(x, y) i Z(x, θ(x, y)), якi задовольняють умови

∂f [Z(x, y)]

∂Z(x, y)
+ a2y(x, y) + a1(x, y)a2(x, y) ≥ 0,

∂f [Z(x, y)]

∂Z(x, θ(x, y))
≥ 0, (27)

3) для всякої з простору C∗(D) функцiї V (x, y) ∈ B

f1[V (x, y)] ≥ (≤)f [V (x, y)] (28)

Теорема 3. Нехай коефiцiєнти ai(x, y), i = 1, 2 задовольняють умову (8),
а правi частини рiвнянь (1), (26) f [u(x, y)] та f1[Z(x, y)] задовольняють вище
наведенi умови 1)-3) i в областi B1 iснують функцiї порiвняння задач (1) —
(7), (26), (2) — (7).

Тодi для розв’язкiв цих задач при (x, y) ∈ D виконуються нерiвностi

u(x, y) ≥ (≤)Z(x, y) (29)

Доведення. Згiдно теореми 2 i наслiдку 1 розв’язки задач (1) — (7), (26), (2)
— (7) iснують i вони є єдинi (регулярнi або iррегулярнi), а отже, позначивши
W (x, y) := Z(x, y) − u(x, y) i використавши теорему Лагранжа про скiнченi
прирости, матимемо

Wxy(x, y) + a1(x, y)Wx(x, y) + a2(x, y)Wy(x, y) =

= b1(x, y)W (x, y) + b2(x, y)W (x, θ(x, y)) + f1[u(x, y)]− f [u(x, y)],

де bi(x, y), i = 1, 2 — частиннi похiднi першого порядку вiд функцiї f1[Z(x, y)]
вiдповiдно по Z(x, y) та Z(x, θ(x, y)) при деяких їх фiксованих значеннях, що
належать B, (x, y) ∈ D.

Очевидно, функцiя W (x, y) задовольняє однорiднi умови (2) — (6), а

F [W (x, y)] ≡ [b1(x, y) + a2y(x, y) + a1(x, y)a2(x, y)W (x, y)+

+b2(x, y)W (x, θ(x, y)) + f1[u(x, y)]− f [u(x, y)],

тобто в силу (27), (28) F [0] ≥ (≤)0. На пiдставi наслiдку 2 W (x, y) ≥ (≤)0 при
(x, y) ∈ D, тобто справедливi нерiвностi (29).
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