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ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ УСЕРЕДНЕННЯ У СИСТЕМАХ З
IМПУЛЬСНОЮ ДIЄЮ

The article devoted substantiate method userednennja for two dimension autonomous systems in
impulse active in case, when point subject impulse active twice after period .

Дану статтю присвячено обгрунтуванню методу усереднення для двовимiрних автономних
систем з iмпульсною дiєю у випадку, коли точка пiддається iмпульснiй дiї двiчi за перiод.

Для практичного застосування важливим є вивчення диференцiальних рiвнянь
з iмпульсною дiєю, якi зв’язанi з потребами теорiї керування, радiотехнiки, бiо-
логiї, медицини.

В [1, 2] за допомогою асимптотичного методу Крилова-Боголюбова [3] роз-
глянуто траєкторiї матерiальної точки, яка рухається за законом

ẍ+ ω2x = εf(x, ẋ), x ̸= x0, (1)

i пiддається iмпульснiй дiї при проходженнi положення x = x0. В [4] обгрунто-
вується законнiсть застосування даного методу для розглядуваних рухiв.

Розглянемо коливну систему (1) з iмпульсною дiєю

∆ẋ |x=x0= (ẋ+ − ẋ−)|x=x0 =

{
εI0(ẋ−), x = x0, ẋ− > 0,

εI0(ẋ−), x = x0, ẋ− < 0,
(2)

де ẋ−, ẋ+ – швидкостi точки до i пiсля дiї миттєвого iмпульсу вiдповiдно, ε –
малий додатнiй параметр. Систему (1), (2) можна iнтерпретувати як рух осци-
лятора (1), на який кожен раз при проходженнi положення x = x0 дiє миттєвий
iмпульс, який збiльшує швидкiсть осцилятора на величину εI0(ẋ−) при ẋ > 0 i
зменшує швидкiсть осцилятора на величину εI0(ẋ−) при ẋ < 0.

Припустимо, що система (1), (2) має перiодичний розв’язок, який в момент
t = 0 приймає значення x(0) = x0, ẋ(0) > 0, а в момент t = t∗ – значення
x(t∗) = x0, ẋ(t∗) < 0.

Позначимо через ν частоту коливань даного розв’язку. Моменти τk iмпуль-
сної дiї для кожного такого розв’язку визначаються вiдношеннями ντ2k =2kπ,
ντ2k+1=νt

∗+2kπ, k = 1, 2, 3, ... а скачки швидкостi ∆ẋ в цi моменти – рiвностями

∆ẋ =

{
εI0, ẋ− > 0,
εI0, ẋ− < 0.

З перiодичностi розв’язку випливає, що величини I0, I0 є сталими при всiх
ντi, i = 1, 2, 3, . . .. Таким чином, перiодичний розв’язок системи (1), (2) задо-
вольняє рiвняння

ẍ+ ω2x = εf(x, ẋ), νt ̸= 2kπ, νt ̸= νt∗ + 2kπ, (3)

i умову

∆ẋ =

{
εI0, νt = 2kπ,

εI0, νt = νt∗ + 2kπ,
(4)
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де k цiле. З iншого боку, нехай система (3), (4) має для деяких ν i t0 перiоди-
чнi розв’язки з перiодом 2π вiдносно νt. Очевидно, цi розв’язки є розв’язками
системи (1), (2), якщо

x(0)=x0, I
0=I(ẋ−), x(

2kπ
ν

− 0)=x0, ẋ−= ẋ(
2kπ
ν

− 0) > 0, ẋ+(0) > 0,

x(t∗)=x0, I0=I(ẋ−), x(t
∗+ 2kπ

ν
)=x0, ẋ−= ẋ(t

∗+ 2kπ
ν
) < 0, ẋ+(t

∗) < 0.
(5)

Таким чином, щоб знайти перiодичнi розв’язки системи (1), (2), нам потрi-
бно знайти такi перiодичнi розв’язки системи (3), (4) перiоду 2π вiдносно νt
i вибрати параметри ν i t0, t∗, якi б задовольняли спiввiдношення (5). Перiо-
дичний рорзв’язок системи (3) шукатимемо за умови, що частота перiодичних
розвя’зкiв системи (1), (2) близька до частоти власних коливань системи (1),
тобто ν ≈ ω.

Представимо ν у виглядi
ν2 = ω2 + ε∆̄, (6)

де △̄ – деяка стала, яку потрiбно визначити. Систему (3), (4) запишемо у виглядi

ẍ+ ν2x = ε
[
△̄x+ f(x, ẋ)

]
, νt ̸= 2kπ, νt ̸= νt∗ + 2kπ, (7)

∆ẋ =

{
εI0, νt = 2kπ,

εI0, νt = νt∗ + 2kπ.
(8)

Використовуючи формалiзм узагальнених функцiй, вiд системи (7), (8) пе-
рейдемо до рiвняння

ẍ+ ν2x = ε
[
△̄x+ f(x, ẋ)

]
+ εI0

+∞∑
k=−∞

δ

(
t− 2kπ

ν

)
+ εI0

+∞∑
k=−∞

δ

(
t− t∗ − 2kπ

ν

)
,

а вiд нього, враховуючи властивостi дельта-функцiї – до рiвняння

ẍ+ν2x=ε
[
△̄x+f(x, ẋ)

]
+ε

I0ν

π

(
1

2
+

∞∑
k=1

cos kνt

)
+ε

I0ν

π

(
1

2
+

∞∑
k=1

cos kν(t−t∗)

)
. (9)

У системi (9) виконаємо замiну змiнних

x = ε
I0

πν

(
1

2
−

∞∑
k=2

cos kνt

k2 − 1

)
+ ε

I0
πν

(
1

2
−

∞∑
k=2

cos kν(t− t∗)

k2 − 1

)
+ z. (10)

Тодi, вiдносно z отримаємо звичайне диференцiальне рiвняння

z̈+ν2z=ε
[
△̄z+f(z+εI0φ(νt)+εI0φ(ν(t−t∗)), ż+εI0φ̇(νt)+εI0φ̇(ν(t−t∗)))+

+ε△̄I0φ(νt) + ε△̄I0φ(ν(t− t∗))
]
+ εI0ν

π
cos νt+ εI0ν

π
cos ν(t− t∗),

(11)

у якому введено наступнi позначення

φ(νt) =
1

πν

(
1

2
−

∞∑
k=2

cos kνt

k2 − 1

)
, φν(t− t∗) =

1

πν

(
1

2
−

∞∑
k=2

cos kν(t− t∗)

k2 − 1

)
.

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2011, вип. 22 , N 2



Застосування методу усереднення . . . 119

Спiввiдношення (5) вiдносно змiнної z матимуть вигляд

z(0)=x0−εI0φ(0)−εI0φ(νt∗), I0=I(ż(0))−εI0φ̇(νt∗), z(0)>εI0φ(νt∗),

z(t∗)=x0−εI0φ(νt∗)−εI0φ(0), I0=I(ż(t∗))+εI0φ̇(νt∗), z(t∗)<−εI0φ̇(νt∗).
(12)

Таким чином, нам потрiбно знайти перiодичнi розв’язки z(t) рiвняння (11)
перiоду 2π вiдносно νt, якi задовольняли б умови (12). Щоб знайти цi умови ,
виконаємо в (11), (12) замiну змiнних

z = a cosψ, ż = −aν sinψ, ψ = νt+ θ, (13)

де a = a(t), θ = θ(t).
Остаточно прийдемо до наступної системи диференцiальних рiвнянь:

da
dt

= − ε
ν

[
△̄a cosψ + f(a cosψ + εI0φ(νt) + εI0φ(ν(t− t∗)),−aν sinψ+

+εI0φ̇(νt)) + + εI0φ(ν(t− t∗)) + ε△̄I0φ(νt) + ε△̄I0φ(ν(t− t∗))
]
sinψ−

− εI0

π
cos νt sinψ − εI0

π
cos ν(t− t∗) sinψ,

dθ
dt

= − ε
aν

[
△̄a cosψ + f(a cosψ + εI0φ(νt) + εI0φ(ν(t− t∗)),−aν sinψ+

+εI0φ̇(νt)) + εI0φ̇(ν(t− t∗)) + ε△̄I0φ(νt) + ε△̄I0φ(ν(t− t∗))
]
cosψ−

− εI0
aπ

cos ν(t− t∗) cosψ.

(14)

При цьому умови (12) для змiнних a, θ матимуть вигляд

a0 cos θ0=x0−εI0φ(0)−εI0φ(νt∗), I0 = I(−a0ν sin θ0−εI0φ̇(νt∗)),

−a0ν sin θ0>εI0φ̇(νt∗),

a∗ cos(νt∗+θ0)=x0−εI0φ(νt∗)−εI0φ(0), I0=I(−a∗ν sin(νt∗+θ∗)+εI0φ̇(νt∗)),

−a∗ν sin(νt∗+θ∗)<−εI0φ̇(νt∗).

(15)

Припустимо, що функцiя f(x, ẋ) в областi

ν2α2 ≤ ν2x2 + y2 ≤ β2ν2,

задовольняє умову Лiпшиця вiдносно x, ẋ. Тодi система (14) є при малих ε Т -
системою T = 2π

ν
[5] в промiжку

0 < α ≤ a ≤ β. (16)

.
Згiдно [5] будь-яка внутрiшня точка смуги (16) має ∆ - сталу i ця стала

визначається з точнiстю до величин другого порядку малостi з системи

∆1 = − ε
ν
A(a0)− εI0

2π
sin θ0 − εI0

2π
sin(νt∗ + θ0) + ε2 . . . ,

∆2 = − ε∆̄
2ν

− ε
a0ν
B(a0)− εI0

2a0π
cosθ0 − εI0

2a0π
cos(νt∗ + θ0) + ε2 . . . ,
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де
A(a) = 1

2π

∫ 2π

0
f(a cosψ,−aν sinψ) sinψdψ,

B(a) = 1
2π

∫ 2π

0
f(a cosψ,−aν sinψ) cosψdψ.

(17)

При цьому, розв’язок системи (14) є перiодичним з перiодом 2π вiдносно νt,
якщо a0 i θ0 задовольняють умови

− ε

ν
A(a0)−

εI0

2π
sin θ0 −

εI0
2π

sin(νt∗ + θ0) + ε2 . . . = 0, (18)

−ε△̄
2ν

− ε

a0ν
B(a0)−

εI0

2a0π
cosθ0 −

εI0
2a0π

cos(νt∗ + θ0) + ε2 . . . = 0. (19)

Бiльш того, вказаний перiодичний розв’язок є границею послiдовностi

an(t) = a0 − ε
ν

∫ t

0
[F1(t, an−1(t), θn−1(t), ε)− F1(t, an−1(t), θn−1(t), ε)]dt,

θn(t) = θ0 − ε
ν

∫ t

0
[F2(t, an−1(t), θn−1(t), ε)− F2(t, an−1(t), θn−1(t), ε)]dt.

(20)

де − ε
ν
F1(t, a, θ) i − ε

ν
F2(t, a, θ) правими частинами, вiдповiдно, першого i другого

рiвнянь системи (14),

F (t) =
1

T

∫ T

0

F (t)dt, T =
2π

ν
, n = 1, 2, . . . .

Зокрема, при n = 1 з (20) знаходимо з точнiстю до величин порядку ε2

a(t)=a0− ε∆̄
ν2
a0

cos 2θ0−cos 2(νt+θ0)
4

− ε
ν2

∫ νt+θ0
θ0

f(a cosψ,−aν sinψ) sinψdψ−

−εI0

πν
cos θ0−cos(2νt+θ0)

4
− εI0

πν
cos(νt∗−θ0)−cos(2νt+θ0−νt∗)

4
,

θ(t)=θ0− ε∆̄
ν2
a0

sin 2(νt+θ0)−sin 2θ0
4

− ε
a0ν2

∫ νt+θ0
θ0

f(a cosψ,−aν sinψ) cosψdψ−

− εI0

a0πν
sin(2νt+θ0)−sin θ0

4
− εI0

a0πν
sin(2νt+θ0−νt∗)+sin(νt∗−θ0)

4
.

(21)

Оскiльки ∆ - є неперервною функцiєю вiд a0, θ0, параметрiв I0, I0, ∆̄, ε i
задовольняє умову Лiпшиця вiдносно a0, θ0, I0, I0, △̄, ε, то розв’язок рiвняння
(19) завжди може бути представлений у виглядi

∆̄ = ∆̄(a0, θ0, I
0, I0, ε), (22)

причому функцiя ∆̄ неперервна по сукупностi всiх своїх змiнних в областi їх
змiни i задовольняє в цiй областi умову Лiпшиця вiдносно a0, θ0, I0, I0, ε. З (19)
видно, що з точнiстю до величин порядку ε маємо

∆̄(a0, θ0, I
0, I0, ε)=∆̄(a0, θ0, I

0, I0, 0)=−2
B(a0)

a0
−ωI

0

a0π
cos θ0−

ωI0
a0π

cos(νt∗+θ0). (23)

З точнiстю до ε з (18) отримаємо спiввiдношення для початкових значень
перiодичних розв’язкiв системи (14) якi визначаються рiвнiстю

A(a0) +
ωI0

2π
sin θ0 +

ωI0
2π

sin(νt∗ + θ0) = 0. (24)
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Очевидно перiодичними розв’язками системи (1),(2) є лише тi значення перiоди-
чних розв’язкiв системи (14), початковi значення яких задовольняють спiввiд-
ношення (15). Тому для вiдшукання цих значень достатньо розв’язати систему
спiввiдношень (15), (18).

Оскiльки a0 береться iз вiдрiзка (16), то з (15) випливає, що

cos θ0 =
x0−εI0φ(0)−εI0φ(νt∗)

a0
, sin θ0 = −

√
1−

(
x0−εI0φ(0)−εI0φ(νt∗)

a0

)2
,

cos(νt∗+θ0)=
x0−εI0φ(νt∗)−εI0φ(0)

a0
, sin(νt∗+θ0)=

√
1−
(

x0−εI0φ(νt∗)−εI0φ(0)
a0

)2
.

(25)

то при малих ε з урахуванням (25), нерiвностi з (15) матимуть вигляд

ν
√
a20 − (x0 − εI0φ(0)− εI0φ(νt∗))2 > εI0φ̇(νt

∗),

−ν
√
a20 − (x0 − εI0φ(νt∗)− εI0φ(0))2 < −εI0φ̇(νt∗).

Пiдставимо (25) в спiввiдношення яке залишилося з (15), вважаючи що
|x0| < a, отримаємо замiсть (15) спiввiдношення (25) i рiвняння

I0 = I(ν
√
a20 − (x0 − εI0φ(0)− εI0φ(νt∗))2)− εI0φ̇(νt

∗),

I0 = I(−ν
√
a20 − (x0 − εI0φ(νt∗)− εI0φ(0))2) + εI0φ̇(νt∗).

(26)

Нехай функцiя I(ẋ) задовольняє умову Лiпшиця на вiдрiзку 0 ≤ ẋ ≤ νβ,
тодi при малих ε одержуємо

I0 = I0(a0, ε),

I0 = I0(a0, ε).
(27)

причому функцiї I0(a0, ε), I0(a0, ε) також задовольняють умову Лiпшиця по a0,
ε. З (26) видно, що з точнiстю до величини порядку ε

I0(a0, ε) = I0(a0, 0) = I(ω
√
a20 − x20),

I0(a0, ε) = I0(a0, 0) = I(−ω
√
a20 − x20).

(28)

Отже, систему спiввiдношень (15), (18), (22) ми звели до системи (18), (22),
(25), (27).

Пiдставимо (27) в (25), виразимо θ0 через a0 а потiм (27) i (25) – в (22), ви-
разимо ∆̄ через a0. Поступаючи аналогiчно, з урахуванням (6), (28), отримаємо
вираз

A(a0)−
I(ω
√
a20 − x20)ω

2πa0

√
a20 − x20 +

I(−ω
√
a20 − x20)ω

2πa0

√
a20 − x20 + ε . . . . (29)

Оскiльки лiвi частини (27) неперервнi вiдносно a0, ε, то вираз (29) має при
малих ε розв’язок, якщо функцiя

D(a0) = A(a0)−
I(ω
√
a20 − x20)ω

2πa0

√
a20 − x20 +

I(−ω
√
a20 − x20)ω

2πa0

√
a20 − x20, (30)
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прийме на iнтервалi α < a0 < β значення рiзних знакiв [6]. Крiм того, розв’язок
системи (29) неперервний по ε з точнiстю до величин порядку δ(ε), де δ(ε) → 0
при ε→ 0, i визначаються розв’язками рiвняння

D(a0) = 0. (31)

Отже, для забезпечення iснування перiодичних розв’язкiв системи (1), (2), до-
статньо, щоб рiвняння (31) мало розв’язок, який належав би вiдрiзку |x0| <
α < a0 ≤ β разом iз деяким своїм ρ - околом, i щоб цей розв’язок не був точкою
екстремуму функцiї D(a0).

Враховуючи формули (6), (23), (25), (28) отримаємо значення для частоти
перiодичного розв’язку

ν=ω+
1

2

ε∆̄

ω
+ε2+. . .=ω−ε

(
B(a0)

a0ω
− I(ω

√
a20−x20)x0
2πa20

− I(−ω
√
a20−x20)x0

2πa20

)
. (32)

Отже, згiдно замiн (10), (13), перiодичнi розв’язки системи (1), (2), з точнi-
стю до величин порядку δ(ε) визначаються виразом

x(t)=ε
I(ω

√
a20−x2

0)

πω

(
1
2
−
∑∞

k=2
cos kν(t+s)

k2−1

)
+ε

I(−ω
√

a20−x2
0)

πω

(
1
2
−
∑∞

k=2
cos kν(t−t∗+s)

k2−1

)
+

+a(t+s) cos(ν(t+s)+θ(t+s)),
(33)

де a(t), θ(t) – вигляду (21), ν – приймає значення (32), a0 – є коренем рiвняння
(31), s – довiльна стала. Таким чином доведено таку теорему.

Теорема. Нехай в системi (1), (2) функцiї f(x, ẋ) i I(ẋ) визначенi, неперерв-
нi, i задовольняють умову Лiпшиця вiдносно своїх змiнних в областi

α2 ≤ x2 +
ẋ2

ω2
≤ β2, де |x0| < α ≤ β, α, β = const.

Крiм того, нехай рiвняння (31) має розв’язок a = a0, який належить вiдрiзку
α ≤ a0 ≤ β разом з деяким своїм ρ - околом, i такий що не є точкою екстремуму.

Тодi iснує ε0 > 0, що для всiх ε < ε0 система рiвнянь (1),(2) має одно пара-
метричну сiмю перiодичних розв’язкiв

x(t) = x(ω1(t+ s), ε) = a(ω1(t+ s), ε) cosφ(ω1(t+ s)),

що задовольняє нерiвностi

|a(t)− a0|+ |ω1 − ω − ε△(a0)| ≤ η(ε),

в якiй s – довiльна стала, η(ε) – стала, що прямує до нуля при ε→ 0.
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