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ПОБУДОВА РОЗВ’ЯЗКIВ ВИРОДЖЕНИХ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ

In this paper the general solutions of degenerative systems of differential equations were built.
Necessary and sufficient conditions for the existence were obtain and the solution of degenerative
boundary-value problems were found. The results are illustrated in the example.

У данiй роботi побудовано загальнi розв’язки вироджених систем диференцiальних рiвнянь.
Одержано необхiднi та достатнi умови iснування та знайдено розв’язки вироджених крайових
задач. Результати проiлюстровано на прикладi.

Пiд час розв’язання рiзноманiтних задач, що виникають у таких прикладних
галузях як теорiя електричних кiл, оптимальне управлiння, автоматичне регу-
лювання, гiдродинамiка, теплотехнiка тощо, часто стикаються з виродженими
системами диференцiальних рiвнянь. Такi системи були розглянутi в багатьох
роботах [1–4].

Останнiм часом з’явилася значна кiлькiсть праць, в яких розробленi ефе-
ктивнi методи знаходження розв’язкiв вироджених крайових задач для систем
диференцiальних рiвнянь. Так в [4] отримано умови iснування та знайдено
розв’язки вироджених нетерових крайових задач у припущеннi, що виродже-
на диференцiальна система зводиться до центральної канонiчної форми.

У данiй роботi дослiджуються виродженi крайовi задачi для систем дифе-
ренцiальних рiвнянь у випадку, коли при похiднiй шуканої функцiї знаходиться
блочно-дiагональна матриця, одним з блокiв якої є нiльпотентний блок Жор-
дана. Для таких вироджених крайових задач одержано необхiднi та достатнi
умови iснування та знайдено розв’язки у критичному i некритичному випад-
ках.

1. Постановка задачi. Розглянемо вироджену лiнiйну неоднорiдну крайову
задачу:

B0(t)
dz

dt
= A0(t)z + f(t), t ∈ [a, b], (1)

lz(·) = d, (2)

де A0(t), B0(t) – ((n + m) × (n + m))-вимiрнi матрицi, rankB0(t) = n + m − 1
∀t ∈ [a, b], J – (m ×m)-вимiрна стала матриця, f(t) – (n +m)-вимiрна вектор-
функцiя, якi мають наступну структуру:

B0(t) =

[
B1(t) 0
0 J

]
, A0(t) =

[
A1(t) 0
0 A2(t)

]
, f(t) =

[
f (1)(t)
f (2)(t)

]
,

J =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0

 ,

(3)
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A1(t), B1(t) – (n × n)-вимiрнi, A2(t) – (m × m)-вимiрна матрицi, компоненти
яких є дiйсними неперервними на [a,b] функцiями : A1(t), A2(t), B1(t) ∈ C[a, b];
detB1(t) ̸= 0; f (1)(t) – n-вимiрна, f (2)(t) – m-вимiрна вектор-функцiї iз простору
C[a, b], d – (n+m)-вимiрний стовпець, який має наступну структуру

d =

[
d1
d2

]
,

де d1 – n-вимiрний, d2 – m-вимiрний сталi вектор-стовпцi; l – лiнiйний ве-
кторний функцiонал визначений на просторi (n + m)-вимiрних, неперервних
на [a,b] вектор-функцiй: l = col(l1, l2); l : C[a, b] → Rn+m; l1 = col(l11 , . . . , l1n);
l1 : C[a, b] → Rn; l2 = col(l21 , . . . , l2m); l2 : C[a, b] → Rm; −∞ < a ≤ t ≤ b <∞.

Пiд розв’язком виродженої крайової задачi (1) – (3) будемо розумiти непе-
рервно диференцiйовну на [a, b] (n+m)-вимiрну вектор-функцiю

z(t) =

[
x(t)
y(t)

]
,

де x(t) ∈ Rn, y(t) ∈ Rm, яка задовольняє систему (1) i крайову умову (2).

2. Побудова розв’язкiв вироджених систем диференцiальних рiвнянь.
Розглянемо вироджену лiнiйну неоднорiдну систему диференцiальних рiвнянь (1).
Враховуючи структуру матриць A0(t), B0(t) та вектор-функцiї f(t), система (1)
розщеплюється на двi незалежнi одна вiд одної системи рiвнянь

x′ = B−1
1 (t)A1(t)x+B−1

1 (t)f (1)(t); (4)

Jy′ = A2(t)y + f (2)(t). (5)

Загальний розв’язок невиродженої диференцiальної системи (4) має вигляд

x(t) = X(t)c̄+X(t)

t∫
t0

X−1(s)B−1
1 (s)f (1)(s)ds,

де X(t) – (n × n)-вимiрна фундаментальна матриця вiдповiдної (4) однорiдної
системи рiвнянь, c̄ ∈ Rn – вектор довiльних сталих.

Представимо матрицю A2(t) наступним чином

A2(t) =

[
D1(t) D2(t)

a
(2)
m,1(t) D3(t)

]
,

де D1(t) – ((m − 1) × 1)-вимiрна, D2(t) – ((m − 1) × (m − 1))-вимiрна, D3(t) –
(1× (m− 1))-вимiрна матрицi.

Нехай
y(t) = col [y1(t), v(t)] , f (2)(t) = col

[
p(t), f (2)

m (t)
]
,

де v(t) = col(y2(t), . . . , ym(t)), p(t) = col(f
(2)
1 (t), . . . , f

(2)
m−1(t)) – (m − 1)-вимiрнi

вектор-функцiї.
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Тодi вироджена система рiвнянь (5) розпадеться на двi системи рiвнянь на-
ступним чином

v′ = D1(t)y1 +D2(t)v + p(t), (6)

0 = a
(2)
m,1(t)y1 +D3(t)v + f (2)

m (t), (7)
де (6) – це система звичайних диференцiальних рiвнянь m − 1 порядку, (7) –
алгебраїчна система.

Структура розв’язку виродженої системи диференцiальних рiвнянь (1), (3)
буде залежати вiд значення a(2)m,1(t). Розглянемо можливi випадки.

2.1. Нехай a(2)m,1(t) ̸= 0 ∀t ∈ [a, b]. Виразимо y1 з (7)

y1 = − 1

a
(2)
m,1(t)

(
D3(t)v + f (2)

m (t)
)

i пiдставимо його в систему (6):

v′ =

(
D2(t)−

1

a
(2)
m,1(t)

D1(t)D3(t)

)
v +

(
p(t)− 1

a
(2)
m,1(t)

D1(t)f
(2)
m (t)

)
. (8)

Загальний розв’язок системи рiвнянь (8) має вигляд

v(t) = V (t)c̃+ V (t)

t∫
t0

V −1(s)

[
p(s)− 1

a
(2)
m,1(s)

D1(s)f
(2)
m (s)

]
ds, (9)

де V (t) – ((m− 1)× (m− 1))-вимiрна фундаментальна матриця вiдповiдної (8)
однорiдної системи рiвнянь, c̃ ∈ Rm−1 – вектор довiльних сталих.

Таким чином, можемо записати:

y1(t) = − 1

a
(2)
m,1(t)

D3(t)V (t)c̃−

− 1

a
(2)
m,1(t)

D3(t)V (t)

t∫
t0

V −1(s)

[
p(s)− 1

a
(2)
m,1(s)

D1(s)f
(2)
m (s)

]
ds− 1

a
(2)
m,1(t)

f (2)
m (t).

(10)

Обєднуючи (9) i (10) одержимо загальний розв’язок виродженої системи
диференцiальних рiвнянь (5):

y(t)=K(t)V (t)c̃+K(t)V (t)

t∫
t0

V −1(s)

[
p(s)− 1

a
(2)
m,1(s)

D1(s)f
(2)
m (s)

]
ds+L(t), (11)

де K(t) – (m × (m − 1))-вимiрна матриця, L(t) – m-вимiрний вектор-стовпець
вигляду

K(t) =

 − 1

a
(2)
m,1(t)

D3(t)

Em−1

 , L(t) =

 − 1

a
(2)
m,1(t)

f (2)
m (t)

0m−1

 ,
Em−1 – ((m− 1)× (m− 1))-вимiрна одинична матриця, 0m−1 – (m− 1)-вимiрний
нульовий вектор-стовпець.
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Теорема 1. Нехай для лiнiйної неоднорiдної виродженої системи диферен-
цiальних рiвнянь (1), (3) виконується умова: a(2)m,1(t) ̸= 0 ∀t ∈ [a, b]. Тодi виро-
джена система диференцiальних рiвнянь (1), (3) має (n+m−1)-параметричну
сiм’ю розв’язкiв вигляду

z(t)=



X(t)c̄+X(t)

t∫
t0

X−1(s)B−1
1 (s)f (1)(s)ds

K(t)V (t)c̃+K(t)V (t)

t∫
t0

V −1(s)

[
p(s)− 1

a
(2)
m,1(s)

D1(s)f
(2)
m (s)

]
ds+L(t)


. (12)

2.2. Нехай a(2)m,1(t) ≡ 0, t ∈ [a, b]. Припускаємо, що iснує цiле i, 2 ≤ i ≤ m, для
якого a(2)m,i(t) ̸= 0 ∀t ∈ [a, b]. Розiб’ємо вектор-функцiю v(t) наступним чином

v(t) = col [u1(t), vi−1(t), u2(t)] ,

де u1(t) = col (v1(t), . . . , vi−2(t)) – (i− 2)-вимiрна, u2(t) = col (vi(t), . . . , vm−1(t)) –
(m− i)-вимiрна вектор-функцiї.

Крiм того, нехай
u(t) = col [u1(t), u2(t)] .

Тодi, система рiвнянь (6) розпадеться на двi системи рiвнянь:

v′i−1 = a
(2)
i−1,i(t)vi−1 +D5(t)u+ a

(2)
i−1,1(t)y1 + f

(2)
i−1(t), (13)

u′ = D7(t)u+D6(t)vi−1 +D4(t)y1 + p1(t), (14)

а система (7) запишеться так

a
(2)
m,i(t)vi−1 +D8(t)u+ f (2)

m (t) = 0, (15)

де D4(t), D6(t) – ((m−2)×1)-вимiрнi, D5(t), D8(t) – (1×(m−2))-вимiрнi, D7(t) –
((m−2)×(m−2))-вимiрна матрицi, p1(t) – ((m−2)×1)-вимiрна вектор-функцiя
вигляду:

D4(t) = col
(
a
(2)
1,1(t), . . . , a

(2)
i−2,1(t), a

(2)
i,1 (t), . . . , a

(2)
m−1,1(t)

)
,

D6(t) = col
(
a
(2)
1,i (t), . . . , a

(2)
i−2,i(t), a

(2)
i,i (t), . . . , a

(2)
m−1,i(t)

)
,

D5(t) =
(
a
(2)
i−1,2(t), . . . , a

(2)
i−1,i−1(t), a

(2)
i−1,i+1(t), . . . , a

(2)
i−1,m(t)

)
,

D8(t) =
(
a
(2)
m,2(t), . . . , a

(2)
m,i−1(t), a

(2)
m,i+1(t), . . . , a

(2)
m,m(t)

)
,

D7(t) =



a
(2)
1,2(t) . . . a

(2)
1,i−1(t) a

(2)
1,i+1(t) . . . a

(2)
1,m(t)

... . . . ... . . . ...
a
(2)
i−2,2(t) . . . a

(2)
i−2,i−1(t) a

(2)
i−2,i+1(t) . . . a

(2)
i−2,m(t)

a
(2)
i,2 (t) . . . a

(2)
i,i−1(t) a

(2)
i,i+1(t) . . . a

(2)
i,m(t)

... . . . ... . . . ...
a
(2)
m−2,2(t) . . . a

(2)
m−1,i−1(t) a

(2)
m−1,i+1(t) . . . a

(2)
m−1,m(t)


,
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p1(t) = col
(
f
(2)
1 (t), . . . , f

(2)
i−2(t), f

(2)
i (t), . . . , f

(2)
m−1(t)

)
.

Виразимо vi−1 з (15)

vi−1 = − 1

a
(2)
m,i(t)

(
D8(t)u+ f (2)

m (t)
)

i пiдставимо його в (13), (14):

− 1

a
(2)
m,i(t)

D8(t)u
′ − 1

a
(2)
m,i(t)

(
D′

8(t)−
a
(2)′

m,i(t)

a
(2)
m,i(t)

D8(t)

)
u−

− 1

a
(2)
m,i(t)

(
f (2)′

m (t)−
a
(2)′

m,i(t)

a
(2)
m,i(t)

f (2)
m (t)

)
=

=−

(
a
(2)
i−1,i(t)

a
(2)
m,i(t)

D8(t)−D5(t)

)
u+ a

(2)
i−1,1(t)y1−

(
a
(2)
i−1,i(t)

a
(2)
m,i(t)

f (2)
m (t)−f (2)

i−1(t)

)
,

(16)

u′=−

(
1

a
(2)
m,i(t)

D6(t)D8(t)−D7(t)

)
u+D4(t)y1−

(
1

a
(2)
m,i(t)

D6(t)f
(2)
m (t)−p1(t)

)
. (17)

Помножимо (17) на
1

a
(2)
m,i(t)

D8(t) та додамо до (16). Матимемо

S(t)y1 +R(t)u = H(t), (18)

де R(t) – (1× (m− 2))-вимiрна матриця, S(t), H(t) – скалярнi функцiї:

S(t) = a
(2)
i−1,1(t) +

1

a
(2)
m,i(t)

D8(t)D4(t),

R(t) = − 1

a
(2)
m,i(t)

(
D′

8(t)−
a
(2)′

m,i(t)

a
(2)
m,i(t)

D8(t)

)
−

−

(
a
(2)
i−1,i(t)

a
(2)
m,i(t)

D8(t)−D5(t)

)
− 1

a
(2)
m,i(t)

D8(t)

(
1

a
(2)
m,i(t)

D6(t)D8(t)−D7(t)

)
,

H(t) = − 1

a
(2)
m,i(t)

(
f (2)′

m (t)−
a
(2)′

m,i(t)

a
(2)
m,i(t)

f (2)
m (t)

)
+

(
a
(2)
i−1,i(t)

a
(2)
m,i(t)

f (2)
m (t)− f

(2)
i−1(t)

)
+

+
1

a
(2)
m,i(t)

D8(t)

(
1

a
(2)
m,i(t)

D6(t)f
(2)
m (t)− p1(t)

)
.

Нехай S(t) ̸= 0 ∀t ∈ [a, b]. Виразимо y1 з (18):

y1 = −S−1(t)R(t)u+ S−1(t)H(t).
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Пiдставимо y1 в систему рiвнянь (17). Одержимо наступну (m− 2)-вимiрну
систему звичайних диференцiальних рiвнянь

u′ = P (t)u+W (t), (19)

де P (t) – ((m− 2)× (m− 2))-вимiрна матриця, W (t) – (m− 2)-вимiрна вектор-
функцiя:

P (t) = − 1

a
(2)
m,i(t)

D6(t)D8(t) +D7(t)−D4(t)S
−1(t)R(t),

W (t) = − 1

a
(2)
m,i(t)

D6(t)f
(2)
m (t) + p1(t) +D4(t)S

−1(t)H(t).

Загальний розв’язок системи рiвнянь (19) має вигляд

u(t) = U(t)c̃+ U(t)

t∫
t0

U−1(s)W (s)ds, (20)

де U(t) – ((m− 2)× (m− 2))-вимiрна фундаментальна матриця вiдповiдної (19)
однорiдної системи рiвнянь, c̃ ∈ Rm−2 – вектор довiльних сталих.

Таким чином, можемо записати

y1(t) = −S−1(t)R(t)U(t)c̃− S−1(t)R(t)U(t)

t∫
t0

U−1(s)W (s)ds+ S−1(t)H(t), (21)

vi−1(t) = − 1

a
(2)
m,i(t)

D8(t)U(t)c̃−

− 1

a
(2)
m,i(t)

D8(t)U(t)

t∫
t0

U−1(s)W (s)ds− 1

a
(2)
m,i(t)

f (2)
m (t).

(22)

Об’єднуючи (21), (22) та (20) одержимо загальний розв’язок виродженої си-
стеми диференцiальних рiвнянь (5)

y(t) = K1(t)U(t)c̃+K1(t)U(t)

t∫
t0

U−1(s)W (s)ds+ L1(t), (23)

де K1(t) – (m× (m− 2))-вимiрна матриця, L1(t) – m -вимiрний вектор-стовпець
вигляду

K1(t) =



−S−1(t)R(t)
E1

− 1

a
(2)
m,i(t)

D8(t)

E2


, L1(t) =



S−1(t)H(t)
0i−2

− 1

a
(2)
m,i(t)

f (2)
m (t)

0m−i


,
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E1(t) = [Ei−2, N ] , L1(t) =
[
NT , Em−i

]
,

Ei−2 – ((i − 2) × (i − 2))-вимiрна, Em−i – ((m − i) × (m − i))-вимiрна одиничнi
матрицi, N – ((i−2)×(m− i))-вимiрна нульова матриця; 0i−2 – (i−2)-вимiрний,
0m−i – (m− i)-вимiрний нульовi вектор-стовпцi.

Теорема 2. Нехай для лiнiйної неоднорiдної виродженої системи диферен-
цiальних рiвнянь (1), (3) виконуються умови

1) a(2)m,1(t) ≡ 0, t ∈ [a, b],
2) iснує цiле i, 2 ≤ i ≤ m, для якого a(2)m,i(t) ̸= 0 ∀t ∈ [a, b],

3) a(2)i−1,1(t) +
1

a
(2)
m,i(t)

D8(t)D4(t) ̸= 0.

Тодi вироджена система диференцiальних рiвнянь (1), (3) має (n+m− 2)-
параметричну сiм’ю розв’язкiв вигляду

z(t) =



X(t)c̄+X(t)

t∫
t0

X−1(s)B−1
1 (s)f (1)(s)ds

K1(t)U(t)c̃+K1(t)U(t)

t∫
t0

U−1(s)W (s)ds+ L1(t)


. (24)

3. Побудова розв’язкiв вироджених крайових задач. Поряд iз неодно-
рiдною крайовою задачею (1) – (3) розглянемо однорiдну крайову задачу:

B0(t)
dz

dt
= A0(t)z,

lz(·) = 0.

(25)

Для того, щоб розв’язок z(t) системи (1) був розв’язком крайової задачi (1) –
(3) необхiдно i достатньо задовольнити крайову умову.

Вiдповiдно до попереднього роздiлу, в залежностi вiд значення a
(2)
m,1(t) роз-

глянемо два випадки.
3.1. Нехай a(2)m,1(t) ̸= 0 ∀t ∈ [a, b]. Пiдставляючи розв’язок z(t) вигляду (12) в

крайову умову (2) одержимо алгебраїчну вiдносно c̄ ∈ Rn i c̃ ∈ R(m−1) систему
з ((n+m)× (n+m− 1))-вимiрною матрицею D

D

[
c̄
c̃

]
=

[
d1 − l1x̃(·)
d2 − l2ỹ(·)

]
, (26)

де D =

[
Q 0
0 G

]
, Q = l1X(·), G = l2K(·)V (·),

l1x̃(·) = l1

X(·)
·∫

a

X−1(s)B−1
1 (s)f (1)(s)ds

 ;
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l2ỹ(·) = l2

K(·)V (·)
·∫

a

V −1(s)

[
p(s)− 1

a
(2)
m,1(s)

D1(s)f
(2)
m (s)

]
ds+ L(·)

 .

Критичний випадок. Нехай rankD = n1 < n + m − 1. Тодi, згiдно з [5],
алгебраїчна система (26) буде розв’язною тодi i тiльки тодi, коли виконується
умова

PD∗

[
d1 − l1x̃(·)
d2 − l2ỹ(·)

]
= 0, (27)

де PD∗ – ((n + m) × (n + m))-вимiрна матриця (ортопроектор), яка проектує
простiр Rn+m на нуль-простiр N(D∗) матрицi D∗:

PD∗ : Rn+m → N(D∗), N(D∗) = PD∗Rn+m,

причому

PD∗ =

[
PQ∗ 0
0 PG∗

]
,

PQ∗ – (n× n)-вимiрний, PG∗ – (m×m)-вимiрний ортопроектори матриць Q∗ та
G∗ вiдповiдно.

Нехай rankPD∗ = n + m − n1 = k, тодi умова (27) складається з k лiнiйно
незалежних умов i ((n+m)× (n+m))-вимiрну матрицю PD∗ в (27) можна замi-
нити (k × (n+m))-вимiрною матрицею PD∗

k
, яка складається iз повної системи

k лiнiйно незалежних рядкiв матрицi PD∗ , причому

PD∗
k
=

[
PQ∗

k1
0

0 PG∗
k2

]
,

де PQ∗
k1

– (k1 × n)-вимiрна, PG∗
k2

– (k2 ×m)-вимiрна матрицi, якi складаються iз
повних систем k1 та k2 лiнiйно незалежних рядкiв матриць PQ∗ та PG∗ вiдповiд-
но.

Тодi, необхiдна i достатня умова розв’язностi алгебраїчної системи (26) за-
пишеться у виглядi

PD∗
k

[
d1 − l1x̃(·)
d2 − l2ỹ(·)

]
= 0. (28)

Якщо умова (28) виконується, то система (26) має r-параметричну (r =
= n+m− 1− n1) сiм’ю розв’язкiв вигляду[

c̄
c̃

]
= PDr

[
c̄r1
c̃r2

]
+D+

[
d1 − l1x̃(·)
d2 − l2ỹ(·)

]
,

де D+ – єдина псевдообернена за Муром-Пенроузом до D матриця; PDr – ((n+
m)×r)-вимiрна матриця, яка складається з r лiнiйно незалежних стовпцiв ((n+
m − 1) × (n + m − 1))-вимiрної матрицi PD, яка є ортопроектором з простору
Rn+m−1 на нуль-простiр N(D) матрицi D:

PD : Rn+m−1 → N(D), N(D) = PDR
n+m−1,

причому

D+ =

[
Q+ 0
0 G+

]
, PDr =

[
PQr1

0
0 PGr2

]
,
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Q+, G+ – єдинi псевдооберненi за Муром-Пенроузом до Q та G матрицi вiд-
повiдно; PQr1

– (n × r1)-вимiрна, PGr2
– ((m − 1) × r2)-вимiрна матрицi, якi

складаються з r1 та r2 лiнiйно незалежних стовпцiв (n × n)-вимiрної матрицi
PQ та ((m− 1)× (m− 1))-вимiрної матрицi PG i є ортопроекторами матриць Q
та G вiдповiдно.

Пiдставляючи знайденi константи c̄ та c̃ в (12) одержимо загальний розв’язок
крайової задачi (1) – (3)

z(t, c̄r1 , c̃r2) =

=



X(t)PQr1
c̄r1 +X(t)Q+d1 +X(t)

t∫
a

X−1(s)B−1
1 (s)f (1)(s)ds−

−X(t)Q+l1

X(·)
·∫

a

X−1(s)B−1
1 (s)f (1)(s)ds



K(t)V (t)PGr2
c̃r2+K(t)V (t)

t∫
a

V −1(s)

[
p(s)− 1

a
(2)
m,1(s)

D1(s)f
(2)
m (s)

]
ds−

−K(t)V (t)G+l2

K(·)V (·)
·∫

a

V −1(s)

[
p(s)− 1

a
(2)
m,1(s)

D1(s)f
(2)
m (s)

]
ds+L(·)

+
+L(t) +K(t)V (t)G+d2



.
(29)

Теорема 3. Нехай для виродженої крайової задачi (1) – (3) виконуються
умови

1)a(2)m,1(t) ̸= 0 ∀t ∈ [a, b],
2)rankD = n1 < n+m− 1.
Тодi неоднорiдна вироджена крайова задача (1) – (3) буде розв’язною тодi i

тiльки тодi, коли виконується умова

PD∗
k


d1 − l1

X(·)
·∫

a

X−1(s)B−1
1 (s)f (1)(s)ds



d2−l2

K(·)V (·)
·∫

a

V −1(s)

[
p(s)− 1

a
(2)
m,1(s)

D1(s)f
(2)
m (s)

]
ds+L(·)




=0, (30)

i при цьому крайова задача (1) – (3) має r-параметричну сiм’ю лiнiйно неза-
лежних розв’язкiв вигляду (29).

Некритичний випадок. Нехай rankD = n1 = n + m − 1. Тодi однорi-
дна крайова задача (25) має тiльки тривiальний розв’язок, тобто неоднорiдна
крайова задача (1) – (3) буде розв’язною тодi i тiльки тодi, коли виконується
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умова (30) i при цьому матиме єдиний розв’язок вигляду

z(t) =

=



X(t)

t∫
a

X−1(s)B−1
1 (s)f (1)(s)ds+

+X(t)Q+d1 −X(t)Q+l1

X(·)
·∫

a

X−1(s)B−1
1 (s)f (1)(s)ds



K(t)V (t)

t∫
a

V −1(s)

[
p(s)− 1

a
(2)
m,1(s)

D1(s)f
(2)
m (s)

]
ds−

−K(t)V (t)G+l2

K(·)V (·)
·∫

a

V −1(s)

[
p(s)− 1

a
(2)
m,1(s)

D1(s)f
(2)
m (s)

]
ds+L(·)

+
+L(t) +K(t)V (t)G+d2



.
(31)

Теорема 4. Нехай для виродженої крайової задачi (1) – (3) виконуються
умови

1)a(2)m,1(t) ̸= 0 ∀t ∈ [a, b],
2)rankD = n1 = n+m− 1.
Тодi неоднорiдна вироджена крайова задача (1) – (3) розв’язна тодi i тiльки

тодi, коли виконується умова (30), при цьому крайова задача (1) – (3) має
єдиний розв’язок вигляду (31).

3.2. У випадку, коли a
(2)
m,1(t) ≡ 0, t ∈ [a, b] та iснує цiле i, 2 ≤ i ≤ m, для

якого a
(2)
m,i(t) ̸= 0 ∀t ∈ [a, b], проводимо аналогiчнi мiркування. Врахувавши,

що при пiдстановцi розв’язку вигляду (24) в крайову умову (2) ми одержуємо
алгебраїчну вiдносно c̄ ∈ Rn i c̃ ∈ R(m−2) систему з ((n + m) × (n + m − 2))-
вимiрною матрицею D:

D =

[
Q 0
0 Ḡ

]
, Ḡ = l2K1(·)U(·),

l2ỹ(·) = l2

K1(·)U(·)
·∫

a

U−1(s)W (s)ds+ L1(·)

 ,

приходимо до результатiв, описаних наступними двома теоремами.

Теорема 5. Нехай для виродженої крайової задачi (1) – (3) виконуються
умови

1) a(2)m,1(t) ≡ 0, t ∈ [a, b],
2) iснує цiле i, 2 ≤ i ≤ m, для якого a(2)m,i(t) ̸= 0 ∀t ∈ [a, b],

3) a(2)i−1,1(t) +
1

a
(2)
m,i(t)

D8(t)D4(t) ̸= 0,
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4)rankD = n2 < n+m− 2.
Тодi неоднорiдна вироджена крайова задача (1) – (3) буде розв’язною тодi i

тiльки тодi, коли виконується умова

PD∗
k


d1 − l1

X(·)
·∫

a

X−1(s)B−1
1 (s)f (1)(s)ds



d2 − l2

K1(·)U(·)
·∫

a

U−1(s)W (s)ds+ L1(·)




= 0, (32)

де PD∗
k

– (k × (n+m))-вимiрна матриця (ортопроектор):

PD∗
k
=

[
PQ∗

k1
0

0 PḠ∗
k2

]
,

при цьому крайова задача (1) – (3) має r-параметричну (r = n +m − 2 − n2)
сiм’ю лiнiйно незалежних розв’язкiв вигляду

z(t, c̄r1 , c̃r2) =



X(t)PQr1
c̄r1 +X(t)Q+d1 +X(t)

t∫
a

X−1(s)B−1
1 (s)f (1)(s)ds−

−X(t)Q+l1

X(·)
·∫

a

X−1(s)B−1
1 (s)f (1)(s)ds



K1(t)U(t)PḠr2
c̃r2 +K1(t)U(t)

t∫
a

U−1(s)W (s)ds−

−K1(t)U1(t)Ḡ
+l2

K1(·)U(·)
·∫

a

U−1(s)W (s)ds+ L1(·)

+

+L1(t) +K1(t)U(t)Ḡ
+d2



,

де D+ – єдина псевдообернена за Муром-Пенроузом до D матриця; PDr – ((n+
m)× r)-вимiрна матриця (ортопроектор):

D+ =

[
Q+ 0
0 Ḡ+

]
, PDr =

[
PQr1

0
0 PḠr2

]
.

Теорема 6. Нехай для виродженої крайової задачi (1) – (3) виконуються
умови

1) a(2)m,1(t) ≡ 0, t ∈ [a, b],
2) iснує цiле i, 2 ≤ i ≤ m, для якого a(2)m,i(t) ̸= 0 ∀t ∈ [a, b],

3) a(2)i−1,1(t) +
1

a
(2)
m,i(t)

D8(t)D4(t) ̸= 0,
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4)rankD = n2 = n+m− 2.
Тодi неоднорiдна вироджена крайова задача (1) – (3) розв’язна тодi i тiльки

тодi, коли виконується умова (32), при цьому крайова задача (1) – (3) має
єдиний розв’язок вигляду

z(t) =



X(t)Q+d1 +X(t)

t∫
a

X−1(s)B−1
1 (s)f (1)(s)ds−

−X(t)Q+l1

X(·)
·∫

a

X−1(s)B−1
1 (s)f (1)(s)ds



K1(t)U(t)

t∫
a

U−1(s)W (s)ds−

−K1(t)U(t)Ḡ
+l2

K1(·)U(·)
·∫

a

U−1(s)W (s)ds+ L1(·)

+

+L1(t) +K1(t)U(t)Ḡ
+d2



.

Продемонструємо одержанi результати на прикладi.

Приклад. Розглянемо вироджену крайову задачу
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 dy

dt
=


1 0 1 2
2 −1 3 1
1 1 2 0
0 2 −1 1

 y +


8t+ sin t
2 sin t
sin t
2t

 , (33)

ly(·) = y(0)− y(
π

2
) =


π + 1
π
2π
π

 . (34)

Знайдемо розв’язок виродженої системи диференцiальних рiвнянь (33).

Оскiльки a(2)41 (t) ≡ 0, iснує i = 2, для якого a(2)42 (t) ̸= 0, S(t) =
1

2
̸= 0, то маємо

випадок 2.2. Матрицi D4, D5, D6, D7, D8 та вектор-функцiя p1(t) матимуть
вигляд:

D4 =

(
2
1

)
, D5 =

(
1 2

)
, D6 =

(
−1
1

)
,

D7 =

(
3 1
2 0

)
, D8 =

(
−1 1

)
, p1(t) =

(
2 sin t
sin t

)
.

Для знаходження розв’язку виродженої системи диференцiальних рiвнянь (33)
потрiбно знайти фундаментальну матрицю наступної звичайної системи дифе-
ренцiальних рiвнянь

du

dt
=

1

2

(
−3 −5
1 −5

)
u−

(
4 + 27t
2 + 15t

)
.
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Вона має вигляд:

U(t) =

 1

2
e−2t(2 cos t+ sin t) −5

2
e−2t sin t

1

2
e−2t sin t

1

2
e−2t(2 cos t− sin t)

 ,

а оберненою до неї є

U−1(t) =

 1

2
e−2t(2 cos t− sin t)

5

2
e−2t sin t

−1

2
e−2t sin t

1

2
e−2t(2 cos t+ sin t)

 .

Тодi, згiдно формули (23), де

K1 =



−2 −2

1

2
−1

2

1 0

0 1


, L1(t) =


−2− 14t− sin t

−t
0
0

 ,

можемо записати загальний розв’язок виродженої системи диференцiальних
рiвнянь (33):

y(t) =

=



−2e−2t(cos t+ sin t)c̃1 − 2e−2t(cos t− 3 sin t)c̃2 +
8

25
e−2t(cos t− 43 sin t)−

− sin t+
62

5
t− 58

25

1

2
e−2t cos tc̃1−

1

2
2e−2t(cos t+2 sin t)c̃2+

2

25
e−2t(21 cos t+22 sin t)− 2

5
t− 42

25

1

2
e−2t(2 cos t+ sin t)c̃1 −

5

2
e−2t sin tc̃2 −

2

5
e−2t(4 cos t− 13 sin t)− 6t− 8

5

1

2
e−2t sin tc̃1+

1

2
e−2t(2 cos t−sin t)c̃2−

2

25
e−2t(22 cos t−21 sin t)− 36

5
t+

44

25



.

Тепер перейдемо до знаходження розв’язку виродженої крайової задачi (33),
(34). Матриця Ḡ, ортопроектори PḠ, PḠ∗ та псевдообернена матриця Ḡ+ мають
вигляд

Ḡ =



2e−π − 2 −6e−π − 2

1

2
e−π − 1

2

−1

2
e−π + 1

5

2
e−π

−1

2
e−π 1

2
e−π + 1


,
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PḠ∗ =
1

18


2 0 4 4
0 12 −6 6
4 −6 11 5
4 6 5 11

 , PḠ = 0,

Ḡ+ =
1

18(e−2π + 1)

8e−π − 4 18e−π + 6 16e−π + 7 −20e−π − 5

−4 6e−π − 6 6e−π − 5 −6e−π + 7

 .

Частинний розв’язок виродженої системи рiвнянь (33) записується у виглядi

ỹ(t) = K1(t)U(t)

t∫
0

U−1(s)W (s)ds+ L1(t).

Отже, тобто

ỹ(t) =
1

25


8e−2t(cos t− 43 sin t)− 25 sin t+ 310t− 58

2e−2t(21 cos t+ 22 sin t)− 10t− 42

10e−2t(4 cos t+ 13 sin t)− 150t− 40

2e−2t(−22 cos t+ 21 sin t)− 180t+ 44

 ,

lỹ(·) = lỹ(0)− lỹ(
π

2
) =

1

25


344e−π − 155π + 33

−44e−π + 5π − 42

−130e−π + 75π + 40

−42e−π + 90π − 44

 .

Оскiльки rankḠ = 2, то k2 = m− rankḠ = 2 i

PḠ∗
2
=

1

9

(
1 0 2 2

0 6 −3 3

)
.

Перевiримо виконання умови (30)

1

9

(
1 0 2 2

0 6 −3 3

)


π + 1
π
2π
π

− 1

25


344e−π − 155π + 33

−44e−π + 5π − 42

−130e−π + 75π + 40

−42e−π + 90π − 44


 = 0.

Отже, умова ортогональностi виконується. Оскiльки ми маємо некритичний
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випадок, то єдиний розв’язок крайової задачi (33), (34) буде мати вигляд

y(t) =
1

25(e2π + 1)
×

×



20(9e2π−17eπ)πe−2t cos t−20(17e2π+9eπ)πe−2t sin t− 25(e2π+1) sin t+

+310(e2π+1)t−58(e2π+1)

5(4e2π+13eπ)πe−2t cos t+5(13e2π−4eπ)πe−2t sin t−10(e2π+1)t−42(e2π+1)

−25(e2π−6eπ)πe−2t cos t+25(6e2π+eπ)πe−2t sin t−150(e2π+1)t−40(e2π+1)

−5(13e2π−4eπ)πe−2tcos t+5(4e2π+13eπ)πe−2tsin t−180(e2π+1)t+44(e2π+1)


.
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