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МОДЕЛЮВАННЯ ЕЛЕКТРИЧНИХ КIЛ З ПЕРЕМИКАННЯМИ
ЗА ДОПОМОГОЮ ДИФЕРЕЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З
IМПУЛЬСНОЮ ДIЄЮ

While analysing circles with switching a transition is carried out from the model, described by the
differential equation with a broken right part to the model with an unbroken right part having an
impulse action at the fixed moments of time. In the environment of MathCad by means of such a
model a chart describing the behavior of the electric circle with switching has been built.

При аналiзi електричних кiл з перемиканнями здiйснено перехiд вiд моделi, що описується
диференцiальним рiвнянням з розривною правою частиною, до моделi з неперервною правою
частиної iз iмпульсною дiєю у фiксованi моменти часу. У середовищi MathCad за допомогою
такої моделi побудовано графiк, який описує поведiнку електричного кола з перемиканнями.

При моделювання еволюцiї реальних процесiв, в тому числi i в електротехницi,
часто виникають швидкi збурення, довжиною яких можна знехтувати. Такi
явища виникають, наприклад, при перемиканнях в електротехнiчних системах.

Традицiйний пiдхiд до аналiзу подiбних схем полягає у побудовi моделi, яка
описується диференцiальним рiвнянням з розривною правою частиною [1].

У данiй статтi пропонується поставити у вiдповiднiсть такiй моделi допомi-
жне диференцiальне рiвняння з неперервною правою частиною та iмпульсною
дiєю [2, 3] у моменти часу, в якi вiдбувається перемикання.

Розглянемо електротехнiчну систему, що складається з лiнiйних iндуктив-
ностi L та опору R i в певнi промiжки часу почергово живиться вiд одного з
джерел електрорушiйної сили B1, B2, ..., Bm, залежно вiд положення перемика-
ча.

Будемо вважати, що перемикання вiдбуваються в моменти часу τj, j =
1, 2, .... Припустимо, що τ0 = 0– початковий момент часу i

τ1 > θ = const, τj+1 − τj > θ, j = 1, 2, ...

Тодi процеси, що вiдбуваються в електричному колi з синусоїдальним стру-
мом i перемиканнями, можна задати моделлю, яка описується лiнiйним нео-
днорiдним диференцiальним рiвнянням iз розривною в точках τj, j = 1, 2, ...,
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правою частиною.

Ri(t) + L
di(t)

dt
= e(t), (1)

e(t) =


E1 sin(ω1t+ φ1), τkm < t < τkm+1,
E2 sin(ω2t+ φ2), τkm+1 < t < τkm+2,

...
Em sin(ωmt+ φm), τkm+m−1 < t < τkm+m.

, k = 0, 1, ...

За законом комутацiї на шукану функцiю накладаються умови

i(0) = 0, i(τj + 0) = i(τj − 0), j = 1, 2, ...

У випадку m = 2 для моделi з розривною правою частиною i трьох мо-
ментiв часу, в яких почергово вiдбувається перемикання, у статтi [1] обчислено
значення миттєвого струму i(t) для промiжкiв часу [0, τ1], [τ1, τ2], [τ2, τ3].

Аналiзуючи отриманi в [1] результати, зазначимо, що при необхiдностi обчи-
слення значення i(t) при подальших перемиканнях модель з розривною правою
виявляється мало пригодною у зв’язку з громiзкiстю обчислень. Для порiвнян-
ня наведемо формули обчислення миттєвого струму при t ∈ [τ0, τ1]

i(t) =
E1

R2 + L2ω2
1

[
(Lω1 cosφ1 −R sinφ1) e

−R
L
t+

+(R sin(ω1t+ φ1)− ω1L cos(ω1t+ φ1))

]
i при t ∈ [τ2, τ3]

i(t) =
E1

R2 + L2ω2
1

(Lω1 cosφ1 −R sinφ1) e
−R

L
t+

+

[
E1

R2 + L2ω2
1

(R sin(ω1τ1 + φ1)− ω1L cos(ω1τ1 + φ1))−

− E2

R2 + L2ω2
2

(R sin(ω2τ1 + φ2)− ω2L cos(ω2τ1 + φ2))

]
e−

R
L
(t−τ1)+

+

[
E1

R2 + L2ω2
1

(R sin(ω1τ2 + φ1)− ω1L cos(ω1τ2 + φ1))−

− E2

R2 + L2ω2
2

(R sin(ω2τ2 + φ2)− ω2L cos(ω2τ2 + φ2))

]
e−

R
L
(t−τ2)+

+
E1

R2 + L2ω2
1

(R sin(ω1t+ φ1)− ω1L cos(ω1t+ φ1)) .

У роботах [2, 3] нами запропоновано застовування допомiжної моделi з не-
перервною правою частиною i iмпульсною дiєю у фiксованi моменти часу при
m = 2.

Наведемо графiк, побудований у системi MathCad, миттєвого струму i(t)
при деяких параметрах i t ∈ [0, 40]. Перемикання вiдбуваються у моменти часу
τ1 = 10, τ1 = 20, τ1 = 30.
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Для побудови допомiжної моделi використаємо частинний розв’язок n(t) не-
однорiдного рiвняння (1).

n(t) = ni(t), t ∈ [kτi−1, kτi], i = 1, ...,m, k = 0, 1...,

ni(t) =
EiR

R2 + L2ω2
i

sin(ωit+ φi)−
LEiωi

R2 + L2ω2
i

cos(ωit+ φi)

i зробимо замiну
i(t) = x(t) + n(t),

Така замiна дає можливiсть замiсть диференцiального рiвняння iз розрив-
ною правою частиною дослiджувати iншу модель, що описується лiнiйним одно-
рiдним рiвнянням iз фiксованими моментами iмпульсної дiї.

Rx(t) + L
dx(t)

dt
= 0, t ̸= τj, j = 1, 2, ...

x(0) = −n1(0),

∆x|t=τj =


n1(τj)− n2(τj), j = km+ 1,
n2(τj)− n3(τj), j = km+ 2,

...
nm(τj)− n1(τj), j = km+m.

, k = 0, 1, ...

Розв’язавши це рiвняння, застосовуючи загальний розв’язок однорiдного
рiвняння

X(t) = Ce−
R
L
t, C = const,

повернемось до шуканої функцiї i(t).
Очевидно, що використовуючи запропонований пiдхiд, можна легко побуду-

вати графiки, задавши будь-яку кiлькiсть i послiдовнiсть перемикань, будь-якi
моменти iмпульсної дiї та параметри моделi.

Розглянемо далi приклад, в якому задамо такi штучнi параметри моделi,
щоби наочно продемонструвати вплив перемикань на значення миттєвого стру-
му. Розрахунки проведемо у системi MathCad. Часовий промiжок t ∈ [0, 60]
включатиме у себе 5 перемикань, m = 3.
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Отже, можна зробити висновок, що теорiя диференцiальних рiвнянь [4] дає
зручний iнструмент для аналiзу електричних кiл з перемиканнями.
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