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ПРО ОДНУ ВЛАСТИВIСТЬ МАТРИЧНИХ ЗОБРАЖЕНЬ
СКIНЧЕННИХ НАПIВГРУП S(I,J)

In this paper we study a property of matrix representations for a natural class of semigroups
generated by idempotents.

У цiй статтi вивчається одна властивiсть матричних зображень для природного класу скiн-
ченних напiвгруп, породжених iдемпотентами.

Нехай I — скiнченна множина, яка не мiстить елемента 0, i J — пiдмножина в
I×I без дiагональних елементiв (тобто без елементiв вигляду (i, i)). Позначимо
через S(I, J) напiвгрупу з твiрними елементами ei, де i ∈ I ∪ 0, i наступними
визначальними спiввiдношеннями:

1) e0 = 0 (e0ei = eie0 = 0 для i ∈ I ∪ 0);
2) e2i = ei для довiльного i ∈ I;
3) eiej = 0 для довiльної пари (i, j) ∈ J .

Напiвгрупа такого типу називається напiвгрупою, породженою iдемпотентами
з частковим нульовим множенням. Множину всiх таких напiвгруп позначимо
через I.

Матричнi зображення напiвгруп S(I, J) дослiджувалися в рядi робiт (див.,
зокрема, [1], [2] i [3]). У цiй роботi продовжується вивчення зображень таких
напiвгруп.

1. Формулювання основного результату. У цiй статтi ми розглядаємо
скiнченновимiрнi матричнi зображення напiвгруп S ∈ I над довiльним полем k.

Матричне зображення розмiрностi n напiвгрупи S = S(I, J) ∈ I над полем
k — це (згiдно загального означення матричного зображення напiвгрупи) набiр
матриць розмiру n × n M = {M(ei) | i ∈ I ∪ 0} з елементами iз k, такий, що
виконуються наступнi умови:

1) M(e0) = 0;
2) [M(ei)]

2 =M(ei) для довiльного i ∈ I;
3) M(ei)M(ej) = 0 для довiльної пари (i, j) ∈ J .

Говорячи про матричне зображення M напiвгрупи S(I, J), ми будемо вказувати
лише матрицi M(ei) для i ̸= 0.

Еквiвалентнiсть матричних зображень M = {M(ei) | i ∈ I} i N = {N(ei) |
i ∈ I} напiвгрупи S(I, J) означає iснування оборотної матрицi C, такої, що
M(ei) = C−1N(ei)C для всiх i ∈ I.

Кожнiй напiвгрупi S = S(I, J) ∈ I (або, що те ж саме, парi (I, J)) поставимо
у вiдповiднiсть такий орiєнтований граф Λ = (Λ0,Λ1) з множиною вершин Λ0 i
множиною стрiлок Λ1: Λ0 = E(I) = {ei | i ∈ I}, а Λ1 складається зi стрiлок ei →
ej, де (i, j) пробiгає множину J . Позначимо цей граф через Λ = Λ(I, J) = Λ(S).

Проте далi важливiшу роль буде грати орiєнтований граф Λ = Λ(I, J) =
Λ(S) з множиною вершин Λ0 та множиною стрiлок Λ1, який визначається в
такий спосiб: Λ0 = Λ0, а ei → ej належить Λ1 тодi i лише тодi, коли ei → ej
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не належить Λ1 i при цьому i ̸= j. Iншими словами, орiєнтований граф Λ є
доповненням графа Λ до повного орiєнтованого графа без петель (тобто такого
орiєнтованого графа, який не має стрiлок вигляду a → a i має в точностi одну
стрiлку a→ b для довiльних вершин a i b ̸= a).

Очевидно, що напiвгрупа S ∈ I однозначно вiдтворюється по кожному iз
вказаних орiєнтованих графiв.

У статтi [1] було доведено, що напiвгрупа S = S(I, J) скiнченна тодi i лише
тодi, коли граф Λ(S) ациклiчний (тобто не мiстить орiєнтованих циклiв).

Матрицю A ∈Matn×n(k) назвемо майже невиродженою, якщо x2 не дiлить
її мiнiмальний многочлен mA(x).

Лема 1. Квадратна матриця P є майже невиродженою тодi i лише тодi,
коли вона подiбна прямiй сумi невиродженої матрицi A i нульової матрицi B
(матриця A або B може бути нульової розмiрностi).

Доведення. Доведемо спочатку достатнiсть. Нехай iснує оборотна матриця

X =

(
X11 X12

X21 X22

)
,

така, що виконується матрична рiвнiсть

P = X−1QX =

(
X11 X12

X21 X22

)−1(
A 0
0 B

)(
X11 X12

X21 X22

)
,

де A — невироджена матриця, а B = 0 (розбиття матрицi X узгоджене з роз-
биттям матрицi Q). Доведемо, що матриця P майже невироджена.

Як вiдомо (будемо користуватися елементарними фактами iз лiнiйної ал-
гебри без додаткових посилань), для невиродженої матрицi A розмiрностi d ≥
1 виконується mA(0) ̸= 0 (тобто, якщо mA(x) = α0 + α1x + . . . + αs−1x

s−1 +
xs, то вiльний член α0 не дорiвнює нулю). Мiнiмальним многочленом нульової
матрицi B є mB(x) = x. Оскiльки подiбнi матрицi мають однаковi мiнiмальнi
многочлени, а мiнiмальний многочлен прямої суми матриць дорiвнює наймен-
шому спiльному кратному їх мiнiмальних многочленiв (зокрема, у нашому ви-
падку mA(x) та mB(x) не мають спiльних лiнiйних множникiв), то

mP (x) = mQ(x) = mA(x)mB(x) = (α0 + α1x+ . . .+ αs−1x
s−1 + xs)x =

= α0x+ α1x
2 + . . .+ αs−1x

s + xs+1.

Звiдси (за нерiвнiстю α0 ̸= 0) випливає, що x2 не дiлить mP (x). Отже, згiдно
означення матриця P є майже невиродженою.

Тепер доведемо необхiднiсть твердження цiєї леми. Нехай матриця P ∈
Matn×n(k) майже невироджена. Вiдомо, що довiльна матриця подiбна прямiй
сумi невиродженої та нiльпотентної матриць, тодi iснує така невироджена мат-
риця

X =

(
X11 X12

X21 X22

)
,

що виконується матрична рiвнiсть

P = X−1QX =

(
X11 X12

X21 X22

)−1(
A 0
0 B

)(
X11 X12

X21 X22

)
,
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де A — невироджена, а B — нiльпотентна матриця. Доведемо, що B = 0.
Як вже згадувалось вище, мiнiмальний многочлен невиродженої матрицi

A має вигляд mA(x) = α0 + α1x + . . . + αs−1x
s−1 + xs, де α0 ̸= 0. Iз теореми

про канонiчну форму Жордана випливає, що нiльпотентна матриця B подiбна
прямiй сумi клiтин Жордана з єдиним власним значенням 0. Тому мiнiмальний
многочлен дляB має виглядmB(x) = xp, де p (1 ≤ p ≤ n) дорiвнює найбiльшому
розмiру клiтини Жордана з власним числом 0.

Таким чином, для матрицi P мiнiмальним многочленом є

mP (x) = mQ(x) = mA(x)mB(x) = (α0 + α1x+ . . .+ αs−1x
s−1 + xs)xp =

= α0x
p + α1x

p+1 + . . .+ αs−1x
p+s−1 + xp+s.

А оскiльки P майже невироджена (тобто x2 - mP (x)), то отримаємо, що p < 2
(а саме, p = 1). Отже, mB(x) = x, звiдки випливає, що B = 0.

Лема 1 доведена.
Iз установленої у роботах [2] i [3] нормальної форми матричних зображень

скiнченних напiвгруп S(I, J) ∈ I випливає таке твердження.

Теорема 1. Якщо S = S(I, J) — скiнченна напiвгрупа iз I i M = {M(ei) |
i ∈ I} — її довiльне фiксоване матричне зображення над полем k, то матриця
P =

∑
i∈I M(ei) є майже невиродженою.

У цiй статтi ми доведемо цей факт безпосередньо.
2. Доведення теореми. Доведення теореми 1 будемо проводити за iндук-

цiєю по n, де n = |I|.
База iндукцiї. Нехай n = 1, тодi iснує лише одна напiвгрупа S = S(I, J) iз

I, i вона має вигляд S = ⟨0, e1 | e21 = e1⟩. Її орiєнтований граф Λ(S) складається
лише з однiєї вершини e1 i не має стрiлок. Довiльне матричне зображення M
напiвгрупи S(I, J) складається з однiєї матрицi M = {M(e1)}, при цьому ви-
конується спiввiдношення [M(e1)]

2 = M(e1). Iз теореми про канонiчну форму
Жордана безпосередньо випливає, що матриця M(e1) подiбна матрицi

A0 =

(
E 0
0 0

)
, (1)

де E — одинична матриця. Тобто iснує оборотна матриця

X =

(
X11 X12

X21 X22

)
,

така, що виконується матрична рiвнiсть

M(e1) = X−1A0X =

(
X11 X12

X21 X22

)−1(
E 0
0 0

)(
X11 X12

X21 X22

)
.

Таким чином, матриця P = M(e1) подiбна прямiй сумi невиродженої (оди-
ничної) та нульової матриць, а, отже, за лемою 1 P є майже невиродженою, що
й доводить базу iндукцiї.

Припущення iндукцiї. Нехай n — довiльне натуральне число. Припустимо,
що для будь-якої скiнченної напiвгрупи S(I, J), яка породжена iдемпотентами
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e0, e1, . . . , en i має (ациклiчний) граф Λ(S) (iз n вершин), виконується твердже-
ння теореми.

Крок iндукцiї. Доведемо, що теорема виконується для |I| = n + 1. Нехай
S = S(I, J) ∈ I — довiльна скiнченна напiвгрупа, породжена iдемпотентами
e0, e1, . . . , en+1, з (ациклiчним) орiєнтованим графом Λ(S). Покажемо, що для
довiльного фiксованого зображення M = {M(ei) | i = 1, . . . , n + 1} напiвгрупи

S(I, J) над полем k матриця P =
n+1∑
i=1

M(ei) є майже невиродженою.

За означенням матричного зображення напiвгрупи S(I, J) iз I маємо такi
спiввiдношення: [M(ei)]

2 =M(ei) для всiх i = 1, . . . , n+ 1 i M(ei)M(ej) = 0 для

всiх пар (i, j) ∈ J . Покладемо A1 =M(e1), . . . , An+1 =M(en+1), тодi P =
n+1∑
i=1

Ai.

Спочатку знаходимо в графi Λ(S) таку вершину, з якої не виходить жодної
стрiлки (у силу ациклiчностi графа Λ(S) хоча б одна така вершина завжди
iснує). Нехай вершина el (1 ≤ l ≤ n+ 1) задовольняє цю умову.

Далi розглянемо пiднапiвгрупу S ′ напiвгрупи S, яка породжена твiрними
e′0, e

′
1, . . . , e

′
n, де e′0 = e0, e

′
1 = e1, . . . , e

′
l−1 = el−1, e

′
l = el+1, . . . , e

′
n = en+1.

Очевидно, що граф Λ(S ′) спiвпадає з графом Λ(S) \ el, а набiр матриць T =
{T (e′1), . . . , T (e′n)}, де T (e′1) = A1, . . . , T (e

′
l−1) = Al−1, T (e

′
l) = Al+1, . . . , T (e

′
n) =

An+1, є матричним зображенням напiвгрупи S ′.
За припущенням iндукцiї для матричного зображення T напiвгрупи S ′ мат-

риця P ′ =
n∑

i=1

T (e′i) = A1 + . . . + Al−1 + Al+1 + . . . + An+1 = P − Al є майже

невиродженою. Тодi з леми 1 випливає, що iснує оборотна матриця

X =

(
X1 X2

X3 X4

)
,

така, що виконується матрична рiвнiсть

P ′ =

(
X1 X2

X3 X4

)−1(
P0 0
0 0

)(
X1 X2

X3 X4

)
, (2)

де P0 — невироджена матриця. При цьому матриця Al набуде такого вигляду:

Al =

(
X1 X2

X3 X4

)−1(
B1 B2

B3 B4

)(
X1 X2

X3 X4

)
. (3)

Оскiльки в графi Λ(S) з вершини el не виходить жодної стрiлки (в силу
вибору цiєї вершини), то AlAj = 0 для всiх j ∈ I \ l. Зокрема, виконується
спiввiдношення Al

(∑
j∈I\lAj

)
= 0 (або, що те ж саме, AlP

′ = 0). Звiдси, вра-
ховуючи рiвностi (2) i (3), випливає:(

X1 X2

X3 X4

)−1(
B1 B2

B3 B4

)(
P0 0
0 0

)(
X1 X2

X3 X4

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Домноживши цю рiвнiсть злiва на X i справа на X−1, отримаємо (пiсля пере-
множення матриць) рiвнiсть(

B1P0 0
B3P0 0

)
=

(
0 0
0 0

)
,
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з якої (оскiльки матриця P0 невироджена) випливає, що B1 = B3 = 0. Таким
чином, матриця Al iз (3) тепер має вигляд:

Al =

(
X1 X2

X3 X4

)−1(
0 B2

0 B4

)(
X1 X2

X3 X4

)
. (4)

Легко переконатися, що з рiвностi A2
l = Al випливає B2

4 = B4; а (як було
зазначено вище) iдемпотентна матриця подiбна матрицi A0 (див. (1)). Отже,
iснує оборотна матриця

Y =

(
Y1 Y2
Y3 Y4

)
,

така, що виконується матрична рiвнiсть

B4 = Y −1A0Y =

(
Y1 Y2
Y3 Y4

)−1(
E 0
0 0

)(
Y1 Y2
Y3 Y4

)
. (5)

Розглянемо далi таку матрицю:

Z =

(
E 0
0 Y

)
=

 E 0 0
0 Y1 Y2
0 Y3 Y4

 .

Вона невироджена, оскiльки невиродженою є матриця Y . Тодi, враховуючи рiв-
нiсть (5), отримаємо (як рiвнiсть блокових матриць) наступне:

Z

(
0 B2

0 B4

)
Z−1 =

(
E 0
0 Y

)(
0 B2

0 B4

)(
E 0
0 Y −1

)
=

=

(
0 B2Y

−1

0 Y B4Y
−1

)
=

(
0 B2Y

−1

0 A0

)
,

звiдки (враховуючи вигляд мариць A0 i Z та замiнивши B2Y
−1 на C) випливає(

0 B2

0 B4

)
= Z−1

(
0 C
0 A0

)
Z =

=

 E 0 0
0 Y1 Y2
0 Y3 Y4

−1 0 C1 C2

0 E 0
0 0 0

 E 0 0
0 Y1 Y2
0 Y3 Y4

 . (6)

До того ж

Z

(
P0 0
0 0

)
Z−1 =

(
E 0
0 Y

)(
P0 0
0 0

)(
E 0
0 Y −1

)
=

(
P0 0
0 0

)
,

звiдки випливає

(
P0 0
0 0

)
=

 E 0 0
0 Y1 Y2
0 Y3 Y4

−1 P0 0 0
0 0 0
0 0 0

 E 0 0
0 Y1 Y2
0 Y3 Y4

 . (7)
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Пiдставивши рiвнiсть (6) в (4), одержимо наступний вигляд для матрицi Al:

Al = X−1Z−1

 0 C1 C2

0 E 0
0 0 0

ZX = (ZX)−1

 0 C1 C2

0 E 0
0 0 0

ZX; (8)

а пiсля пiдстановки рiвностi (7) в (2), матриця P ′ набуде такого вигляду:

P ′ = X−1Z−1

 P0 0 0
0 0 0
0 0 0

ZX = (ZX)−1

 P0 0 0
0 0 0
0 0 0

ZX, (9)

де матриця X вже буде мати наступний вигляд:

X =

(
X1 X2

X3 X4

)
=

 X1 X11
2 X12

2

X11
3 X11

4 X12
4

X21
3 X21

4 X22
4

 .

Зi спiввiдношення A2
l = Al маємо C2 = 0. Отже, враховуючи (8) i (9), (якщо

попередньо покласти V = ZX) матрицi Al i P ′ остаточно будуть мати вигляд

Al = V −1

 0 C1 0
0 E 0
0 0 0

V, P ′ = V −1

 P0 0 0
0 0 0
0 0 0

V, (10)

де матриця V невироджена, оскiльки такими є X i Z.
Оскiльки матриця P ′ дорiвнює P − Al (див. вище), то з (10) випливає, що

P = P ′ + Al = V −1

 P0 C1 0
0 E 0
0 0 0

V.

Таким чином, матриця P =
n+1∑
i=1

M(ei) подiбна прямiй сумi невиродженої

матрицi (
P0 C1

0 E

)
та нульової матрицi, а, отже, за лемою 1 P є майже невиродженою, що й дово-
дить крок iндукцiї.

Отже, згiдно з методом математичної iндукцiї теорема 1 доведена.
Автор висловлює щиру подяку професору В. М. Бондаренку за увагу до

роботи та цiннi поради.
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