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ЗАДАЧI ЛЕКСИКОГРАФIЧНО-ПАРЕТIВСЬКОЇ ОПТИМIЗАЦIЇ
З АЛЬТЕРНАТИВНИМИ КРИТЕРIЯМИ

The method of finding of attainable optimum solutions of linear problem of lexicographic-pareto
multicriteria optimization with alternative criteria by reduce it to the problem of onecriterion
optimization with a scalar objective function is considered.

Розглядається метод знаходження досяжних оптимальних розв’язкiв лiнiйної задачi лексико-
графiчно-паретiвської багатокритерiальної оптимiзацiї з альтернативними критерiями шля-
хом зведення її до однокритерiальної задачi з скалярною цiльовою функцiєю.

Вступ Прикладнi задачi лексикографiчно-паретiвської оптимiзацiї з аль-
тернативними критерiями виникають у рiзних сферах людської дiяльностi, в
яких рiшення приймається на основi багатьох критерiїв, що розбито на групи.
В межах кожної iз груп критерiї вважаються рiвноважливими, а групи упоряд-
ковано за важливiстю у субординацiї строгого ранжирування.

Для розв’язання задачi лексикографiчно-паретiвської оптимiзацiї в [1] за-
пропоновано пiдхiд, що ґрунтується на зведеннi її до задачi лексикографiчної
оптимiзацiї. У [2] запропоновано метод розв’язання лексикографiчно-паретiвсь-
кої задачi шляхом зведення її до однокритерiальної задачi лiнiйного програму-
вання з використанням вiдповiдної лiнiйної згортки критерiїв. У данiй статтi ре-
зультати отриманi у [2] застосовуються для розв’язання задач лексикографiчно-
паретiвської оптимiзацiї з альтернативними критерiями та задач лексикографiч-
но-паретiвської оптимiзацiї з альтернативними групами критерiїв.

1. Задача лексикографiчно-паретiвської оптимiзацiї з альтернатив-
ними критерiями. Розглянемо лiнiйну задачу лексикографiчно-паретiвської
максимiзацiї ( [1])

maxLP c (x) , x ∈ X, (1)

де c(x) = (c1(x), c2(x), ..., cq(x)) – векторна згортка критерiїв ck(x), k=1, 2, ..., q у
субординацiї строгого ранжирування Rg (1, 2, ..., q), а кожен з критерiїв ck (x) =
(ck1 (x) , ck2 (x) , ..., ckqk (x)) , k ∈ {1, 2, ..., q}, в свою чергу, є векторною згорткою
критерiїв cki, i = 1, 2, ..., qk у субординацiї рiвної важливостi Rv. Множина допу-
стимих розв’язкiв X задається системою лiнiйних нерiвностей

n∑
j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, 2, ...,m,

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n.

Будемо вважати, що cki (x) ≥ 0, x ∈ X, k = 1, 2, ..., q, i = 1, 2, ..., qk.
Якщо розв’язок лiнiйної багатокритерiальної задачi оптимiзацiї може бути

отриманий як розв’язок вiдповiдної задачi лiнiйного програмування, з цiльовою
функцiєю, яка є лiнiйною згорткою критерiїв цiєї багатокритерiальної задачi
оптимiзацiї, то вважають, що даний розв’язок є досяжним за зваженою сумою
рiзноважливих критерiїв.
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Нехай

fk (x) =

qk∑
i=1

ᾱkicki (x),

де ᾱki > 0, i = 1, 2, ..., qk, k = 1, 2, ..., q,
qk∑
i=1

ᾱki = 1, k = 1, 2, ..., q.

У [1] показано, що задача (1) може бути зведена до задачi

maxLf (x) , x ∈ X, (2)

де f (x) = (f1 (x) , f2 (x) , ..., fq (x)). Вибравши додатнi коефiцiєнти β̄1, β̄2, ..., β̄q
згiдно [2–6], задачу (2) можна звести до задачi лiнiйного програмування

max B̄ (x) =

q∑
k=1

β̄kfk (x), x ∈ X. (3)

На основi задач (1)-(3) розглянемо задачу, в якiй оптимальний розв’язок
необхiдно знайти враховуючи тiльки один критерiй якнайвищого рангу з групи
критерiїв якнайвищого рангу, для якого виконується умова

cki (x) ≥ mki, mki ∈ R, k ∈ {1, 2, ..., q} , i ∈ {1, 2, ..., qk} .
Такий критерiй назвемо допустимим, а дану задачу назвемо задачею лексико-

графiчно-паретiвської оптимiзацiї з альтернативними критерiями.
Розглянемо задачу знаходження максимуму функцiоналу

B (x) =

q∑
k=1

β̄k

qk∑
i=1

αkicki (x) (4)

на допустимiй множинi, що задається обмеженнями

n∑
j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, 2, ...,m, (5)

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n, (6)

cki (x) ≥ mkiyki, k = 1, 2, ..., q, i = 1, 2, ..., qk, (7)

αki = ᾱkiyki, k = 1, 2, ..., q, i = 1, 2, ..., qk, (8)

q∑
k=1

qk∑
i=1

yki = 1, (9)

yki ∈ {0, 1} , k = 1, 2, ..., q, i = 1, 2, ..., qk. (10)

Нехай
(
⌢
x,

⌢
y
)

є оптимальним розв’язком задачi (4)-(10).
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Теорема 1. Вектор ⌢
x є розв’язком задачi лексикографiчно-паретiвської

оптимiзацiї з альтернативими критерiями, в якiй вибiр знiйснюється на
основi допустимого критерiю якнайвищого рангу.

Доведення теореми легко отримати, враховуючи вибiр коефiцiєнтiв β̄k, k =
1, 2, ..., q та коефiцiєнтiв ᾱki, k = 1, 2, ..., q, i = 1, 2, ..., qk.

Очевидно, якщо оптимальний розв’язок необхiдно знайти в залежностi вiд
вибору d, d ≥ 1 допустимих критерiїв, то обмеження (9) необхiдно замiнити
обмеженням

q∑
k=1

qk∑
i=1

yki = d.

2. Задача лексикографiчно-паретiвської оптимiзацiї з альтернатив-
ними групами критерiїв. На основi задач (1)-(3) побудуємо задачу, у якiй
оптимальний розв’язок необхiдно знайти враховуючи тiльки одну групу кри-
терiїв якнайвищого рангу, тобто тiльки один векторний критерiй ck (x) , k ∈
{1, 2, ..., q}, який є векторною згорткою критерiїв cki, i = 1, 2, ..., qk у субордина-
цiї рiвної важливостi Rv i

cki (x) ≥ mki, i = 1, 2, ..., qk. (11)

Такий векторний критерiй будемо вважати допустимим, а саму задачу назве-
мо задачею лексикографiчно-паретiвської оптимiзацiї з альтернативними гру-
пами критерiїв.

Розглянемо задачу знаходження максимуму функцiоналу

B (x) =

q∑
k=1

βk

qk∑
i=1

ᾱkicki (x) (12)

на допустимiй множинi, що задається обмеженнями

n∑
j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, 2, ...,m, (13)

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n, (14)

cki (x) ≥ mkiyk, k = 1, 2, ..., q, i = 1, 2, ..., qk, (15)

βk = β̄kyk, k = 1, 2, ..., q, (16)

q∑
k=1

yk = 1, (17)

yk ∈ {0, 1} , k = 1, 2, ..., q. (18)

Нехай
(

⌢
x
′
,
⌢
y
′
)
∈ Rn+q є оптимальним розв’язком задачi (12)-(18).
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Теорема 2. Вектор ⌢
x
′ є розв’язком задачi лексикографiчно-паретiвської

оптимiзацiї з альтернативними групами критерiїв, у якiй вибiр здiйснює-
ться на основi допустимого векторного критерiю якнайвищого рангу.

Доведення теореми легко отримати, враховуючи вибiр коефiцiєнтiв β̄k, k =
1, 2, ..., q та коефiцiєнтiв ᾱki, k = 1, 2, ..., q, i = 1, 2, ..., qk.

Якщо необхiдно знайти оптимальний розв’язок, враховуючи d, d ≥ 1 ве-
кторних критерiїв якнайвищого рангу, то обмеження (17) необхiдно замiнити
обмеженням

q∑
k=1

yk = d.
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