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ВЛАСТИВОСТI КЛАСУ ДВОПОРОГОВИХ БУЛЬОВИХ
ФУНКЦIЙ ТА ОЦIНКИ ЧИСЛА ЙОГО ЕЛЕМЕНТIВ

In this paper we study the properties of bithreshold neurons. The necessary and sufficient condition
of the realizability of Boolean functions on bithreshold neurons are given in the paper. Finally, we
estimate lower and upper bounds for the number of bithreshold function of the algebra of logic.

В роботi розглядаються питання пов’язанi з двопороговими нейронними елементами. Наво-
дяться критерiї реалiзовностi бульових функцiй на одному двопороговому елементi. Встанов-
люються оцiнки числа порогових та двопорогових функцiй алгебри логiки.

Вступ
Нейроннi елементи (НЕ) та нейромережi, побудованi з них знаходять засто-
сування при розв’язуваннi широкого кола практичних задач [1]. У зв’язку з
обмеженими можливостями класичних порогових елементiв iнтенсивно вивча-
лися їх рiзноманiтнi узагальнення [2]. Двопороговi нейроннi елементи (ДНЕ) з
дiйсними вагами та порогами (bithreshold neuron) розглядалися у [3-6]. Їх вико-
ристання виправдане з огляду на те, що апаратна чи програмна реалiзацiя ДНЕ
є майже такою ж ефективною, як вiдповiдна реалiзацiя звичайних НЕ, а клас
класичних порогових бульових функцiй вже при n ≥ 2 є власною пiдмножиною
множини функцiй, реалiзовних на ДНЕ. У зв’язку з цим значний iнтерес ви-
кликає вiдшукання необхiдних та достатнiх умов, виконання яких забезпечує
реалiзовнiсть бульових функцiй (БФ) на ДНЕ. Також актуальною є проблема
встановлення оцiнок потужностi класу двопорогових бульових функцiй. Робота
складається з двох частин. У першiй частинi на мовi матриць толерантностi на-
веденi необхiднi i достатнi умови реалiзовностi бульових функцiй одним ДНЕ.
Друга частина мiстить оцiнки числа порогових та двопорогових бульових функ-
цiй i може розглядатися як продовження роботи [7].

1. Реалiзацiя бульових функцiй на двопорогових нейронних еле-
ментах. Нехай Z2 = {0, 1}, Zn

2 — n-а декартова степiнь множини Z2 i f(x1, . . . , xn)
— бульова функцiя вiд n змiнних, тобто f : Zn

2 → Z2. Двопороговим нейронним
елементом з мiткою α (ДНЕα; α ∈ {0, 1}) називається такий логiчний пристрiй
з n входами, стан якого описується вектором x = (x1, . . . , xn) ∈ Zn

2 i виходом
f(x), який приймає значення 0 або 1:

f(x) =

{
α, якщо x ·wT > p1 або x ·wT < p2,
α, якщо p2 < x ·wT < p1,

(1)

де α — iнвертоване значення α, w = (ω1, . . . , ωn) — дiйсний n-вимiрний вектор,
який називається ваговим; p1, p2 (p1 > p2) — дiйснi числа (пороги), [w; p1; p2] —
вектор структури двопорогового нейронного елемента з мiткою α, · — операцiя
множення матриць.

Бульова функцiя f : Zn
2 → Z2 реалiзується одним двопороговим нейрон-

ним елементом з мiткою α, якщо iснує такий n-вимiрний дiйсний вектор w =
(ω1, . . . , ωn) i такi дiйснi числа p1, p2, що виконується умова (1).
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Приклад. Бульова функцiя f1(x1, x2) = x1 x2 ∨ x1x2 реалiзується на двопо-
роговому нейронному елементi ДНЕ1 з вектором структури [w = (−1,−1);−0,5;
−1,5], а f2(x1, x2) = x1x2∨x1x2 — на двопороговому нейронному елементi ДНЕ0

з тим самим вектором структури. Потрiбно зауважити, що нi функцiя f1(x1, x2),
нi функцiя f2(x1, x2) не реалiзуються на одному НЕ з пороговою функцiєю акти-
вацiї.

Якщо бульова функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується на одному ДНЕ з мiткою 0
або 1, то будемо говорити, що вона реалiзується одним двопороговим нейронним
елементом.

Нехай Ωn — множина всiх n-вимiрних дiйсних векторiв w, таких, що для
будь-яких рiзних x1,x2 ∈ Zn

2 числа x1 ·wT i x2 ·wT рiзнi. Легко бачити, що коли
бульова функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується одним ДНЕα з вектором структури
[w; p1; p2], де w ̸∈ Ωn, то iснує ДНЕα з вектором структури [w′; p1; p2], який
реалiзує цю ж саму функцiю i w′ ∈ Ωn. Далi будемо розглядати тiльки такi
ДНЕα (α∈{0, 1}), для яких ваговий вектор w∈Ωn.

Нехай w — фiксований вектор з Ωn. Позначимо через Qα(w) клас бульових
функцiй, що реалiзуються одним ДНЕα з ваговим вектором w, а через ρ(w) —
таку упорядковану множину бульових векторiв (x1,x2, . . . ,x2n), що xi · wT >
xi+1 · wT . Вектори w1,w2 ∈ Ωn називаються еквiвалентними, якщо ρ(w1) =
ρ(w2).

Теорема 1. Якщо вектори w1,w2∈Ωn еквiвалентнi, тодi Qα(w1)=Qα(w2).

Доведення. Нехай f (x1, . . . , xn) ∈ Qα(w1). Тодi iснують такi числа p1 i p2,
що x ∈ f−1(α) ⇐⇒ p2 < x·wT

1 < p1. З еквiвалентностi векторiв w1,w2 випливає:
якщо max{x ·wT

1 |x ∈ f−1(α)}=xmax ·wT
1 , то xmax ·wT

2 =max{x ·wT
2 |x ∈ f−1(α)},

якщо min
{
x ·wT

1 |x ∈ f−1(α)
}
= xmin·wT

1 , то xmin·wT
2 = min

{
x ·wT

2 |x ∈ f−1(α)
}
.

Отже, лiнiйнi функцiї w1(x) = x ·wT
1 , w2(x) = x ·wT

2 , приймають найбiльше та
найменше значення на множинi f−1(α) вiдповiдно в точках xmax i xmin. Тодi в
силу того, що w2 ∈ Ωn, завжди можна вказати таке додатне число ε, що ДНЕα

iз вектором структури [w2, v1, v2], де v1 = xmax · wT
2 + ε i v2 = xmin · wT

2 − ε,
реалiзує функцiю f . Це означає, що f ∈ Qα(w2) i Qα(w1) ⊂ Qα(w2).

Аналогiчно можна показати, що Qα(w2) ⊂ Qα(w1). Отже, ρ(w1) = ρ(w2) =⇒
Qα(w1) = Qα(w2).

Якщо через Ωi
n (i = 1, 2, . . . t) позначити класи еквiвалентностi Ωn вiдно-

шення ρ, тобто w,v ∈ Ωi
n ⇐⇒ ρ(w) = ρ(v), тодi з теореми 1 безпосередньо

випливає:

Теорема 2. Якщо wi — представник класу Ωi
n, тодi множина всiх бульо-

вих функцiй вiд n змiнних, якi реалiзуються одним двопороговим нейронним

елементом спiвпадає з
∪

α∈{0,1}

t∪
i=1

Qα(w
i).

Нехай L=(aij) — матриця толерантностi i M=
∪

N∈Mτ

S(N) [8] (i=1, . . . , 2n−1;

j = 1, 2, . . . , n). Введемо позначення: L(r, q) = (aij) (i = r, r + 1, . . . , q; j = 1,
2, . . . , n), де r ≤ q. Якщо r > q, то вважаємо, що матриця L(r, q) не мiстить
жодного рядка.

Визначимо операцiю � над матрицями L1, L2 ∈ M i L(r1, q1), L(r2, q2)
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(L ∈M) так:

L1�L2 =

(
L1

L2

)
, L(r1, q1)�L(r2, q2) =

(
L(r1, q1)

L(r2, q2)

)
,

якщо r1 ≤ q1, r2 ≤ q2 i L(r1, q1)�L(r2, q2) = L(r2, q2), якщо r1 > q1, L(r1, q1)�
L(r2, q2) = L(r1, q1), якщо r2 > q2. Згiдно з теоремою 2 i властивостi матрицi
Zw [8] можна стверджувати, що знаходження множини всiх бульових функцiй
вiд n змiнних, що реалiзуються одним двопороговим нейронним елементом, рiв-
носильне задачi побудови множини матриць толерантностi En =

∪
w∈Ωn

Lw. Вiд-

ображення ∆ : Ωi
n → Lwi (i = 1, 2, . . . , t), де wi — представник класу Ωi

n, задає
бiєктивне вiдображення Ω̃n = {Ωi

n | i = 1, 2, . . . , t} на En, тобто ∆(Ω̃n) = En.
Нехай φ(r1,r2)

L (x1, . . . , xn)α — бульова функцiя вiд n змiнних, що приймає зна-
чення α (α ∈ {0, 1}) на тих i тiльки тих наборах, якi вiдповiдно є рядками
матрицi L̂(r1, r2) (L̂ = L�L∗), L ∈ En, r1 ≤ r2, r1, r2 ∈ {1, 2, . . . , 2n}.

Визначимо множину бульових функцiй π(2)(φα) наступним чином:

π(2)(φα) =
∪

L∈En

2n∪
r1=1

2n∪
r2=r1

φ
(r1,r2)
L (x1, . . . , xn)α.

Якщо через π
(2)
n позначити множину всiх бульових функцiй вiд n змiнних,

що реалiзуються одним двопороговим нейронним елементом, тодi на основi
∆(Ω̃n) = En i теореми 2 маємо:

π(2)
n =

∪
α∈{0,1}

π(2)(φα). (2)

Нехай K(f) — ядро [8] бульової функцiї f (x1, . . . , xn) i q = |K(f)|.
Теорема 3. Бульова функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується одним двопорого-

вим нейронним елементом тодi i тiльки тодi, коли iснує такий елемент
ξ ∈ Sq i така матриця толерантностi L ∈ En, що її ядро K(f) задовольняє
одну з умов:
1) iснують такi числа q1 ∈ {0, 1, 2, . . . , 2n−1}, q2 ∈ {1, 2, . . . , 2n−1+1}, що Kξ(f) =
L(1, q1)�L∗(q2, 2

n−1),
2) iснують такi числа r1, r2 ∈ {1, 2, . . . , 2n} (r1 ≤ r2), що Kξ(f) = L̂(r1, r2).

Доведення. Дано, що бульова функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується одним
двопороговим нейронним елементом iз ваговим вектором w ∈ Ωn. Якщо K(f) =
f−1(α) (α ∈ {0, 1}) i L = Lw, тодi, згiдно (2), можливi наступнi два випадки:
1) ядро K(f) бульової функцiї f (x1, . . . , xn) мiстить тi рядки матрицi L̂ =
= L�L∗, якi не є рядками матрицi L̂(r1, r2), де r1, r2 ∈ {1, 2, . . . , 2n} i r2 − r1 ≥
2n−1;
2) ядро K(f) бульової функцiї f (x1, . . . , xn) мiстить усi рядки матрицi L̂(r1, r2),
де r1, r2 ∈ {1, 2, . . . , 2n} i r2 − r1 ≤ 2n−1 − 1.

У першому випадку f ∈ π
(2)
n (φα) i, очевидно, iснує такий елемент ξ ∈ Sq, що

Kξ(f) = L(1, q1)�L∗(q2, 2
n−1).

У другому випадку маємо: Kξ(f) = L̂(r1, r2) i необхiднiсть доведено.

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2011, вип. 22 , N 2



ВЛАСТИВОСТI КЛАСУ ДВОПОРОГОВИХ БУЛЬОВИХ ФУНКЦIЙ ТА . . . 41

Дано, що K(f) = f−1(α) i Kξ(f) = L(1, q1)�L∗(q2, 2
n−1), де L ∈ En, q1 ∈

{0, 1, 2, . . . , 2n−1}, q2 ∈ {1, 2, . . . , 2n−1+1}. Тодi f ∈ π
(2)
n (φα) ⊂ π

(2)
n . Якщо Kξ(f) =

L̂(r1, r2), де L ∈ En, тодi f ∈ π
(2)
n (φα) ⊂ π

(2)
n . Теорему доведено.

Нехай f (x1, . . . , xn) — бульова функцiя i K(f) — її ядро. Зведеним ядром
бульової функцiї f (x1, . . . , xn) називається множина K(f)i = giK(f), де gi =
((−1)γi1 , . . . , (−1)γin) i (γi1, . . . , γin) ∈ K(f). Якщо (γi1, . . . , γin) ∈ Zn

2 \ K(f) i
gi = ((−1)γi1 , . . . , (−1)γin), то множина K(f)′i = giK(f) називається зовнiшнiм
зведеним ядром бульової функцiї f (x1, . . . , xn). Множину зведених ядер бульо-
вої функцiї позначимо через T (f), а множину всiх зовнiшнiх зведених ядер
через T (f)′.

Теорема 4. Бульова функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується одним двопорого-
вим нейронним елементом тодi i тiльки тодi, коли хоча б для одного зведе-
ного ядра K(f)i ∈ T (f) або зовнiшнього зведеного ядра K(f)′j ∈ T (f)′ можна
вказати такi елементи σ ∈ Sn, ξ ∈ Sq (q = |K(f)|), матрицю толерант-
ностi L ∈ E−

n i такi числа q1 ∈ {0, 1, 2, . . . , 2n−1}, q2 ∈ {1, 2, . . . , 2n−1 + 1},
r1, r2 ∈ {1, 2, . . . , 2n} (r1 ≤ r2), що має мiсце одна з умов:
1) Kσ

ξ (f)i = L(1, q1)�L∗(q2, 2
n−1);

2) Kσ
ξ (f)

′
j = L̂(r1, r2).

Доведення. Якщо бульова функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується одним дво-
пороговим нейронним елементом i K(f) = f (−1)(α) (α ∈ {0, 1}), тодi вiдповiдно
до теореми 3 ядро K(f) функцiї f допускає одне iз зображень:

якщо f ∈ π(2)
n (φα), то Kξ(f) = H(1, q1)�H∗(q2, 2

n−1), (3)

якщо f ∈ π(2)
n (φα), то Kξ(f) = Ĥ(r1, r2), (4)

де ξ ∈ Sq, H ∈ En. З рiвностi E ′
n = En [8] випливає, що H = (gL)σ, де g ∈ Gn, σ ∈

Sn i L ∈ E−
n . Звiдси L = g−1Hσ−1 i, згiдно (3), (4), з урахуванням g−1 = g маємо:

gKσ−1

ξ (f) = L(1, q1)�L∗(q2, 2
n−1), (5)

або
gKσ−1

ξ (f) = L̂(r1, r2). (6)

Якщо має мiсце (5) або (6) при r1 = 1, тодi з того, що перший рядок будь-якої
матрицi толерантностi L ∈ E−

n складається з нулiв, випливає, що: ядро мiстить
такий набiр (γi1, . . . , γin), що gσ = gi (gi = ((−1)γi1 , . . . , (−1)γin)) i

gKσ−1

ξ (f) = (gσKξ(f))
σ−1

= (giKξ(f))
σ−1

= Kσ−1

ξ (f)i.

Отже, в даному випадку для функцiї f (x1, . . . , xn), що реалiзується одним дво-
пороговим нейронним елементом, можна вказати таке зведене ядро K(f)i ∈
T (f), що

Kσ−1

ξ (f)i = L(1, q1)�L∗(q2, 2
n−1).

Якщо має мiсце рiвнiсть (6), тодi в силу нерiвностi r1 > 1 i L ∈ E−
n маємо:

gσ = gj = ((−1)γj1 , . . . , (−1)γjn), де (γj1, . . . , γjn) ∈ Zn
2 \ K(f), gKσ−1

ξ (f) =

(gσKξ(f))
σ−1

= (gjKξ(f))
σ−1

= Kσ−1

ξ (f)′j ∈ T (f)′. Отже, зовнiшнє зведене ядро
K(f)′j задовольняє умову Kσ−1

ξ (f)′j = L̂(r1, r2).
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Нехай тепер виконується одна з умов:

Kσ
ξ (f)i = L(1, q1)�L∗(q2, 2

n−1), (7)

Kσ
ξ (f)

′
j = L̂(r1, r2), (8)

де σ ∈ Sn, ξ ∈ Sq i L ∈ E−
n .

Покажемо, що функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується одним двопороговим ней-
ронним елементом. Нехай L = Lw, де w ∈ Ω−

n . Тодi (Lw �L∗
w) ·wT = cTw i коор-

динати c1, c2, . . . , c2n вектора cTw задовольняють умову 0 > c1 > c2 > . . . > c2n .
Позначимо w1 = giw

σ i нехай
(
Lw1 �L∗

w1

)
·wT

1 = cTw1
, де cw1 =

(
c
(1)
1 , . . . , c

(1)
2n

)
i

c
(1)
1 > c

(1)
2 > . . . > c

(1)
2n .

Припустимо, що має мiсце рiвнiсть (7) i K(f) = f−1(α) (α ∈ {0, 1}). Тодi
q1, q2 задовольняють одну iз нижченаведених умов i функцiя f (x1, . . . , xn) реа-
лiзується одним двопороговим нейронним елементом з мiткою α i вiдповiдним
вектором структури:
1) якщо q1 ̸= 0 i q2 ̸= 2n−1 + 1, тодi за вектор структури двопорогового ней-
ронного елемента з мiткою α, що реалiзує функцiю f (x1, . . . , xn), можна ви-
брати вектор [w1; p1; p2], де p1 ∈

(
c
(1)
q1+1, c

(1)
q1

)
, а p2 ∈

(
c
(1)

2n−1+q2
, c

(1)

2n−1+q2−1

)
за

умови, що q1 ̸= 2n−1 або q2 ̸= 1. Якщо q1 = 2n−1, тодi p1 ∈
(
c
(1)
q1+1, c

(1)
q1

)
i

p2 ∈
(
c
(1)
2n − ε, c

(1)
2n

)
, де ε — довiльне додатне число. У випадку, коли q2 = 1,

маємо: p1 ∈
(
c
(1)
1 , c

(1)
1 + ε

)
, p2 ∈

(
c
(1)

2n−1+1, c
(1)

2n−1

)
, де ε > 0.

2) якщо q1 = 0 i q2 ̸= 2n−1 + 1, тодi [w1; p1; p2],
де p1 ∈

(
c
(1)
1 , c

(1)
1 + ε

)
, p2 ∈

(
c
(1)

2n−1+q2
, c

(1)

2n−1+q2−1

)
i ε > 0.

3) якщо q1 ̸= 0 i q2 = 2n−1 + 1, тодi [w1; p1; p2],
де p1 ∈

(
c
(1)
q1+1, c

(1)
q1

)
, p2 ∈

(
c
(1)
2n − ε, c

(1)
2n

)
, ε > 0.

4) якщо q1 = 0 i q2 = 2n−1 + 1, тодi [w1; p1; p2],
де p1 ∈

(
c
(1)
1 , c

(1)
1 + ε

)
, p2 ∈

(
c
(1)
2n − ε, c

(1)
2n

)
, ε > 0.

Нехай має мiсце рiвнiсть (8) при умовi, що r1 > 1 iK(f) = f (−1)(α). Тодi функцiя
f (x1, . . . , xn) реалiзується на одному ДНЕα з вектором структури [w1; p1; p2], де
p1 ∈

(
c
(1)
r1 , c

(1)
r1−1

)
i p2 ∈

(
c
(1)
r2+1, c

(1)
r2

)
. Якщо r1 = 1, тодi маємо випадок (7) при

умовi, що q1 = r2 i q2 = 2n−1 + 1. Отже, теорему доведено.
Розглянемо наступну задачу. Треба встановити реалiзовнiсть бульових фун-

кцiй f1(x1, x2, x3) i f2(x1, x2, x3) на двопорогових нейронних елементах, якщо
f−1
1 (1) = {(0, 0, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0)} i f−1

2 (1) = {(0, 1, 1), (1, 0, 1)}. Побудуємо мно-
жину зведених ядер T (f1), T (f2):

T (f1) =

K(f1)1 =

0 0 0
1 0 0
1 1 1

 , K(f1)2 =

1 0 0
0 0 0
0 1 1

 , K(f1)3 =

1 1 1
0 1 1
0 0 0

 ;

T (f2) =

{
K(f2)1 =

(
0 0 0
1 1 0

)
, K(f2)2 =

(
1 1 0
0 0 0

)}
.
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Множина E−
3 складається з двох матриць, а саме [8]:

L1 =


0 0 0
1 0 0
0 1 0
1 1 0

 , L1 =


0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Для зведеного ядра K(f1)1 маємо: K(f1)1 = L1(1, 2)�L∗
1(4, 4). Вектор w =

(−1,−2,−4) задовольняє рiвнiсть (L1�L∗
1) · wT = cTw. Тодi за ваговий вектор

ДНЕ1, що реалiзує функцiю f1(x1, x2, x3), може бути вибраний вектор w1 =
((−1)0, (−1)0, (−1)1)w = (−1,−2, 4). Вектору w1 вiдповiдає матриця

Lw1 = ((−1)0, (−1)0, (−1)1)L1 =


0 0 1
1 0 1
0 1 1
1 1 1

 .

Тодi пороги p1 i p2 вiдповiдно беруться з iнтервалiв (c3, c2), (c8, c7), де
c2 = (1, 0, 1) · wT

1 = 3, c3 = 2, c7 = −2, c8 = −3. Отже, ДНЕ1 з вектором
структури [w1; 2,5;−2,5] реалiзує функцiю f1(x1, x2, x3).

Простою перевiркою легко переконатися в тому, що зведенi ядра T (f2) не
задовольняють умови теореми 4. Тодi для функцiї f2(x1, x2, x3) побудуємо мно-
жину зовнiшнiх зведених ядер T (f2)′:

T (f2)
′=

{
K(f2)

′
1 = ((−1)0, (−1)0, (−1)0)

(
0 1 1
1 0 1

)
=

(
0 1 1
1 0 1

)
, . . .

. . . , K(f2)
′
6 = ((−1)1, (−1)1, (−1)1)

(
0 1 1
1 0 1

)
=

(
1 0 0
0 1 0

)}
.

Для зовнiшнього зведеного ядра K(f2)
′
6 маємо: K(f2)

′
6 = L̂1(2, 3). Тодi за ва-

говий вектор ДНЕ1 можна вибрати вектор w2 = (−1,−1,−1)w = (1, 2, 4), а
пороги p1, p2 вибираються з iнтервалiв p1 ∈ (c2, c1), p2 ∈ (c3, c4), де

Lw2 = (−1,−1,−1)L1 =


1 1 1
0 1 1
1 0 1
0 0 1

 ,
(
Lw2 �L∗

w2

)
·wT

2 = cTw2

i c2 = 6, c1 = 7, c4 = 4, c3 = 5.
Отже, ДНЕ0 з вектором структури [w2; 6,5; 4,5] реалiзує функцiю f2(x1, x2, x3).
Природно виникає питання: чи не можна звести задачу перевiрки реалiзов-

ностi бульових функцiй вiд n змiнних одним двопороговим НЕ до задачi пере-
вiрки реалiзовностi бульових функцiй вiд n−1 змiнної? Вiдповiдь на поставлене
питання мiститься у наступнiй теоремi.

Теорема 5. Бульова функцiя

f(x1, . . . , xn−1, xn) = xnf(x1, . . . , xn−1, 1) ∨ xnf(x1, . . . , xn−1, 0)
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реалiзується одним двопороговим нейронним елементом iз вектором стру-
ктури [w = (ω1, . . . , ωn); p1; p2] тодi i тiльки тодi, коли бульовi функцiї

f1(x1, . . . , xn−1) = f(x1, . . . , xn−1, 1), f2(x1, . . . , xn−1) = f(x1, . . . , xn−1, 0)

вiдповiдно реалiзуються на двопорогових нейронних елементах з векторами
структури [w1 = (ω1, . . . , ωn−1); p11; p21], [w1 = (ω1, . . . , ωn−1); p10; p20], пороги
яких задовольняють умову p10 − p11 = p20 − p21.

Доведення. Дано, що бульова функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується одним
ДНЕα (α ∈ {0, 1}). Це означає, що iснує такий n + 2-вимiрний вектор [w =
(ω1, . . . , ωn); p1; p2], що

x ∈ f−1(α) ⇔ p2 < x ·wT < p1. (9)

На бульових наборах (x1, . . . , xn−1, 1) ∈ Zn
2 спiввiдношення (9) запишеться так:

(x1, . . . , xn−1, 1) ∈ f−1(α) ⇔ p2 < ω1x1 + . . . ωn−1xn−1 + ωn < p1,

або

(x1, . . . , xn−1, 1) ∈ f−1(α) ⇔ p2 − ωn < ω1x1 + . . . . . .+ ωn−1xn−1 < p1 − ωn.

На основi останнього спiввiдношення можна стверджувати, що бульова фун-
кцiя f1(x1, . . . , xn−1) = f(x1, . . . , xn−1, 1) реалiзується на ДНЕα з вектором стру-
ктури [w1 = (ω1, . . . , ωn−1); p11 = p1 − ωn; p21 = p2 − ωn]. На бульових наборах
(x1, . . . , xn−1, 0) ∈ Zn

2 спiввiдношення (9) має такий вигляд:

(x1, . . . , xn−1, 0) ∈ f−1(α) ⇐⇒ p2 < ω1x1 + . . . ωn−1xn−1 < p1.

Отже, ДНЕα iз вектором структури [w1 = (ω1, . . . , ωn−1); p10 = p1; p20 = p2] реа-
лiзує функцiю f2(x1, . . . , xn−1) = f(x1, . . . , xn−1, 0). Пороги p11, p21, p10, p20 двопо-
рогових нейронних елементiв, що реалiзують вiдповiдно функцiї f1(x1, . . . , xn−1),
f2(x1, . . . , xn−1), очевидно, задовольняють умову ωn = p10−p11 = p20−p21. Отже,
необхiднiсть доведено.

Переходимо до доведення достатностi. Дано, що функцiї f1(x1, . . . , xn−1) =
f(x1, . . . , xn−1, 1), f2(x1, . . . , xn−1) = f(x1, . . . , xn−1, 0) реалiзуються одним ДНЕα

з вiдповiдними векторами структури [w1 = (ω1, . . . , ωn−1); p11; p21],
[w1 = (ω1, . . . , ωn−1); p10; p20], де p10 − p11 = p20 − p21. Якщо покласти, що
ωn = p10−p11 = p20−p21, тодi ДНЕα з вектором структури [w = (ω1, . . . , ωn−1, ωn);
p1 = p10; p2 = p20] реалiзує функцiю f(x1, . . . , xn−1, xn) = xnf(x1, . . . , xn−1, 1) ∨
xnf(x1, . . . , xn−1, 0). Отже, теорему доведено.

Iз рiвностi E ′
n = En i теореми 4 безпосередньо випливає:

Теорема 6. Якщо бульова функцiя f(x1, . . . , xn) реалiзується одним двопо-
роговим нейронним елементом, тодi кожна з наступних функцiй:
1) f1(x1, . . . , xi . . . , xn) = f(x1, . . . , xi . . . , xn),
2) f2(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn),
3) f3(x1, . . . , xi . . . , xj . . . , xn) = f(x1, . . . , xj . . . , xi . . . , xn),
також реалiзується одним двопороговим нейронним елементом.
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2. Оцiнки числа n-мiсних порогових та двопорогових функцiй. Не-
хай LTn — множина усiх n-мiсних порогових бульових функцiй (ПБФ), LBTn
— множина n-мiсних двопорогових бульових функцiй (ДПБФ). Встановлення
оцiнок для потужностi класу LTn довгий час було одним з провiдних напрямкiв
дослiджень у пороговiй логiцi. У цiй частинi буде покращено вiдомi оцiнки для
CardLBTn та за їх допомогою встановлено, що

lim
n→∞

log2 CardLTn
n2

= 1.

Iншими методами попередня формула була доведена у [9]. Цим самим буде
показано, що властивостi ДПБФ можуть бути використанi для встановлення
властивостей класичних ПБФ. Надалi ми для зручностi запису будемо розгля-
дати БФ у алфавiтi E2 = {−1, 1}, перехiд до якого вiд алфавiту Zn

2 здiйснюється
за допомогою лiнiйного перетворення y = 2x − 1. При цьому пiд ДНЕ будемо
розумiти двопороговi нейроннi елементи з мiткою 1.

Теорема 7. Для всiх натуральних n

CardLBTn < 3 · 2n2+n+1, (10)

CardLBTn < 2n
2−nlog2n+3,45n+o(n). (11)

Доведення. Використаємо твердження 1 роботи [7] для n-вимiрного оди-
ничного гiперкуба. Тодi з урахуванням того, що m = CardEn

2 = 2n та формули
(10) [7]

CardLBTn < 3 · (2 · 2
n)n+1

(n+ 1)!
≤ 3 · 2n2+n+1.

Оскiльки (n+ 1)! = 2log2(n+1)! = 2(n+1)log2(n+1)−(n+1)log2e+o(n), то

CardLBTn < 3 · 2n2+2n−(n+1)log2n+1,443n+o(n) < 2n
2−nlog2n+3,45n+o(n).

Зауваження 1. При n > 8 з нерiвностi (10) [7] легко отримати пiдсилений
варiант (10)

CardLBTn < 2n
2

, n > 8.

Для цього досить показати, що функцiя 3 · 22n+1/ (n+ 1)! при n > 3 є моно-
тонно спадною i при n = 9 приймає значення, яке менше за 1.

Зараз ми перейдемо до встановлення нижнiх оцiнок. При цьому буде вико-
ристана методика роботи [10].

Лема 1. Нехай вершини n-вимiрного куба En
2 x1, . . . ,xm (m < n) вибра-

нi таким чином, що ⟨x1, . . . ,xm⟩ ∩ En
2 = {±xi|i = 1, . . . ,m}. Тодi пiдпростiр

⟨x1, . . . ,xm⟩ можна доповнити до (n− 1)-вимiрного лiнiйного пiдпростору
H = {x| (w,x) = 0} таким чином, щоб H не мiстив точок En

2 , вiдмiнних вiд
±xi, i = 1, . . . ,m

Доведення. Припустимо протилежне: кожний (n− 1)-вимiрний пiдпростiр,
який мiстить лiнiйну оболонку точок x1, . . . ,xm, задовольняє умови леми. Ви-
беремо такий пiдпростiр H = {x| (w,x) = 0}, який мiстить найменшу можливу
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кiлькiсть точок з E ′ = En
2 \ {±xi|i = 1, . . . ,m}. Нехай вектор y ∈ E ′ задоволь-

няє умову (w,y) = 0. Тодi знайдеться такий вектор v ∈ Rn, що (v,xi) = 0,
i = 1, . . . ,m, (v,y) = 1. Нехай δ = min {|(w,x)| |x ∈ En

2 \H}. Розглянемо вектор
w′ = w+ δ

2n∥v∥v. Легко бачити, що (w′,y) ̸= 0, (w′,xi) = 0, i = 1, . . . ,m i для всiх
x ∈ En

2 (w,x) ̸= 0 ⇒ (w′,x) ̸= 0. Тодi пiдпростiр H ′ = {x| (w′,x) = 0} мiстить
менше точок множини E ′ нiж простiр H. Отримане протирiччя доводить лему.

Нам знадобиться також наступна лема, встановлена у [11].

Лема 2. Знайдеться така цiла константа C > 0, що якщо m ≤ n − C i
точки x1, . . . ,xm випадковим чином вибранi з множини En

2 , то

P
(⟨
x1, . . . ,xm

⟩
∩ En

2 ̸=
{
±x1, . . . ,±xm

})
= (1 + o (1)) 4C3

m

(
3

4

)n

.

Лема 3. При достатньо великих n для m ≤ n−C кiлькiсть способiв вибору
послiдовностi {x1, . . . ,xm} ⊂ En

2 , яка задовольняє умову ⟨x1, . . . ,xm⟩ ∩ En
2 =

{±xi|i = 1, . . . ,m} не менша за 2mn−1.

Доведення. Скористаємося лемою 2, за якою при достатньо великих n
ймовiрнiсть того, що ⟨x1, . . . ,xm⟩ не мiстить вершин En

2 , вiдмiнних вiд ±xi,
i = 1, . . . ,m прямує до 1. Тому не менше половини з усiх послiдовностей вигля-
ду x1, . . . ,xm ∈ En

2 задовольняють умову леми.

Теорема 8. Знайдеться така цiла константа C > 0, що при достатньо
великих n

CardLBTn > 2n
2−(n−C)log2(n−C)−Cn. (12)

Доведення. Пiдрахуємо кiлькiсть рiзних (n− 1)-вимiрних пiдпросторiв H,
якi можна отримати, доповнивши множини {x1, . . . ,xm} ⊂ En

2 , таким чином,
щоб H ∩ En

2 = {±x1, . . . ,±xm}, де m = n − C. За лемою 3 при достатньо ве-
ликих n є не менше нiж 2(n−C)n−1 послiдовностей, якi задовольняють умову
⟨x1, . . . ,xm⟩ ∩ En

2 = {±xi|i = 1, . . . ,m}. За лемою 1 таку послiдовнiсть можна
доповнити до (n− 1)-вимiрного пiдпростору H = {x| (w,x) = 0} так, що H не
мiстить точок n-вимiрного куба, вiдмiнних вiд ±xi, i = 1, . . . ,m. Причому, ко-
жний пiдпростiр H породжується не бiльше нiж 2n−C (n− C)! послiдовностями.
Тому кiлькiсть рiзних пiдпросторiв H не менша за

2(n−C)n−1

2n−C (n−C)!
=2n

2−Cn−1−(n−C)log2(n−C)+(n−C)log2
e
2
−log2

√
2π(n−C)+o(1)>

2n
2−Cn

2(n−C)log2(n−C)
.

З останньої нерiвностi випливає (12), оскiльки кожному пiдпростору H, який
задовольняє умови леми 1, можна поставити у вiдповiднiсть ДПБФ f (x) так,
що f (x) = −1 ⇔ x ∈ H. Для цього досить розглянути ДНЕ зi структурою
(w,−δ, δ), де δ = 1

2
min {| (w,x) | |x ∈ En

2 \H }.
Теорема 9. Для числа ДПБФ мають мiсце спiввiдношення

CardLBTn = 2n
2−nlog2n+O(n), lim

n→∞

log2 CardLBTn
n2

= 1,

lim
n→∞

1

n
log2

CardLBTn+1

CardLBTn
≥ 2, lim

n→∞

1

n
log2

CardLBTn+1

CardLBTn
≤ 2.

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2011, вип. 22 , N 2



ВЛАСТИВОСТI КЛАСУ ДВОПОРОГОВИХ БУЛЬОВИХ ФУНКЦIЙ ТА . . . 47

Доведення випливає з теорем 7 i 8.
З використанням (10) легко отримати

Наслiдок 1. При великих n для числа ДПБФ виконуються нерiвностi

2n
2−nlog2n−Cn < CardLBTn < 2n

2−nlog2n+3,45n.

Виявляється, що нижня оцiнка числа БФ, реалiзовних на ДНЕ, може бути
використана для встановлення найкращої з вiдомих (в асимптотичному розу-
мiннi) нижнiх оцiнок для числа n-мiсних ПФ. Нам знадобиться наступна ле-
ма [12]:

Лема 4. БФ h(x1, . . . , xn) реалiзується на ДНЕ iз структурою (w, t1, t2)
тодi i тiльки тодi, коли

h(x) = f(x) ∨ g(x), (13)

де f(x), g(x) — n-мiснi БФ, якi реалiзуються на однопорогових НЕ iз струк-
турами (w, t1), (w, t2).

Лема 5. Для всякого натурального n

2n−4CardLTn < CardLBTn ≤ 1

2
CardLTn+1.

Доведення. Якщо бульова функцiя h(x) реалiзується на ДНЕ iз структу-
рою (w, t1, t2), то вона реалiзується i на ДНЕ iз структурою (−w, t′1, t′2), де
t′1, t′2 — деякi новi пороги. Тому для кожної функцiї h(x) (крiм 0), реалiзовної
на ДНЕ, знайдуться принаймнi двi рiзнi пари (f1, g1), (f2, g2), такi, що справе-
дливою є рiвнiсть (13). Нехай sn (f) — число n-мiсних ПБФ якi мають той самий
ваговий вектор, що й ПБФ f(x). Тодi з леми 4 отримуємо, що

CardLBTn ≤ 1

2

CardLTn∑
i=1

sn(fi),

де сумування проводиться по всiм n-мiсним ПБФ. В роботi [12] показано, що
права частина попередньої нерiвностi рiвна CardLTn+1, що й доводить праву
частину нерiвностi в умовi леми.

Для доведення лiвої частини розглянемо LT ′
n — множину тих n-мiсних ПБФ

(n > 3), якi задовольняють умову Card {x|f (x) = 1} ≤ 2n−1. Очевидно, що
CardLT ′

n = 1
2
CardLTn. Нехай f (x) ∈ LT ′

n реалiзується на НЕ iз структурою(
wf , tf2

)
. Легко показати, що без втрати загальностi мiркувань можна вважати,

що ∀x,y ∈ En
2

(
wf ,x

)
=
(
wf ,y

)
⇒ x = y. Змiнюючи значення порога tf1 таким

чином, що Card
{
x|
(
wf ,x

)
< tf1

}
< 2n−2, ми з функцiї f (x) ∈ LT ′

n можемо
отримати 2n−2 рiзних ДПБФ, якi реалiзуються на ДНЕ iз En

2 -допустимою [7]
структурою

(
wf , tf1 , t

f
2

)
. Покажемо, що для рiзних f, g ∈ LT ′

n побудованi з них

ДПБФ з векторами структур
(
wf , tf1 , t

f
2

)
i (wg, tg1, t

g
2) можуть спiвпасти тiльки

тодi, коли для них виконується умова{
x|
(
wf ,x

)
< tf1

}
= {x| (wg,x) > tg2} . (14)
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Припустимо протилежне. Не втрачаючи загальностi мiркувань, будемо вважа-
ти, що wf

i > 0, i = 1, . . . , n. Якщо (1, . . . , 1) /∈ {x| (wg,x) > tg2}, то розглянемо
вектор x0, який задовольняє умову(

wf ,x0
)
= max

{(
wf ,x

)
|x ∈

{
x|
(
wf ,x

)
> tf2

}
∩ {x| (wg,x) > tg2}

}
.

Для спрощення позначень будемо вважати, що x0 = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
n−k

). Тодi

можливими є 2 наступнi випадки:
1)
(
wf ,−x0

)
< tf1 ; Тодi розглянемо вектор y = x0+2ek+1, де ek+1 — вiдповiд-

ний орт-вектор. Оскiльки
(
wf ,y

)
>
(
wf ,x0

)
, то (wg,−y) > tg2 i (wg,y) < tg1. Роз-

глянемо бiполярнi вектори z′ = (z1, . . . , zk,−1, zk+2, . . . , zn) i z′′ = (−z1, . . . ,−zk,
−1,−zk+2, . . . ,−zn). Оскiльки (wg, z′) + (wg, z′′) = (wg,−y) + (wg,x0) > 2tg2, то
рiвно один з векторiв z′ та z′′ потрапляє у множину {x| (wg,x) < tg1}. Тому ця
множина має потужнiсть не меншу за 2n−2, що суперечить вибору порогу tg2.

2)
(
wf ,−x0

)
> tf1 . Зауважимо, що з правила вибору вектора x випливає, що

wg
j < 0, j = k + 1, . . . , n, бо iнакше (wg,x0 + 2ej) > (wg,x0). Розглянемо вектор

y = (y1, . . . , yk,−1, . . . ,−1), де yj = signwg
j . Тодi (wg,y) = max {(wg,x) |x ∈ En

2 }.
Оскiльки множина {x| (wg,x) < tg1} не порожня, то в неї обов’язково потра-
пляє вектор −y, оскiльки (wg,−y) = min {(wg,x) |x ∈ En

2 }. Нехай ϑw,t1,t2(x) =
((w,x)− t1) ((w,x)− t2). Тодi з того, що ϑwf ,tf1 ,t

f
2
(±y) > 0 випливає, що(

wf ,−x0
)
< tf1 . Ми отримали протирiччя iз припущенням 2. Отже у обох ви-

падках рiвнiсть (14) доведена.
Припустимо тепер, що (1, . . . , 1) ∈ {x| (wg,x) > tg2}. Розглянемо вектор x,

який задовольняє умову(
wf ,x0

)
= max

{(
wf ,x

)
|x ∈

{
x|
(
wf ,x

)
> tf2

}
∩ {x| (wg,x) < tg1}

}
.

Будемо вважати, що x0 = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
n−k

), причому k < n. Легко перекона-

тися, що wg
j > 0, j = k + 1, . . . , n, бо iнакше (wg,x0 + 2ej) < (wg,x0). Якщо(

wf ,−x0
)
< tf1 , то розглянемо вектор y = x0+2ek+1 i вектори z′ = (z1, . . . , zk, 1,

zk+2, . . . , zn), z′′ = (−z1, . . . ,−zk, 1,−zk+2, . . . ,−zn). Оскiльки (wg, z′)+(wg, z′′) =
(wg,y)+(wg,−x0) > 2tg2, то рiвно один з векторiв z′ та z′′ потрапляє у множину
{x| (wg,x) < tg1}. Тому ця множина має потужнiсть не меншу за 2n−2, що супе-
речить вибору порогу tg2.

Якщо
(
wf ,−x0

)
> tf1 , то розглянемо вектор (y1, . . . , yk,−1, . . . ,−1), де yj =

− signwg
j . Тодi (wg,y) = min {(wg,x) |x ∈ En

2 }. З непорожностi множини
{x| (wg,x) > tg2} випливає, що в неї обов’язково потрапляє вектор −y. Тодi з то-
го, що ϑwf ,tf1 ,t

f
2
(±y) > 0 випливає, що

(
wf ,−x0

)
< tf1 . Ми отримали протирiччя

з припущенням
(
wf ,−x0

)
> tf1 . Можливий випадок, коли

{
x|
(
wf ,x

)
> tf2

}
⊂

{x| (wg,x) > tg2}. Тодi вищенаведенi мiркування з незначними змiнами можна
застосувати до множини

{
x|
(
wf ,x

)
< tf1

}
. З урахуванням (14) отримуємо:

CardLBTn >
1

2
· 2n−2 · 1

2
CardLTn = 2n−4 CardLTn.

Лема доведена.
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Теорема 10. Для числа ПБФ та ДПБФ мають мiсце оцiнки

CardLTn = 2n
2−nlog2n+O(n), CardLBTn < 2(C+5,45)n+o(n) CardLTn,

lim
n→∞

1

n
log2

CardLTn+1

CardLTn
≥ 2, lim

n→∞

1

n
log2

CardLTn+1

CardLTn
≤ 2, lim

n→∞

log2CardLTn
n2

= 1.

Доведення випливає з попередньої леми та теореми 8.

Висновки
На мовi матриць толерантностi отримано критерiй реалiзовностi БФ одним

ДНЕ, якi можуть бути використанi при синтезi нейромережевих схем для оброб-
лення iнформацiї. Наведенi iнварiантнi операцiї над ДПБФ. Отримано нижню
i верхню оцiнки числа ДПБФ.
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