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ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÍÀ ÏÎÂÅÄIÍÊÀ ÐÎÇÂ'ßÇÊÓ ÐIÂÍßÍÍß
ÒÅÏËÎÏÐÎÂIÄÍÎÑÒI ÇI ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÎÞ ÌIÐÎÞ ÏÐÈ t →∞
We consider the stochastic heat equations driven by general stochastic measure in R in the mild
sense. Under some assumptions, we prove that the solution tends to 0 a.s. as t →∞.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íå ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi â R ó ì'ÿêîìó ñåíñi, â ÿêîìó âèïàäêî-
âèé âïëèâ çàäàíî iíòåãðàëîì çà çàãàëüíîþ ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ. Ïðè ïåâíèõ óìîâàõ ïîêàçàíî,
ùî ðîçâ'ÿçîê ïðÿìó¹ äî íóëÿ ì.í. ïðè t →∞.

Âñòóï.Íåõàé B(R) � áîðåëüîâà σ-àëãåáðà ïiäìíîæèí R, L0 = L0 (Ω, F, P) �
ïðîñòið äiéñíîçíà÷íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, çàäàíèõ íà äîâiëüíîìó éìîâiðíiñ-
íîìó ïðîñòîði (Ω, F, P) (òî÷íiøå êàæó÷è, ìíîæèíà ¨õ êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi).
Çáiæíiñòü â L0 � öå çáiæíiñòü çà éìîâiðíiñòþ. Íåõàé µ � öå ñòîõàñòè÷íà ìiðà íà
B(R), òîáòî σ-àäèòèâíå âiäîáðàæåííÿ µ : B(R) → L0 (âiäìiòèìî, ùî ìè ðîçãëÿ-
äà¹ìî çàãàëüíå îçíà÷åííÿ ñòîõàñòè÷íî¨ ìiðè i çîêðåìà íå âèìàãà¹ìî iñíóâàííÿ
ìîìåíòiâ äëÿ çíà÷åíü µ).

Òåîðiÿ iíòåãðóâàííÿ äiéñíèõ ôóíêöié çà ñòîõàñòè÷íèìè ìiðàìè ïîáóäîâàíà,
íàïðèêëàä, ó [1,2]. Çîêðåìà, áóäü-ÿêà îáìåæåíà âèìiðíà ôóíêöiÿ ¹ iíòåãðîâíîþ
çà áóäü-ÿêîþ µ. Êðiì òîãî, ìà¹ ìiñöå àíàëîã òåîðåìè Ëåáåãà (äèâ. [1, íàñëi-
äîê 1.2] àáî [2, òâåðäæåííÿ 7.1.1]).

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi, ùî âiäïîâiäà¹ íàñòóïíîìó ñòîõàñòè÷íîìó ðiâíÿí-
íþ òåïëîïðîâiäíîñòi

du(t, x) = a2∂u(t, x)

∂x2
+ σ(t, x) dµ(x), t > 0, u(0, x) = u0(x). (1)

Òóò (t, x) ∈ [0, +∞) × R, a ∈ R, a 6= 0, u : [0, +∞) × R × Ω → R � íåâiäîìà
âèìiðíà âèïàäêîâà ôóíêöiÿ. Ðiâíÿííÿ (1) ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ó ì'ÿêîìó ñåíñi
(äèâ. ðiâíiñòü (2) íèæ÷å).

Ñòîõàñòè÷íi ðiâíÿííÿ â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ çäåáiëüøîãî äîñëiäæóþòüñÿ ÿê
ðiâíÿííÿ â íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ (äèâ, íàïðèêëàä [3,4]). Ñåðåä àñèìï-
òîòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ íàéáiëüø äîñëiäæåíîþ ¹ åêñïîíåíöiéíà ñòà-
áiëüíiñòü çà ÷àñîì (äèâ. [3], äå òàêîæ íàâåäåíi äîäàòêîâi ïîñèëàííÿ).

Ó äàíié ñòàòòi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ðîçâ'ÿçîê ñòîõàñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ÿê ñêií-
÷åííîâèìiðíó âèïàäêîâó ôóíêöiþ (ùî ¹ ïðèðîäíèì, êîëè ìè íå íàêëàäà¹ìî
íiÿêèõ óìîâ ðåãóëÿðíîñòi íà ñòîõàñòè÷íèé äîäàíîê â (1)). Ó ðîáîòi [5] áóëî
îòðèìàíî òâåðäæåííÿ ïðî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ì'ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1),
äîâåäåíî iñíóâàííÿ éîãî íåïåðåðâíî¨ ìîäèôiêàöi¨. Äîäàòêîâi âëàñòèâîñòi ðîç-
â'ÿçêó áóëî ðîçãëÿíóòî â [6]. Ó äàíié ðîáîòi ìè ïîêàæåìî, ùî öåé ðîçâ'ÿçîê
ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè íåñêií÷åííîìó çáiëüøåííi çìiííî¨ ÷àñó.

1. Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè òà ïîïåðåäíi âiäîìîñòi. Ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿí-
íÿ (1) ó ì'ÿêîìó ñåíñi áóäå âèìiðíà âèïàäêîâà ôóíêöiÿ u(t, x), äëÿ ÿêî¨ ñïðàâäæó-
¹òüñÿ ðiâíiñòü

u(t, x) =

∫

R
p(t, x− y)u0(y) dy +

∫

R
dµ(y)

∫ t

0

p(t− s, x− y)σ(s, y) ds, (2)
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äå äëÿ êîæíèõ t, x ðiâíiñòü ìà¹ ñïðàâäæóâàòèñü ì.í., i

p(t, x) =
1

2a
√

πt
e−x2/4a2t

� öå ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi. Íàãàäà¹ìî, ùî∫
R p(t, x) dx = 1. Iíòåãðàëè âiä âèïàäêîâèõ ôóíêöié çà dy i ds áåðåìî ïðè êîæíî-
ìó ôiêñîâàíîìó ω (âëàñòèâîñòi òàêèõ iíòåãðàëiâ ðîçãëÿíóòî, íàïðèêëàä â [7]).

Ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè íàñòóïíi ïðèïóùåííÿ ùîäî åëåìåíòiâ ðiâíÿííÿ (2).
A1. u0(y) = u0(y, ω) : R × Ω → R âèìiðíà i îáìåæåíà, |u0(y, ω)| ≤ Cu0(ω),

lim|y|→∞ u0(y) = 0.
A2. u0 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ãåëüäåðà: |u0(y1)− u0(y2)| ≤ Lu0(ω)|y1 − y2|β(u0),

β(u0) ≥ 1/6.
A3. σ(s, y) : [0, +∞)×R→ R âèìiðíà i îáìåæåíà, |σ(s, y)| ≤ Cσ, lims→∞ supy∈R |σ(s, y)

√
s| =

0.
A4. σ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ãåëüäåðà: |σ(s, y1)− σ(s, y2)| ≤ Lσ(s)|y1 − y2|β(σ),

β(σ) > 1/2, Lσ(s) ≤ Lσ < +∞, lims→∞ Lσ(s)
√

s = 0.
A5. Ôóíêöiÿ |y|τ iíòåãðîâíà íà R çà dµ(y) äëÿ äåÿêîãî τ > 3/2.
Òåîðåìà ðîáîòè [5] äà¹, ùî ïðè âèêîíàííi óìîâ A1-A4 ðiâíÿííÿ (2) ìà¹ ¹äè-

íèé ðîçâ'ÿçîê.
Òàêîæ âàæëèâèìè äëÿ íàñ ¹ òâåðäæåííÿ äâîõ íàñòóïíèõ ëåì.
Ëåìà 1. (ëåìà 3.1 [5]). Íåõàé gj : R → R, j ∈ Z � âèìiðíi ôóíêöi¨ òàêi,

ùî g(y) =
∑

j∈Z |gj(y)| iíòåãðîâíà íà R çà dµ(y). Òîäi
∑

j∈Z
(∫
R gj dµ

)2
< ∞ ì.í.

Â ïîäàëüøîìó ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íîðìó â ïðîñòîði Á¹ñîâà Bα
22 ([c, d]),

0 < α < 1. Íàãàäà¹ìî, ùî öÿ íîðìà âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ

‖g‖Bα
22([c,d]) = ‖g‖L2([c,d]) +

(∫ d−c

0

(w2(g, r))2 r−2α−1 dr

)1/2

,

äå w2(g, r) = sup
0≤v≤r

(∫ d−v

c

|g(y + v)− g(y)|2 dy

)1/2

. (3)

Òàêîæ äëÿ j ∈ R i n ≥ 0 ïîêëàäåìî

d
(j)
kn = j + k2−n, 0 ≤ k ≤ 2n, ∆

(j)
kn =

(
d

(j)
(k−1)n, d

(j)
kn

]
, 1 ≤ k ≤ 2n.

Ëåìà 2. (ëåìà 3.2 [5]). Íåõàé Z - äîâiëüíà ìíîæèíà, à ôóíêöiÿ q(z, y) :
Z × [j, j + 1] → R òàêà, ùî äëÿ äåÿêîãî 1/2 < α < 1 äëÿ âñiõ z ∈ Z áóäå
q(z, ·) ∈ Bα

22 ([j, j + 1]). Òîäi âèïàäêîâà ôóíêöiÿ

η(z) =

∫

(j,j+1]

q(z, y) dµ(y), z ∈ Z,

ìà¹ ìîäèôiêàöiþ η̃(z) òàêó, ùî äëÿ äåÿêî¨ êîíñòàíòè C0 (íåçàëåæíî¨ âiä
z, j, ω) i êîæíîãî ω ∈ Ω áóäå

|η̃(z)| ≤ |q(z, j)µ((j, j+1])|+C0 ‖q(z, ·)‖Bα
22([j,j+1])

{∑
n≥1

2n(1−2α)
∑

1≤k≤2n

∣∣∣µ
(
∆

(j)
kn

)∣∣∣
2
}1/2

.

(4)
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Îñíîâíèé ðåçóëüòàò. Òåîðåìà. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ A1-
A5. Òîäi äëÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (2) iñíó¹ ìîäèôiêàöiÿ u(t, x) òàêà, ùî ïðè
êîæíîìó x ∈ R i êîæíîìó ω ∈ Ω áóäå u(t, x) → 0, t →∞.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî h(t, x, y) =
∫ t

0
p(t−s, x−y)σ(s, y) ds i îöiíèìî îñòàí-

íié äîäàíîê (2):

∣∣∣∣
∫

R
h(t, x, y) dµ(y)

∣∣∣∣ ≤
∑

j∈Z

∣∣∣∣
∫

(j,j+1]

h(t, x, y) dµ(y)

∣∣∣∣ .

Âiçüìåìî äîâiëüíå 1/2 < α < min {β(σ), 3/4}. Ðîçãëÿíåìî ñóìè ïî j ∈ Z îáîõ
äîäàíêiâ ïðàâî¨ ÷àñòèíè (4), çàñòîñîâàíî¨ äëÿ q(z, y) = h(t, x, y), Z = [0, +∞)×
R. Äëÿ ïåðøèõ äîäàíêiâ ìà¹ìî, ùî

∑

j∈Z
|h(t, x, j)µ((j, j + 1]) | ≤

(∑

j∈Z
(1 + |j|)−2τ |h(t, x, j)|2

)1/2 (∑

j∈Z
(1 + |j|)2τ |µ((j, j + 1])|2

)1/2

= A1A2.

Âiçüìåìî τ > 3/2, äëÿ ÿêîãî ñïðàâäæó¹òüñÿ A5. Òîäi ç ëåìè 1, çàñòîñîâàíî¨
äëÿ gj(y) = (1 + |j|)τ 1(j,j+1](y) ìà¹ìî, ùî A2 < ∞ ì.í. (äàëi ââàæà¹ìî u(t, x) = 0
íà ìíîæèíi A2 = ∞). Ç âèêîðèñòàííÿì A3 ìà¹ìî, ùî

|h(t, x, y)| ≤
∫ t

0

|σ(s, y)|
2a

√
π(t− s)

e−(x−y)2/4a2(t−s) ds =

∫ t0

0

+

∫ t

t0

≤

CσC

∫ t0

0

ds√
t− s

+ C sup
y∈R,s≥t0

|σ(s, y)
√

s|
∫ t

t0

ds√
s(t− s)

≤

C(
√

t−√t− t0) + C sup
y∈R,s≥t0

|σ(s, y)
√

s|. (5)

(Òóò i íàäàëi ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç C íåiñòîòíó äëÿ ïîäàëüøèõ îá÷èñëåíü
êîíñòàíòó, çíà÷åííÿ ÿêî¨ ìîæå áóòè ðiçíèì â ðiçíèõ âèðàçàõ.) Âèêîðèñòîâóþ÷è
A4, ìè ìîæåìî âèáèðàòè äîñèòü âåëèêå t0, à ïîòiì � äîñèòü âåëèêå t, ùîá
îòðèìàòè çíà÷åííÿ (5) ÿê çàâãîäíî ìàëèì ðiâíîìiðíî ïî âñiõ y. Îñêiëüêè

∑

j∈Z
(1 + |j|)−2τ < ∞, sup

j∈Z
|h(t, x, j)| → 0, t →∞, (6)

ìà¹ìî A1 → 0, t →∞.
Â îñòàííüîìó äîäàíêó (4) âèêîðèñòà¹ìî ðiâíiñòü (3). Ç (5) i (6) ëåãêî îòðè-

ìó¹ìî, ùî

sup
j∈Z

‖h(t, x, ·)‖L2([j,j+1]) → 0, t →∞. (7)
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Äàëi ìà¹ìî, ùî

∑

j∈Z
‖h(t, x, ·)‖L2([j,j+1])

{∑
n≥1

2n(1−2α)
∑

1≤k≤2n

∣∣∣µ
(
∆

(j)
kn

)∣∣∣
2
}
≤

(∑

j∈Z
(1 + |j|)−2τ ‖h(t, x, ·)‖2

L2([j,j+1])

)1/2

×
(∑

j∈Z
(1 + |j|)2τ

{∑
n≥1

2n(1−2α)
∑

1≤k≤2n

∣∣∣µ
(
∆

(j)
kn

)∣∣∣
2
})1/2

= B1B2. (8)

Ç (5) i (7) âèïëèâà¹, ùî ðÿä B1 çáiãà¹òüñÿ i B1 → 0, t →∞. Ç ëåìè 1, çàñòîñîâàíî¨
äëÿ

{gj(y), j ∈ Z} =
{

2n(1/2−α) (1 + |j|)τ 1
∆

(j)
kn

(y), j ∈ Z, n ≥ 1
}

,

ìà¹ìî, ùî B2 < ∞ ì.í. (ââàæà¹ìî u(t, x) = 0 íà ìíîæèíi B2 = ∞).
Äëÿ îöiíêè L2 -ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi w2(h, r) íà âiäðiçêó [j, j + 1] ïðè v > 0

ðîçãëÿíåìî

|h(t, x, y + v)− h(t, x, y)| ≤
∫ t

0

p(t− s, x− y − v) |σ(s, y + v)− σ(s, y)| ds+

∫ t

0

|p(t− s, x− y − v)− p(t− s, x− y)| |σ(s, y)| ds = I1 + I2.

Ìà¹ìî

I1 =

∫ t0

0

+

∫ t

t0

≤ CLσv
β(σ)

∫ t0

0

ds√
t− s

+ C sup
s≥t0

{Lσ(s)
√

s }vβ(σ)

∫ t

t0

ds√
s(t− s)

.

Âðàõóâàâøè A3 i ðiâíiñòü
∫ t

0
(s(t− s))−1/2 ds = π, ïîáà÷èìî, ùî

I1 ≤ D(t)vβ(σ), äå lim
t→∞

D(t) = 0.

Äàëi ðîçãëÿíåìî
I2 =

∫ t0

0

+

∫ t

t0

= I21 + I22.

Ìà¹ìî

I21 ≤ Cσ

∫ t0

0

ds

∫ y+v

y

∣∣∣∣
∂p(t− s, x− r)

∂r

∣∣∣∣ dr =

C

∫ y+v

y

dr

∫ t0

0

|x− r|
(t− s)3/2

exp

{
− (x− r)2

4a2(t− s)

}
ds =

∫ y+v

y

dr

∫ t0

0

1

t− s

|x− r|
(t− s)1/2

exp

{
− (x− r)2

4a2(t− s)

}
ds ≤

C sup
z≥0
{ze−z2}

∫ y+v

y

dr

∫ t0

0

ds

t− s
= Cv ln

t

t− t0
.
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Äëÿ I22 ïðîâåäåìî íàñòóïíi ìiðêóâàííÿ. Ïîçíà÷èìî σ̃(t) = sups≥t,y∈R |σ(s, y)|.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Ëàãðàíæà òà ïîçíà÷åííÿ θ = min {|x− y − v|, |x− y|},
äëÿ y, y + v ∈ [j, j + 1] ìà¹ìî òàêi îöiíêè:

I22 =

∫ t

t0

|p(t− s, x− y − v)− p(t− s, x− y)| |σ(s, y)| ds ≤

Cσ̃(t0)

∫ t

t0

1√
t− s

(
e−(x−y−v)2/4a2(t−s) − e−(x−y)2/4a2(t−s)

)
ds ≤

C

∫ t

0

1√
t− s

e−θ2/4a2(t−s)

∣∣∣∣∣
(x− y − v)2

4a2(t− s)
− (x− y)2

4a2(t− s)

∣∣∣∣∣ ds ≤

Cσ̃(t0)v (|x|+ |j|+ 1)

∫ t

0

1

(t− s)3/2
e−θ2/4a2(t−s)ds ≤

Cσ̃(t0)v (|j|+ 1) θ−1

∫ ∞

θ/2a
√

t

e−z2

dz ≤ Cσ̃(t0)v (|j|+ 1) θ−1.

Îñêiëüêè θ ≥ |y−x|/2 äëÿ |y−x| > 2
√

v, ç îòðèìàíèõ îöiíîê äàëi ìà¹ìî, ùî
∫

[j,j+1−v]∩{|y−x|>2
√

v}
I2
22dy ≤ C(|j|+ 1)2v2

∫

{|y−x|>2
√

v}
dy

(y − x)2
= C(|j|+ 1)2v3/2.

(9)
Òàêîæ âiäìiòèìî íàñòóïíi åëåìåíòàðíi íåðiâíîñòi äëÿ δ, δ1, δ2 ≥ 0:

∫ t

0

1√
r

(
1− e−δ/r

)
dr =

∫ δ

0

+

∫ t

δ

≤
∫ δ

0

dr√
r

+

∫ t

δ

1√
r

δ

r
dr ≤ 4

√
δ ⇒

∫ t

0

1√
r

∣∣e−δ1/r − e−δ2/r
∣∣ dr ≤ 4

√
|δ1 − δ2| .

Çâiäñè ìà¹ìî, ùî

I22 ≤ C

∫ t

0

1√
t− s

(
e−(x−y−v)2/4a2(t−s) − e−(x−y)2/4a2(t−s)

)
ds ≤ C (|j|+ 1)1/2 v1/2.

Òîìó äëÿ iíòåãðàëà ïî iíøié ìíîæèíi îòðèìó¹ìî:
∫

[j,j+1−v]∩{|y−x|≤2
√

v}
I2
2dy ≤ C(|j|+ 1)v3/2. (10)

Âðàõóâàâøè íåðiâíiñòü (I1 + I2)
2 ≤ 2I2

1 + 2I2
2 , îöiíêè (8), (9), ìà¹ìî, ùî

Wj(t) =

(∫ 1

0

(w2(h, r))2 r−2α−1 dr

)1/2

≤ D(t)(|j|+ 1), äå lim
t→∞

D(t) = 0. (11)

Äàëi ìè ìîæåìî ïîâòîðèòè ìiðêóâàííÿ, ïðîâåäåíi ç âèðàçàìè â (8), çàìiíèâ-
øè ‖h(t, x, ·)‖L2([j,j+1]) íà Wj(t). Ç (8) âèïëèâà¹, ùî ïðè τ > 3/2 áóäå

∑

j∈Z
(1 + |j|)−2τ W 2

j (t) ≤ C
∑

j∈Z
(1 + |j|)−2τ (1 + |j|)2 < +∞
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i ìè çíîâó îòðèìà¹ìî ïîòðiáíó çáiæíiñòü. Òàêîæ ç íàâåäåíèõ îöiíîê âèïëèâà¹,
ùî h(t, x, ·) ∈ Bα

22 ([j, j + 1]). Âiçüìåìî ìîäèôiêàöiþ ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàëà,
äëÿ ÿêî¨ ñïðàâäæó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ ëåìè 2. Òîäi

∫
R h(t, x, y) dµ(y) → 0 â ñåíñi,

âêàçàíîìó â òâåðäæåííi òåîðåìè.
Ðîçãëÿíåìî iíøèé äîäàíîê â (2). Ìà¹ìî, ùî

∫

R
p(t, x− y)u0(y) dy =

∫

|y|≤y0

+

∫

|y|>y0

= I3 + I4 .

Êîðèñòóþ÷èñü óìîâîþA1, äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 âiçüìåìî y0 òàêå, ùî |u0(y)| < ε
äëÿ |y| > y0. Îñêiëüêè

∫
R p(t, y) dy = 1, òîäi ìà¹ìî, ùî |I4| ≤ ε îäðàçó äëÿ âñiõ t.

Ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó y0 ïðÿìóâàííÿ I3 äî íóëÿ ïðè t → ∞ âèïëèâà¹ ç
íåðiâíîñòi |p(t, x− y)u0(y))| ≤ 1/

√
t.

Âèñíîâêè. Ðîçãëÿíóòå â ðîáîòi ñòîõàñòè÷íå ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi îïè-
ñó¹ çìiíó òåìïåðàòóðè â ñåðåäîâèùi ïðè íàÿâíîñòi ïåâíèõ âèïàäêîâèõ íàäõîä-
æåíü òåïëîâî¨ åíåðãi¨. Ïîêàçàíî, ùî ïðè âèêîíàííi âêàçàíèõ óìîâ i íåîáìåæå-
íîìó çáiëüøåííi ÷àñó òåìïåðàòóðà ïðÿìó¹ äî íóëÿ ì.í.
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