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ÄÅßÊI ÇÀÄÀ×I ËÅÊÑÈÊÎÃÐÀÔI×ÍÎ� ÎÏÒÈÌIÇÀÖI� Ç
ÀËÜÒÅÐÍÀÒÈÂÍÈÌÈ ÊÐÈÒÅÐIßÌÈ

The method of finding of attainable optimum solutions of linear problem of lexicographical multicri-
teria optimization with alternative criteria by reduce it to the problem of onecriterion optimization
with a scalar objective function is considered.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìåòîä çíàõîäæåííÿ äîñÿæíèõ îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíî¨ çàäà÷i ëåêñèêî-
ãðàôi÷íî¨ áàãàòîêðèòåðiàëüíî¨ îïòèìiçàöi¨ ç àëüòåðíàòèâíèìè êðèòåðiÿìè øëÿõîì çâåäåííÿ
¨¨ äî îäíîêðèòåðiàëüíî¨ çàäà÷i ç ñêàëÿðíîþ öiëüîâîþ ôóíêöi¹þ.

Âñòóï. Ó [1,2] ðîçãëÿíóòî ïiäõiä äî ðîçâ'ÿçàííÿ ëiíiéíî¨ çàäà÷i ëåêñèêîãðà-
ôi÷íî¨ îïòèìiçàöi¨, ÿêèé  ðóíòó¹òüñÿ íà çâåäåííi ¨¨ äî îäíîêðèòåðiàëüíî¨ çàäà÷i
ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ ç âèêîðèñòàííÿì âiäïîâiäíî¨ ëiíiéíî¨ çãîðòêè êðèòå-
ði¨â. Ó äàíié ñòàòòi ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ó [2], çàñòîñîâóþòüñÿ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ
äåÿêèõ çàäà÷ ëåêñèêîãðàôi÷íî¨ îïòèìiçàöi¨ ç àëüòåðíàòèâíèìè êðèòåðiÿìè.

1. Çàäà÷à ëåêñèêîãðàôi÷íî¨ îïòèìiçàöi¨ ç àëüòåðíàòèâíèìè êðèòå-
ðiÿìè

Çàäà÷i ëåêñèêîãðàôi÷íî¨ îïòèìiçàöi¨ âèíèêàþòü ó âèïàäêó, êîëè ðiøåííÿ
ïðèéìà¹òüñÿ íà îñíîâi äåêiëüêîõ ñòðîãî ðàíæèðîâàíèõ êðèòåði¨â. Àëå ÷àñòî
òàêîæ òðàïëÿþòüñÿ ñèòóàöi¨, êîëè ðiøåííÿ íåîáõiäíî ïðèéìàòè, âðàõîâóþ÷è
òiëüêè îäèí àáî äåêiëüêà êðèòåði¨â ÿêíàéâèùîãî ðàíãó, ùî çàäîâîëüíÿþòü íà-
ïåðåä çàäàíèì âèìîãàì. Äàíó çàäà÷ó áóäåìî íàçèâàòè çàäà÷åþ ëåêñèêîãðàôi-
÷íî¨ îïòèìiçàöi¨ ç àëüòåðíàòèâíèìè êðèòåðiÿìè. Ïðèêëàäîì òàêî¨ çàäà÷i ìîæå
áóòè çàäà÷à ïëàíóâàííÿ âèðîáíèöòâà â çàëåæíîñòi âiä âiäáîðó îäíîãî iç q ñïî-
æèâà÷iâ.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ äåÿêå ïiäïðè¹ìñòâî, ÿêå ìîæå âèïóñêàòè n âèäiâ ïðîäóêöi¨ ç
âèêîðèñòàííÿì m âèäiâ ðåñóðñiâ.

Íåõàé
bi� çàïàñè ðåñóðñó i-ãî âèäó;
aij� êiëüêiñòü ðåñóðñó i-ãî âèäó, ÿêà íåîáõiäíà äëÿ âèïóñêó îäíi¹¨ îäèíèöi

ïðîäóêöi¨ j-ãî âèäó;
ρj� íàéìåíøà êiëüêiñòü ïðîäóêöi¨ j-ãî âèäó, ÿêà îáîâ'ÿçêîâî ïîâèííà âèïó-

ñêàòèñÿ ïiäïðè¹ìñòâîì;
clj� öiíà îäíi¹¨ îäèíèöi ïðîäóêöi¨ j-ãî âèäó, ÿêó ïðîïîíó¹ l-òîâèé ñïîæèâà÷;
ml� ìiíiìàëüíà âåëè÷èíà äîõîäó ïiäïðè¹ìñòâà, ïðè ÿêié ìîæå áóòè âèáðàíî

l-ãî ñïîæèâà÷à.
Êîæíîìó ñïîæèâà÷ó çà äåÿêèìè ïðàâèëàìè ïðèñâîþ¹òüñÿ ðàíã. Ïåðøèé ñïî-

æèâà÷ ìà¹ íàéâèùèé ðàíã, à q-òîâèé � íàéíèæ÷èé. Ðàíã i-ãî ñïîæèâà÷à âèùå
çà ðàíã j-ãî òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè i < j.

Âèìàãà¹òüñÿ ñêëàñòè îïòèìàëüíèé ïëàí âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨, ÿêèé äîçâî-
ëÿ¹ îäåðæàòè ìàêñèìàëüíî ìîæëèâèé äîõiä â çàëåæíîñòi âiä âèáîðó ñïîæèâà÷à
ÿêíàéâèùîãî ðàíãó.

Ïîáóäó¹ìî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü çàäà÷i. Íåõàé xj � êiëüêiñòü ïðîäóêöi¨ j-
ãî âèäó, ùî áóäå âèãîòîâëÿòèñÿ ïiäïðè¹ìñòâîì. Òîäi îáìåæåííÿ íà ìiíiìàëüíî
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íåîáõiäíi îá'¹ìè âèïóñêó ïðîäóêöi¨ òà îáìåæåííÿ íà íàÿâíi çàïàñè ðåñóðñiâ îïè-
ñóþòüñÿ íàñòóïíèìè óìîâàìè

xj ≥ ρj, j = 1, 2, ..., n, (1)
n∑

j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, 2, ..., m. (2)

Ìíîæèíó âåêòîðiâ x = (x1, x2, ..., xn), ùî çàäîâîëüíÿþòü îáìåæåííÿì (1),(2)
ïîçíà÷èìî X. Äîõiä ïiäïðè¹ìñòâà çà óìîâè âèáîðó l-ãî ñïîæèâà÷à âèçíà÷à¹òüñÿ
ôóíêöi¹þ

cl (x) = cl1x1 + cl2x2 + ... + cl nxn, l ∈ {1, 2, ..., q} .

Òàêèì ÷èíîì, êîæíîìó l-òîìó ñïîæèâà÷ó âiäïîâiäà¹ êðèòåðié cl (x) , l ∈ {1, 2, ...,
q}. Çà óìîâîþ çàäà÷i, äîõiä âiä ðåàëiçàöi¨ ïðîäóêöi¨ âèáðàíîìó l-òîâîìó ñïîæè-
âà÷ó ïîâèíåí áóòè íå ìåíøèì, íiæ ml, òîáòî

cl (x) ≥ ml, l ∈ {1, 2, ..., q} . (3)

Êðèòåðié cl (x), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi (3), íàçâåìî äîïóñòèìèì.
Îñêiëüêè ñïîæèâà÷i, à îòæå i êðèòåði¨, ñòðîãî óïîðÿäêîâàíi çà ðàíãàìè, òî

äàíó çàäà÷ó ìîæíà áóëî á ðîçãëÿäàòè ÿê çàäà÷ó ëåêñèêîãðàôi÷íî¨ ìàêñèìiçàöi¨
[3]

maxLc (x) , x ∈ X, (4)
äå c (x) = (c1 (x) , c2 (x) , ..., cq (x)). Îäíàê, ó äàíié çàäà÷i âèìàãà¹òüñÿ âèáðàòè
òiëüêè îäèí êðèòåðié ÿêíàéâèùîãî ðàíãó, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi (3). ßêùî
íà ìíîæèíi X îáìåæåííÿ (3) äëÿ êðèòåðiþ âèùîãî ðàíãó íå âèêîíó¹òüñÿ, òî
öåé êðèòåðié (à îòæå i âiäïîâiäíå îáìåæåííÿ) íåîáõiäíî âèêëþ÷èòè ç ðîçãëÿ-
äó i øóêàòè äîïóñòèìèé êðèòåðié ÿêíàéâèùîãî ðàíãó ñåðåä êðèòåði¨â íèæ÷îãî
ðàíãó.

Íåõàé ôóíêöiîíàë

L (x) = ᾱ1c1 (x) + ᾱ2c2 (x) + ...ᾱqcq (x) ,

äå ÷èñëà ᾱ1, ᾱ1, ..., ᾱq âèáðàíî çãiäíî [2], çàäà¹ ëåêñèêîãðàôi÷íèé ïîðÿäîê âiä-
äà÷i ïåðåâàãè íà ìíîæèíi êðàéíiõ òî÷îê ìíîæèíè X. Òîäi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i
ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ [2]

max L (x) , x ∈ X,

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i ëåêñèêîãðàôi÷íî¨ îïòèìiçàöi¨ (4).
Îñêiëüêè âèìàãà¹òüñÿ âèáðàòè òiëüêè îäèí êðèòåðié ÿêíàéâèùîãî ðàíãó, òî

äîõiä z ïiäïðè¹ìñòâà âèðàæà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ

z = α1c1 (x) + α2c2 (x) + ... + αqcq (x) , (5)

äå
αl = ᾱlyl, l = 1, 2, ..., q,

yl =

{
1, ÿêùî âèáèðà¹ìî l−òîâèé êðèòåðié,
0, iíàêøå, l = 1, 2, ..., q,
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q∑

l=1

yl = 1,

Ïðèðîäíî ââàæàòè, ùî cl (x) ≥ 0, x ∈ X, l = 1, 2, ..., q. Òîäi çàäà÷à çíàõî-
äæåííÿ äîïóñòèìîãî êðèòåðiþ ÿêíàéâèùîãî ðàíãó òà âiäïîâiäíîãî îïòèìàëüíî-
ãî ïëàíó âèïóñêó ïðîäóêöi¨ çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i çíàõîäæåííÿ ìàêñèìóìó ôóí-
êöiîíàëà

z = α1c1 (x) + α2c2 (x) + ... + αqcq (x) → max (6)
íà äîïóñòèìié ìíîæèíi, ùî çàäà¹òüñÿ îáìåæåííÿìè

n∑
j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, 2, ..., m, (7)

xj ≥ ρj, j = 1, 2, ..., n, (8)

cl (x) ≥ mlyl, l = 1, 2, ..., q. (9)

αl = ᾱlyl, l = 1, 2, ..., q, (10)

q∑

l=1

yl = 1, (11)

yl ∈ {0, 1} , l = 1, 2, ..., q. (12)
Òåîðåìà 1. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6)-(12) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i çíàõîäæåííÿ îïòè-

ìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó â çàëåæíîñòi âiä âèáîðó äîïóñòèìîãî êðèòåðiþ ÿêíàéâè-
ùîãî ðàíãó.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî gl∗ = (x∗, y∗, α∗) ∈ Rn+q+q � îïòèìàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6)-(12), îäåðæàíèé ïðè âèáîði äîïóñòèìîãî êðèòåðiþ cl∗, íå ¹
ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó â çàëåæíîñòi âiä âèáîðó
äîïóñòèìîãî êðèòåðiþ ÿêíàéâèùîãî ðàíãó. Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ òàêèé äîïóñòè-
ìèé êðèòåðié ck, i âiäïîâiäíèé éîìó äîïóñòèìèé ðîçâ'ÿçîê gk =

(
xk, yk, αk

)
, ðàíã

ÿêîãî ¹ âèùèì çà ðàíã êðèòåðiþ cl∗ (k < l∗).
Òàê ÿê cl∗ ¹ äîïóñòèìèì êðèòåði¹ì, òî yl∗ = 1, αl∗ = ᾱl∗

z
(
gl∗) = ᾱl∗cl∗ (x∗) .

Àíàëîãi÷íî ç äîïóñòèìîñòi êðèòåðiþ ck âèïëèâà¹, ùî yk = 1, αk = ᾱk,

z
(
gk

)
= ᾱkck

(
xk

)
.

Âðàõîâóþ÷è âèáið êîåôiöi¹íòiâ ᾱ1, ᾱ1, ..., ᾱq, îäåðæèìî

z
(
gk

)
> z

(
gl∗) ,

ùî ïðîòèði÷èòü îïòèìàëüíîñòi gl∗. Îäåðæàíå ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü òåîðåìó.
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Çàóâàæèìî, ùî çàäà÷à çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó â çàëåæíîñòi
âiä âèáîðó d äîïóñòèìèõ êðèòåði¨â ÿêíàéâèùîãî ðàíãó çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i (6)-
(12), ó ÿêié óìîâà (11) çàìiíþ¹òüñÿ óìîâîþ

q∑

l=1

yl = d.

ßêùî æ êiëüêiñòü äîïóñòèìèõ êðèòåði¨â íå îáìåæó¹òüñÿ, òî îáìåæåííÿ (11) ó
çàäà÷i (6)-(12) íåîáõiäíî âiäêèíóòè.

2. Çàäà÷à ëåêñèêîãðàôi÷íî¨ îïòèìiçàöi¨ ç àëüòåðíàòèâíèìè çàëå-
æíèìè êðèòåðiÿìè

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ó çàäà÷i ëåêñèêîãðàôi÷íî¨ îïòèìiçàöi¨ ç àëüòåðíà-
òèâíèìè êðèòåðiÿìè äëÿ äîïóñòèìîñòi êðèòåðiþ cl (x) , l ∈ D ⊂ {1, 2, ..., q}, êðiì
âèêîíàííÿ óìîâè (3), äîäàòêîâî âèìàãà¹òüñÿ, ùîá òàêà óìîâà âèêîíóâàëàñü õî-
÷à á äëÿ îäíîãî iç êðèòåði¨â ci (x) , i ∈ Il ⊂ {1, 2, ..., q}. Çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ
îïòèìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó â çàëåæíîñòi âiä âèáîðó p(p > 1) äîïóñòèìèõ êðèòåði¨â
ÿêíàéâèùîãî ðàíãó íàçâåìî çàäà÷åþ ëåêñèêîãðàôi÷íî¨ îïòèìiçàöi¨ ç àëüòåðíà-
òèâíèìè çàëåæíèìè êðèòåðiÿìè.

Íåõàé g∗ = (x∗, y∗, α∗) ∈ Rn+q+q ¹ îïòèìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

z = α1c1 (x) + α2c2 (x) + ... + αqcq (x) → max,

n∑
j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, 2, ..., m,

xj ≥ ρj, j = 1, 2, ..., n,

cl (x) ≥ mlyl, l = 1, 2, ..., q,

αl = ᾱlyl, l = 1, 2, ..., q,
q∑

l=1

yl = p,

∑
j∈Il

yj ≥ yl, l ∈ D,

yl ∈ {0, 1} , l = 1, 2, ..., q.

Òåîðåìà 2. x∗ ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó â
çàëåæíîñòi âiä âèáîðó p äîïóñòèìèõ çàëåæíèõ êðèòåði¨â ÿêíàéâèùîãî ðàíãó.
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