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СЛАБО ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ С ПАРАМЕТРОМ ГРАНИЧНЫЕ
ЗАДАЧИ И НЕИЗВЕСТНЫМИ ДОПОЛНИТЕЛЬНЫМИ
ФУНКЦИЯМИ НА ГРАНИЦЕ ОБЛАСТИ. ОЦЕНКИ
ФУНДАМЕНТАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ РЕШЕНИЙ.

A certain a class of elliptic boundary value problems is considered in domain. The elliptic opera-
tor polinomialy depends on parameter and the boundary conditions contain additional functions
defined on the boundary of the domain. For these problems the definition of weakly ellipticity
with a parameter is introduced. By means of method Vishik-Iyusternik fundamental decisions of
a problem are under construction and their estimations are received.

Исследуются эллиптические краевые задачи в эвклидовой области, для которых эллиптиче-
ское уравнение зависит полиномиально от параметра, а краевые условия содержат дополни-
тельные неизвестные функции на границе. Построена фундаментальна система решений этой
задачи и получены её оценки в прстранствах Соболева.

Введение. Эллиптические операторы с параметром играют важную роль
в теории эллиптических уравнений и её приложений. Среди них отдельный ин-
терес представляют слабо эллиптические краевые задачи, рассмотренные Воле-
вичем [1–3]. Данный класс задач является обобщением эллиптических с пара-
метром задач, рассмотренных Агмоном [4] и Аграновичем-Вишиком [5]. Слабо
эллиптические задачи тесно связаны со смешаной задачей для параболических
уравнений, не разрешённых относительно старшей производной по времени [6].
Эллиптические задачи с дополнительными неизвестными функциями на грани-
це области были исследованы в работах [7–9]. Такие задачи возникают в теории
упругости, гидродинамики и, как вспомогательные, в теории эллиптических за-
дач в не гладких областях и при исследовании гиперболических задач. Автору
была поставлена задача исследовать слабо эллиптические с параметром грани-
чные задачи с неизвестными дополнительными функциями на границе области.

В настоящей работе посторена фундаментальная система решений слабо эл-
липтической с параметром граничной задачи с дополнительными неизвестными
функциями на границе области и его оценка. Статья состоит из 4 пунктов. В
п.1 даётся постановка задачи. В п.2 приведён основной результат работы. В
п.3 приводятся вспомогательные утверждения, которые касаются разрешимо-
сти модельной краевой задачи на полуоси. В п.4 дано доказательство основной
теоремы. Техника локализации позволяет на основе полученных оценок фунда-
ментальных решений получить априорные оценки в специальных нормах фун-
кциональных пространств, зависящих от большого параметра λ. Этому будет
посвящена отдельная публикация.

Пользуясь случаем автор приносит глубокую благодарность Л.Р.Волевичу ,
М.Л. Горбачуку за постановку задачи и А.А.Мурачу за обсуждение результатов.

1.Постановка задачи. 1.1. Пусть G – ограниченая открытая область в
Rn, где n ≥ 2. Предполагается, что её граница ∂G является бесконечно гладким
многообразием без края размерности n−1. Как обычноG := G∪∂G. Рассмотрим
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следующую краевую задачу, содержащую параметр λ:

A(x,D, λ)u(x) ≡
2m−2µ∑
j=0

λjA2m−j(x,D)u(x) = f(x), x ∈ G, (1)

(Bj(x
′, D)u)(x′)+

κ∑
k=1

Cjk(x
′, D′)σk(x

′) = gj(x
′), x′ ∈ ∂G, j = 1, . . . ,m+κ. (2)

Здесь λ ∈ [0;∞), m,µ,κ ∈ N, m > µ, A2m−j(x,D) – линейный дифференци-
альный оператор (л.д.о.) в G, Bj(x,D) – граничный л.д.о. на ∂G, Cj,k(x′, D′) –
касательный л.д.о. на ∂G. Коэффициенты этих операторов – комплекснозна-
чные бесконечно гладкие функции, а порядки удовлетворяют условиям

ordA2m−j ≤ 2m− j, ordBj = mj, ordCj,k ≤ mj + αk,

где mj, αk ∈ Z и

m1 ≤ m2 ≤ . . . ≤ mµ+κ < mµ+κ+1 ≤ . . .mm+κ. (3)

Как обычно, Cj,k ≡ 0 если mj + αk < 0.
Задача (1), (2) кроме неизвестной функции u(x), x ∈ G, содержит κ до-

полнительных неизвестных функций σ1(x′), . . . , σκ(x′), x′ ∈ ∂G. Поэтому число
краевых условий равно m+ κ.

Сформулируем условия, которым удовлетворяет задача (1) – (2). 1.2. Пусть
x ∈ G. Обозначим

A0(x, ξ, λ) :=

2m−2µ∑
j=0

λjA0
2m−j(x, ξ), ξ ∈ Rn, λ ∈ [0;∞),

где A0
2m−j(x, ξ)– главный символ оператора A2m−j(x,D). Заметим, что функция

A0(x, ξ, |ξ|) однородная по ξ порядка 2m.
Условие 1. Существует c > 0,такое что

|A0(ξ, λ)| ≥ C|ξ|2µ(|λ|+ |ξ|)2m−2µ. (4)

для любых ξ ∈ Rn, ξ ̸= 0, λ ∈ [0;∞).
Это условие слабой эллиптичности с параметром оператора A0(x,D, λ) в

точке x ∈ G. При µ = 0 это условие переходит в известное условие эллиптично-
сти с большим праметром [4,5, 10].

Предложение 1( [2], см. также [3]). Неравенство (4) равносильно следую-
щим условиям:

A0
2m(x, ξ) ̸= 0, A0

2µ(x, ξ) ̸= 0, A0(x, ξ, λ) ̸= 0, (5)

для любых ξ ∈ Rn, ξ ̸= 0, λ ∈ [0;∞).
Отметим, что первые два неравенства в (5) означают эллиптичность опера-

торов A0
2m(x, ξ) и A0

2µ(x, ξ).
1.3. Пусть x′ ∈ ∂G и U – достаточно малая окресность точки x′ из тополо-

гии в ∂G. Выберем в U локальные координаты (x1, . . . , xn−1, xn) такие, что xn –

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2012, вип. 23 , N 2



СЛАБО ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ С ПАРАМЕТРОМ ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ . . . 65

расстояние от точки x ∈ U до границы ∂G. Запишем в этих координатах сим-
волы A0

2m−j(x
′, ξ) и A0(x, ξ, λ) для каждого λ ∈ [0;∞). Полученные полиномы

обозначим через A0
2m−j(ξ) и A0(ξ, λ) соответственно.

Предположим, что выполняется условие 1 в точке x = frm[o]−−x′. Пусть
ξ′ ∈ Rn−1\{0} и λ ∈ [0;∞). Тогда уравнения A0(ξ′, τ, λ) = 0 и A0

2µ(ξ
′, τ) = 0

не имеют вещественных τ -корней. Обозначим через m±(ξ′, λ) и µ±(ξ′, λ) число
корней советственно первого и второго уравнений, лежащих в полуплоскости
C± := {τ ∈ C : ℑτ ≷ 0}. Но тогда числа m±(ξ′, λ) на самом деле не зависят от
ξ′ и λ, обозначим их через m±, и m+ +m− = 2m. Поскольку корни уравнения
A0(ξ′, τ, λ) = 0 непрерывно зависят от λ, то числа m± совпадают с числом
нулей в верхней (нижней) полуплоскости уравнения A0

2m(ξ
′, τ) = 0, отвечающего

λ = 0.
Условие 2. Для каждого ξ′ ∈ Rn−1\{0} выполняются равенства

m+(ξ′) = m−(ξ′) = m, µ+(ξ′) = µ−(ξ′) = µ

Это условие правильной слабой эллиптичности с параметром оператора
A0(x′, D, λ) в точке x′ ∈ ∂G.

Заметим, что при n ≥ 3 равенство µ+(ξ′) = µ−(ξ′) выполняется автоматиче-
ски [3].

1.4. Как и прежде, x′ ∈ ∂G. Запишем в локальных координатах главные
символы операторов Bj(x

′, D) и Cj,k(x
′, D′). Полученные полиномы обозначим

соответственно через B0
j (ξ) и C0

j,k(ξ), где ξ′ ∈ Rn−1, ξ ≡ (ξ′, ξn) ∈ Rn.
В задаче (1), (2) отбросим младшие члены дифференциальных операторов,

положим f ≡ 0, перейдем к локальным координатам в окрестности точки ξ′ и
применим преобразование Фурье по переменным x1, · · · , xn−1. Получим следу-
ющую краевую задачу для обыкновенного дифференциального уравнения (1)
на полуоси t := xn > 0:

A0(ξ′, Dt, λ)v(t) = 0 t > 0, (6)

(B0
j (ξ

′, Dt)v)(0) +
κ∑
k=1

C0
j,k(ξ

′)σi = φj, j = 1, . . . ,m+ κ. (7)

Здесь гладкая функция v(t) и числа σ1, . . . , σκ искомые, а φ1, . . . , φm+κ –
произвольно заданные комплексные числа. Задача (6),(7) зависит от двух па-
раметров ξ′ ∈ Rn−1\{0} и λ ∈ [0,∞). Она называется граничным символом
задачи (1), (2) в точке x′ ∈ ∂G.

Нас будут интересовать решения, удовлетворяющие условию

v(t) → 0, приt→ ∞ (8)

Условие 3. Для любых ξ′ ∈ Rn−1\{0}, λ > 0 и φ1, . . . , φm+κ ∈ C задача
(6),(7),(8) имеет единственное решение (v(t), σ1, . . . , σκ).

Это аналог условия Лопатинского для краевой задачи (1), (2) при фиксиро-
ванном λ.

1.5. В следующих двух условиях идет речь о разрешимости краевой задачи
для оператора A0(ξ′, Dt, λ) в предельных случаях λ→ ∞ и λ→ 0 (ср. с [3]).
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Пусть r ∈ {m,µ}.Рассмотрим следующую краевую задачу

A0
2r(ξ

′, Dt)v(t) = 0 t > 0, (9)

(B0
j (ξ

′, Dt)v)(0) +
κ∑
k=1

C0
j,k(ξ

′)σi = φj, j = 1, . . . , r + κ. (10)

Условие 4. Для любого ξ′ ∈ Rn−1\{0} и φ1, . . . , φr+κ ∈ C задача (9),(10),(8)
имеет единственное решение (v(t), σ1, . . . , σκ) при r = m.

Условие 5. Для любого ξ′ ∈ Rn−1\{0} и φ1, . . . , φr+κ ∈ C задача (9),(10),(8)
имеет единственное решение (v(t), σ1, . . . , σκ) при r = µ.

1.6. Поскольку при λ ̸= 0 уравнениеA0(ξ′, τ, λ) = 0 эквивалентно уравнению

A0
2µ(ξ

′, z) + λ−1A0
2µ+1(ξ

′, z) + · · ·+ λ2µ−2mA0
2m(ξ

′, z) = 0,

при больших |λ| имеются 2µ корней уравнения A0(ξ′, τ, λ) = 0, близкиx к кор-
ням уравнения A0

2µ(ξ
′, τ) = 0. Сделаем замену ε = λ−1. Поскольку при ε = 0

оператор A0(ξ′, Dt, ε) совпадает с оператором A0
2µ(ξ

′, Dt) порядка 2µ < 2m, то
при малых ε > 0 требуются поправки к решению задачи (6),(7), позволяю-
щие удовлетворить оставшимся m− µ краевым условиям. Из метода Вишика–
Люстерника [3, 11] вытекает, что эти поправки являются решением следующей
краевой задачи:

A0(0, Dt, 1)v(t) = 0, t > 0; (11)

(B0(0, Dt)v(t))|t=0 = φj, j = µ+ κ + 1, . . . ,m+ κ. (12)

Условие 6. Для любых φµ+κ+1, . . . , φm+κ ∈ C задача (11),(12),(8) имеет
единственное решение v(t).

1.7. Определение. Краевая задача (1),(2) называется слабо эллиптиче-
ской с параметром если в поизвольной точке x ∈ G выполняется условие 1 и
в произвольной точке x′ ∈ ∂G выполняются условия 2 – 6.

Из условий 1-3 следует, что при произвольных фиксированных ξ′∈Rn−1\{0}
и λ ∈ [0;∞) краевая задача (1),(2) эллиптическая как задача без параметра, но
с дополнительными неизвестными функциями на границе области [7, 8].

1.8. Наряду с задачами типа (1),(2) можна рассматривать задачи, получа-
ющиеся при замене "большого"параметра λ на "малый"параметр ε = 1/λ > 0,
рассмотренные в работе автора [12]

A(x,D, ε)u(x) ≡
2m−2µ∑
j=0

ε2m−2µ−jA2m−j(x,D)u(x) = f(x), x ∈ G,

(Bj(x
′, D)u)(x′) +

κ∑
k=1

Cjk(x
′, D′)σk(x

′) = gj(x
′), x′ ∈ ∂G, j = 1, . . . ,m+ κ.

2. Основной результат. Пусть ξ′ ∈ Rn−1\{0}, λ ∈ [0;∞) и r = {1, . . . ,m+
κ}. Рассмотрим следующий граничный символ задачи (1), (2) в точке x′ ∈ ∂G:

A0(ξ′, Dt, λ)vr(t) = 0 t > 0, (13)
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(B0
j (ξ

′, Dt)vr)(0) +
κ∑
k=1

C0
j,k(ξ

′)σ
(r)
k = δj,r, j = 1, . . . ,m+ κ. (14)

Здесь δj,r – символ Кронекера.
Из условий 1,2,3 следует, что краевая задача (13), (14) имеет единственное

решение
vr(t) = vr(t, ξ

′, λ), σ
(r)
k = σ

(r)
k (ξ′, λ), k = 1, . . . ,κ,

такое, что функция vr(t) со всеми производными экпоненциально убывает при
t→ ∞.

Система векторов (vr(t), σ
(r)
1 , . . . , σ

(r)
κ ), r = 1, . . . ,κ, линейно независимая.

Она называется фундаментальной системой решений (ф.с.р.) граничного сим-
вола.

Обозначим через ∥ · ∥ норму в пространстве L2((0,+∞)).
Основных результатом работы является следующая теорема:
Теорема. Пусть задача (1),(2) слабо эллиптическая с параметром и пусть

целое число l ≥ 0. Тогда для любых ξ′ ∈ Rn−1\{0}, λ ∈ [0;∞) граничный символ
задачи (13),(14) имеет единственное решение (vr(t), σ

(r)
1 , . . . , σ

(r)
κ ), и справедли-

вы оценки для vr(t, ξ′, λ) ф.с.р.:

||Dlvr(., ξ
′, λ)||L2(R+) ≤ (15)

≤ C


|ξ′|l−mr−1/2,

|ξ′|mµ+κ+1−mr(|λ|+ |ξ′|)l−mµ+κ+1−1/2,

|ξ′|l−mµ+κ−1/2(|λ|+ |ξ′|)mµ+κ−mr ,

(|λ|+ |ξ′|)l−mr−1/2,

r ≤ µ+ κ,
r ≤ µ+ κ,
r > µ+ κ,
r > µ+ κ,

l ≤ mµ+κ+1;

l > mµ+κ+1;

l ≤ mµ+κ;

l > mµ+κ.

с константой C, не зависящей от ξ′ и λ.
Доказательство теоремы будет приведено в п.4. Для этого в п.3 мы исследуем

условия разрешимости краевой задачи на полуоси (0;+∞) с дополнительными
неизвестными постоянными в краевых условиях.

3. Условия разрешимости краевой задачи на полуоси. В этом пункте
мы фиксируем ξ′ ∈ Rn \ {0} и для краткости обозначим B0

j (Dt) := B0
j (ξ

′, Dt),
C0
j,k := C0

j,k(ξ
′).

Рассмотрим следующую краевую задачу на полуоси:

P (Dt)v(t) = 0, t > 0, (16)

(B0
j (Dt)v)(0) +

κ∑
k=1

C0
j,kσk = φj, j = 1, . . . , p+ κ, (17)

Здесь p ∈ N и P (τ) - произвольный комплексный полином порядка ordP ≤ 2p.
Пусть γ — кусочно гладкий контур, лежащий в полуплоскости C+. Предпо-

ложим, что точно p корней τ+1 , . . . , τ+p этого полинома (с учётом их кратности)
лежат внутри области, ограниченной контуром γ (остальные корни находятся
вне замыкания этой области). Положим

P γ(τ) :=

p∏
j=1

(τ − τ+j ) =

p∑
k=0

aγkτ
p−k, P γ

j (τ) :=

j∑
k=0

aγkτ
j−k.
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Обозначим через Mγ пространство решений уравнения P γ(Dt)v(t) = 0. Про-
странство Mγ имеет размерность p и базис

hk(t) :=
1

2πi

∫
γ

eiτt
P γ
p−k(τ)

P γ(τ)
dτ, k = 1, . . . , p. (18)

Пусть

Bγ
j (τ) :=

p∑
k=1

bγj,kτ
j−1

— остаток от деления полинома B0
j (τ) на P γ(τ).

Введём матрицу Lγ =
(
Lγj,k
)
j,k=1,...,p+κ

, где

Lγj,k :=

{
bγj,k, j = 1, . . . , p+ κ; k = 1, . . . , p;

Cj,k−p, j = 1, . . . , p+ κ; k = p+ 1, . . . , p+ κ.

Назовём её матрицей Лопатинского, для задачи (16),(17), где

v ∈ Mγ. (19)

Следующая лемма является обобщением известного утверждения в теории
эллиптических краевых задач.

Лемма 1. Следующие условия эквивалентны:
(i) Для любых φ1, . . . , φp+κ ∈ C задача (16),(17),(19) имеет единственное

решение.
(ii) Матрица Лопатинского Lγ обратима.
(iii) Найдутся полиномы N1(τ), . . . , Np+κ(τ), порядка меньше p, и такие чи-

сла σr1, . . . , σrκ, r = 1, . . . , p+ κ, что

1

2πi

∫
γ

B0
j (τ)Nℓ(τ)

P γ(τ)
dτ +

κ∑
k=1

C0
j,kσ

ℓ
k = δj,ℓ, j, ℓ = 1, . . . , p+ κ. (20)

Доказательство. Импликация (i) ⇒ (ii) следует из того, что всякое ре-
шение задачи (16), (17), (19) является также решением задачи

P γ(Dt)v(t) = 0, t > 0,

(Bγ
j (Dt)v)(0) +

κ∑
k=1

C0
j,kσk = φj, j = 1, . . . , p+ κ.

Следовательно, уравнение

Lγw = col(φ1, . . . , φp+κ) ∈ Cp+κ

имеет единственное решение

w = col
(
v(0), (Dtv)(0), . . . , (D

p−1
t v)(0), σ1, . . . , σκ

)
.

Последнее равносильно обратимости матрицы Lγ.
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Импликация (ii)⇒(iii). Как показано в работе [13, часть 1, раздел 1] справе-
дливы равенства

1

2πi

∫
γ

zℓ−1P γ
p−k(z)

P γ(z)
dz = δℓ,k, ℓ, k = 1 . . . , p. (21)

Любое решение уравнения (16), пренадлежащее пространству Mγ представля-
ется в виде

v(t) =

p∑
k=1

Rkhk(t), (22)

где Rk – некоторые постоянные, которые мы найдем из граничных условий (17).
Подставим решение (22) в граничные выражения (17). Мы получим следу-

ющее

B0
j (Dt)v(t)|t=0 +

κ∑
k=1

C0
j,kσk = φj, j = 1, . . . ,m+ κ. (23)

Учитывая (18) и (22) мы получим следующее:

B0
j (Dt)v(t)|t=0 =

= B0
j (Dt) (

∑p
k=1Rkhk(t))|t=0 =

∑p
k=1RkB

0
j (Dt)hk(t)|t=0 =

=
∑p

k=1RkB
0
j (Dt)

(
1

2πi

∫
γ

P γp−k(z)

P γ(z)
eiτtdz

)∣∣∣∣∣
t=0

=

=
∑p

k=1Rk
1

2πi

∫
γ

B0
j (z)P

γ
p−k(z)

P+(z)
dz.

Интеграл в правой части последнего выражения не изменится если мы заменим
B0
j (τ) на Bγ

j (τ). Учитывая это и равенство (21) мы получим

1
2πi

∫
γ

B0
j (z)P

γ
p−k(z)

P γ(z)
dz =

∫
γ

zr−1P γm−k(z)

P γ(z)
dz =

∑p
ℓ=1 bj,ℓδℓ,k = bj,k.

Возвращаясь к (23) результате мы получили систему p + κ уравнений для на-
хождения неизвестных R1, . . . , Rp, σ1, . . . , σκ:

p∑
k=1

Rkbj,k +
κ∑
k=1

C0
j,kσk = φj, j = 1, . . . , p+ κ. (24)

Так как матрица Лопатинского обратима, то неизвестные функции однозначно
определяются.

Обозначим через D = (Dkj)k,j=1,...,p+κ – матрицу, обратную матрице Лопа-
тинского L. Если заменить в (24) φj соответственно на δj,r и учитывая пред-
ставление (18), (22) мы получим

Nℓ(τ) =

p∑
k=1

DklP
γ
p−k(τ), l = 1, . . . , p+ κ;

σℓk = Dp+k,l, k = 1, . . . ,κ; l = 1, . . . , p+ κ.
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которые удовлетворяют (20).
Импликация (iii)⇒(i). Выбирем произвольный вектор φ1, . . . , φp+κ ∈ Cp+κ.

В силу условия (iii) решением задачи (16), (17), (19) можна представить в
виде:

v(t) =
1

2πi

p+κ∑
r=1

φr

∫
γ

eiτt
Nr(τ)

P γ(τ)
dτ,

σk =

p+κ∑
r=1

φr σ
r
k, k = 1, . . . ,κ.

Так пространство решений этой задачи и пространство её правых частей име-
ют одинаковую размерность p + κ, то из существования решения следует его
единственность. Лемма 1 доказана.

Замечание 1. Элементы матрицы Лопатнского L непрерывно зависят от
корней τ+1 , . . . , τ

+
p ∈ C+ полинома P (τ). Поэтому при малом возмущении этих

корней матрица L сохраняет свою невырожденность. Следовательно, условия
(i),(ii),(iii) лемы 1 инвариантны относительно малых возмущений корней.

Замечание 2. Если контур γ ⊂ C+ охватывает все корни полинома P (τ),
лежащие в полуплоскости C+, то Mγ – пространство всех решений уравнения
(16), експоненциально убывающих к нулю при t→ ∞.

4. Доказательство теоремы. Оценки фигурирующие в теореме зависят
от двух параметров λ и |ξ′|. Доказательство этих оценок легко редуцируется к
случаю одного параметра.

Действительно, по соображениям однородности

A(ξ′, Dt, λ)u(ρt) = (A(ξ′, ρDt, λ)u)(ρt) = ρ2m(A(ξ′/ρ,Dt, λ/ρ)u)(ρt).

Аналогично
Bj(ξ

′, Dt)u(ρt) = ρmk(Bk(ξ
′/ρ,Dt)u)(ρt),

Cj,k(ξ
′)σk(ξ

′) = ρ−mr−αkCj,k(ξ
′/ρ)σk(ξ

′/ρ),

j = 1, . . . ,m+ κ, k = 1, . . . ,κ.

Отсюда следует, что функции vr(t, ξ
′, λ), σ(r)

1 (ξ′), . . . , σ
(r)
κ (ξ′) и vj(rt, ξ

′/r, λ/r),
σ
(r)
1 (ξ′/r), . . . , σ

(r)
κ (ξ′/r) одновременно являются решениями задачи (13), (14).

Из единственности решения этой задачи следует, что

vr(ξ
′, t, λ) = ρ−mrvr(ξ

′/ρ, ρt, λ/ρ), σ
(r)
k (ξ′) = ρ−mr−αkσ

(r)
k (ξ′/ρ),

откуда
||Dlvr(., ξ

′, λ)||L2(R+) = ρl−mr−1/2||Dlvr(., ξ
′/ρ, λ/ρ)||L2(R+).

Полагая ρ = |ξ′| и ω = ξ′/|ξ′|, получим

||Dlvr(., ξ
′, λ)||L2(R+) = |ξ′|l−mr−1/2||Dlvr(., ω,

λ

|ξ′|
||L2(R+).

Теорема будет доказана если для |ω| = 1 имеем

||Dlvr(ω, ·, λ)||L2((R)+) ≤ C× (25)

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2012, вип. 23 , N 2



СЛАБО ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ С ПАРАМЕТРОМ ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ . . . 71

×


1,

λmµ+κ+1−l+1/2,

λmj−mµ+κ ,

λmj−l+1/2,

j ≤ µ+ κ
j ≤ µ+ κ
j > µ+ κ
j > µ+ κ

l ≤ mµ+κ+1;

l > mµ+κ+1;

l ≤ mµ+κ;

l > mµ+κ.

для λ > 1, а левая часть ограничена константой для λ ≤ 1. Ограниченность
при λ ≤ 1 легко следует из условий 1-3. Рассмотрим случай больших λ.

Прежде чем доказывать эту оценку, мы приведем необходимый вспомога-
тельный материал. Обозначим корни уравнения A2µ(ω, τ) = 0, лежащие в C+,
через τ+1 (ω), . . . , τ+µ (ω) . Из компактности сферы {ω, |ω| = 1} cледует, что мо-
жно указать контур γ1 ∈ C+, находящийся на положительном расстоянии от
вещественной оси и охватывающий при |ω| = 1 указанные корни.

Согласно условию 2 и замечанию 2 леммы 1 найдутся такие функции σli(ω)
и полиномы Nℓ(ω, τ) (ℓ = 1, . . . , µ+ κ; i = 1, . . . ,κ), что

1

2πi

∫
γ1

Bk(ω, τ)Nℓ(ω, τ)

A+
2µ(ω, τ)

dτ +
κ∑
i=1

Cki(ω)σ
l
i(ω) = δkℓ k, ℓ = 1, . . . , µ+ κ. (26)

Следуя [3,11]определим полином

Q(τ) :=
A0(0, τ, 1)

A0
2µ(0, τ)

=

2m−2µ∑
j=0

qjτ
2m−2µ−j, qj =

A0
2m−j(0, 1)

A0
2µ(0, 1)

.

Обозначим через τ+µ+1, . . . , τ
+
m корни уравнения Q(τ) = 0 с положительными

мнимыми частями, и пусть контур γ2 ∈ C+ охватывает эти корни. Согласно
условию 6 и лемме 1 (κ = 0)найдутся такие полиномы Nℓ(τ), ℓ = µ + κ +
1, . . . ,m+ κ, что

1

2πi

∫
γ2

Bk(0, τ)Nℓ(τ)

Q+(τ)
dτ = δkℓ, k, ℓ = µ+ κ + 1, . . . ,m+ κ. (27)

Обозначим через τ+1 (ω, λ), . . . , τ+m(ω, λ) корни уравнения

A(ω, τ, λ) = 0, (28)

лежащие в C+. Согласно [1, 3] указанные выше корни разбиваются на группы
S1+(ω, λ) и S2+(ω, λ), причем выбранный выше контур γ1 ∈ C+ охватывет мно-
жества S1+(ω, λ) при всех |ω| = 1 и достаточно больших λ ≥ λ0. Аналогично
контур γ2 ∈ C+ охватывает множества λ−1S2+(ω, λ) при всех |ω| = 1 и достато-
чно больших λ ≥ λ0. Более того, в теоретико-множественном смысле

S1+(ξ′, λ) → S+
2µ(ξ

′), λ−1S2+(ξ′, λ) → S+
b , |λ| → ∞.

Через S+
2µ(ξ

′) и S+
b обозначены множества на комплексной плоскости C+, отве-

чающие, соответственно, нулям уравнения A2µ(ω, τ) = 0 и уравнения Q(τ) = 0
с положительными мнимыми частями.
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В соответствие с разбиением корней мы факторизуем символ A(ω, τ, λ) (см.
[9, предложение 1 из п.III.1.3.]):

A(ω, τ, λ) = A1+(ω, τ, λ)A2+(ω, τ, λ)A−(ω, τ, λ).

Согласно условию 5 и лемме 1 задача на полупрямой

A(ω,Dt, λ)v(t) = 0 t > 0,

Bj(ω,Dt, λ)v(0) +
κ∑
k

Cjk(ω)σk(ω) = gj j = 1, . . . , µ+ κ,

v(t) ∈ Mγ1 .

однозначно разрешима при достаточно малых λ ≥ λ0. Более того, найдутся
такие полиномы Nℓ(ω, τ, λ) и функции σli(ω) ( ℓ = 1, . . . , µ+κ; i = 1, . . . ,κ), что

1

2πi

∫
γ1

Bk(ω, τ)Nℓ(ω, τ, λ)

A1+(ω, τ, λ)
dτ +

κ∑
i=1

Cki(ω)σ
l
i(ω) = δkℓ, k, ℓ = 1, . . . , µ+ κ. (29)

Полезно отметить, что

Nℓ(ω, τ, λ) → Nℓ(ω, τ). λ→ ∞,

и равенства (29) при λ→ ∞ переходят в равенства (26).
Согласно условию 6 и лемме 1 задача на полупрямой

A
(
ω
λ
, Dt, 1

)
v(t) = 0, t > 0,

Bj

(
ω
λ
, Dt

)
v(0) = gj, j = µ+ κ + 1, . . . ,m+ κ,

v(t) ∈ Mγ2

однозначно разрешима при достаточно больших λ ≥ λ0. Более того, найдутся
такие полиномы Nℓ(ω, τ, λ), ℓ = µ+ κ + 1, . . . ,m+ κ, что

1

2πi

∫
γ2

Bk(
ω
λ
, τ)Nℓ(ω, τ, λ)

A2+(ω
λ
, τ, 1)

dτ = δkℓ, k, ℓ = µ+ κ + 1, . . . ,m+ κ. (30)

Полезно отметить, что

Nℓ(ω, τ, λ) → Nℓ(τ), λ→ ∞, ℓ > µ+ κ,

и равенства (30) при λ→ ∞ переходят в равенства (27).
Заметим, что

A2(ω, λτ, λ) = A2(
ω

λ
, τ, 1), Bj(ω, λτ) = λmjBj(

ω

λ
, τ).

В силу этих соотношений равенства (30) можно переписать в виде

1

2πi

∫
γ2

Bk(ω, λτ)Nℓ(ω, τ, λ)

A+
2 (ω, λτ, λ)

dτ = λmkδkℓ, k, ℓ = µ+ κ + 1, . . . ,m+ κ. (31)
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Вернемся к доказательству оценки (25). Поскольку все корни уравнения
(28) с положительными мнимыми частями при |ω| = 1 охватываются контурами
γ1 и λγ2, то пространство функций на полупрямой, удовлетворяющих одноро-
дному уравнению в (13) является прямой суммой подпространств Mγ1 и Mλγ2 .
Имеет место

Лемма 2. Решение vr(ω, t, λ) задачи (13)-(14) может быть представлено
в виде

vr(t, ω, λ) =
1

2πi

∫
γ1

M
(1)
j (ω, τ, λ)

A1+(ω, τ, λ)
eitτdτ +

1

2πi

∫
γ2

M
(2)
j (ω, τ, λ)

A2+(ω
λ
, τ, 1)

eitλτdτ (32)

где для функций M
(1)
r и M

(2)
r выполнены оценки

|M (1)
r (τ, ω, λ)| ≤

{
C , r ≤ µ+ κ ,
C λmµ+κ−mr , r > µ+ κ , (33)

|M (2)
r (τ, ω, λ)| ≤

{
C λ−mµ+κ+1 , r ≤ µ+ κ ,
C λ−mr , r > µ+ κ . (34)

Из этих оценок и представления (32) следует, что

∥(Dl
tvj)(·, ω, λ)∥L2(R+) ≤

{
O(1) +O(λl−mµ+κ+1− 1

2 ) , j ≤ µ+ κ ,
O(λmµ+κ−mj) +O(λl−mj−

1
2 ) , j > µ+ κ .

(35)

Неравенства (25) и соответственно основная теорема непосредственно следуют
из этих оценок.

Доказательство. Мы воспользуемся методом предложенным в работах
Л.Р.Волевича. Пусть функции w(t, ω, λ), σ1, . . . , σκ являются решением задачи
(13), в которой δjk заменены на ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm+κ) ∈ Cm+κ. Решение ищется в
виде

w(t, ω, λ) =
∑µ+κ

ℓ=1 ψℓ(ω, λ)
1

2πi

∫
γ1

Nℓ(τ,ω,λ)
A1+(τ,ω,λ)

eitτdτ+

+
∑m+κ

ℓ=µ+κ+1 ψℓ(ω, λ)
1

2πi

∫
γ2

Nℓ(τ,ω,λ)
A2+(τ,ω

λ
,1)
eitλτdτ,

(36)

σk =

µ+κ∑
ℓ=1

ψℓ(ω, λ)σ
ℓ
k , k = 1, . . . ,κ (37)

с подлежащими определению функциями ψℓ.
Функции Nℓ(τ, ω, λ) и σℓ1, . . . , σℓκ при ℓ = 1, . . . , µ+ κ удовлетворяют соотно-

шениям (29), а при ℓ = µ+κ+1, . . . ,m+κ функции Nℓ(τ, ω, λ) – соотношениям
(30). Применяя к обеим частям (36) граничный оператор Bk(ω,Dt) и полагая
t = 0, также учитывая (37) мы получим систему линейных уравнений для неи-
звестных функций ψk(ω, λ):

ψk(ω, λ) + λmk
m+κ∑

ℓ=µ+κ+1

hkℓ(ω, λ)ψℓ(ω, λ) = ϕk , (k = 1, . . . , µ+ κ) ;

µ+κ∑
ℓ=1

hkℓ(ω, λ)ψℓ(ω, λ) + λmkψk(ω, λ) = ϕk , (k = µ+ κ + 1, . . . ,m+ κ) .
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Здесь мы положили

hkℓ(ω, λ) =
1

2πi

∫
γ2

Bk(
ω
λ
, τ)Nℓ(ω, τ, λ)

A2+(ω
λ
, τ, 1)

dτ,

(k = 1, . . . , µ+ κ; ℓ = µ+ κ + 1, . . . ,m+ κ);

hkℓ(ω, λ) =
1

2πi

∫
γ1

Bk(ω, τ)Nℓ(τ, ω, λ)

A1+(τ, ω, λ)
dτ +

κ∑
i=1

Cki(ω)σ
ℓ
i ,

(k = µ+ κ + 1, . . . ,m+ κ; ℓ = 1, . . . , µ+ κ) .

Теперь мы запишем ψ = (ψ′, ψ′′), где ψ′ состоит из первых µ + κ компонент
вектора ψ, а ψ′′ состоит из остальных m−µ компонент. Аналогично ϕ = (ϕ′, ϕ′′).
Этих обозначениях наша система может быть переписана в виде

ψ′ + ∆1H12ψ
′′ = ϕ′ ,

H21ψ
′ + ∆2ψ

′′ = ϕ′′ ,

где мы использовали обозначения

∆1 :=

 λm1

. . .
λmµ+κ

 , ∆2 :=

 λmµ+κ+1

. . .
λmm+κ


и

H12 :=
(
hkℓ

)
k=1,...,µ+κ

ℓ=µ+κ+1,...,m+κ
, H21 :=

(
hkℓ

)
k=µ+κ+1,...,m+κ

ℓ=1,...,µ+κ
.

Если мы слева умножим второе уравнение на матрицу ∆1H12∆
−1
2 и вычтем

полученное равенство из первого уравнения, то получим

(I −∆1H12∆
−1
2 H21)ψ

′ = ϕ′ −∆1H12∆
−1
2 ϕ′′ .

Аналогично мы получим

(I −∆−1
2 H21∆1H12)ψ

′′ = −∆−1
2 H21ϕ

′ +∆−1
2 ϕ′′ .

В левых частях написанных выше равенств в скобках стоят матрицы, отличаю-
щиеся от единичной на матрицу, элементы которой не превосходят λmµ+κ−mµ+κ+1 .
Согласно (3) mµ+κ+1 − mµ+κ > 0. Отсюда вытекает, что эти матрицы при до-
статочно больших |λ| имеют обратные, которые мы обозначим через G1 м G2,
соответственно. Тогда мы получим

ψ′ = G1ϕ
′ − G1∆1H12∆

−1
2 ϕ′′ ,

ψ′′ = −G2∆
−1
2 H21ϕ

′ + G2∆
−1
2 ϕ′′ .

Если мы возьмем ϕ = ej (1 ≤ j ≤ µ+κ), где через ej обозначен j-й единичный
вектор, то получим

ψ′
(j) = G1ej, ψ′′

(j) = −G2∆
−1
2 H21ej, j = 1, . . . , µ+ κ.
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Аналогично для j > µ+ κ получим

ψ′
(j) = −G1∆1H12λ

−mjej, ψ′′
(j) = G2λ

−mjej, j > µ+ κ.

Вернемся к представлению (32). Обозначим через ψ′
ℓ(j) (ℓ = 1, . . . , µ + κ) –

компоненты вектора ψ′
(j), а через ψ′′

ℓ(j) (ℓ = µ+ κ + 1, . . . ,m+ κ) – компоненты
вектора ψ′′

(j). Тогда

M
(1)
j =

µ+κ∑
ℓ=1

ψ′
ℓ(j)Nℓ, M

(2)
j =

m+κ∑
ℓ=µ+κ+1

ψ′′
ℓ(j)Nℓ, σjk =

µ+κ∑
ℓ=1

ψ′
ℓ(j)σ

ℓ
k , k = 1, . . . ,κ.

Из написанных выше формул для ψ′
(j) и ψ′′

(j) следует, что при j ≤ µ+ κ

ψ′
ℓ(j) = O(1), ψ′′

ℓ(j) = O(λ−mµ+κ+1),

а при j > µ+ κ
ψ′
ℓ(j) = O(λmµ+κ−mj), ψ′′

ℓ(j) = O(λ−mj).

Таким образом, мы приходим к оценкам (33), (34). Лемма доказана.
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