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Ю. В. Ловейкiн, А. В. Сукретна (КНУ iменi Тараса Шевченка)

ВАРIАЦIЙНI МЕТОДИ ДЛЯ ВIДНОВЛЕННЯ ТОЧОК ОБ’ЄКТУ
У КОМП’ЮТЕРНОМУ ЗОРI

A problem on object points restore in computer vision is considered. Three methods of object
points restore by its projections on images are represented. Comparative analysis of presented
methods is carried out. Error of each method of object points restore is estimated. Presented
methods are illustrated by example.

У роботi розглядається задача про вiдновлення точок об’єкту в комп’ютерному зорi. Пред-
ставлено три методи вiдновлення точок об’єкту по їх проекцiях на зображеннях. Проведено
порiвняльний аналiз методiв. Оцiнено похибку кожного методу вiдновлення точок. На при-
кладi продемонстровано кожен iз методiв.

Вступ. На теперiшнiй час комп’ютений зiр активно розвивається i впрова-
джується у рiзноманiтних електронних пристроях. Цей напрямок дослiджень
вiдноситься до теорiї створення штучних систем, якi отримують iнформацiю
про об’єкти iз зображення. Уявлення про задачi, що розглядаються, та деякi
пiдходи до їх розв’язання можна отримати з [1–3].

Важливим напрямом комп’ютерного зору є вiдновлення тривимiрних моде-
лей об’єктiв, що споглядаються (або тривимiрних моделей сцени), найпростi-
шою з яких є набiр точок тривимiрного простору. Ця модель є основою для
бiльш складних, якi можуть вiдтворювати повну тривимiрну сцену. Iз робiт, в
яких розглядались методи вiдновлення точок об’єкту, вiдмiтимо [4–6].

У роботi запропоновано три методи вiдновлення точок об’єкту, якi базую-
ться на варiацiйних принципах, та проведено порiвняльний аналiз розглянутих
методiв.

1. Постановка проблеми. Будемо розглядати задачу вiдновлення триви-
мiрної точки за її проекцiями на двох зображеннях, тобто задачу триангуляцiї.
Для розв’язання цiєї задачi потрiбно знати проекцiї точки на кожному зобра-
женнi та положення зображення у просторi – центр та орiєнтацiю у просторi
камери, яка це зображення утворює.

З теоретичної точки зору ця задача тривiальна – тривимiрну точку можна
одержати як перетин променiв, кожен з яких утворений проекцiєю шуканої точ-
ки i центром камери. На практицi ж анi проекцiї шуканої точки, анi положення
зображень не можуть бути визначенi точно. У результатi променi, за допомогою
яких можна було б вiдновити тривимiрну точку, можуть взагалi не перетина-
тися.

Ми будемо розглядати методи вiдновлення тривимiрної точки, якi дозволя-
ють регуляризувати цю задачу.

Нехай у просторi задана нерухома система координат, яку називатимемо
глобальною системою координат. Також будемо розглядати локальнi системи
координат, кожна з яких пов’язана з одним iз зображень (камерою): початок
координат спiвпадає з центром камери, двi осi координат паралельнi площи-
нi зображення, третя – перпендикулярна площинi зображення i задає напрям
зору камери. Площина зображення у локальнiй системi координат задається
рiвнянням z = 1 (рис. 1).
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Уведемо деякi позначення: P = (X, Y, Z) – шукана тривимiрна точка з ко-
ординатами (X, Y, Z) у глобальнiй системi координат; pi = (xi, yi, 1) – проекцiя
шуканої точки на i-те зображення (i = 1, 2) у локальнiй системi координат,
пов’язанiй з цим зображенням; Ci – оператор переходу iз глобальної системи
координат у локальну систему координат i-го зображення (Ci – афiнний опера-
тор, тобто Cip = Rip+ti, де Ri ∈ O(3) – оператор повороту, ti ∈ R3 – зсув центра
камери); πP = (X

Z
, Y
Z
, 1) – оператор центрального проектування; πCiP = π(CiP )

– оператор проектування точки P , що задана у глобальнiй системi координат,
на i-те зображення (див. рис. 1).
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Рис. 1

2. Методи вiдтворення точок об’єкту. Розглянемо три методи вiднов-
лення точок об’єкту. Не обмежуючи загальностi, можна вважати, що локальна
система координат, пов’язана з одним iз зображень, спiвпадає з глобальною си-
стемою координат, тобто C1 = Id – тотожнiй оператор. При цьому оператор
C2 = (R|t) (C2p = Rp+ t) – деякий вiдмiнний вiд тотожного.

Метод 1 (прямий метод вiдновлення). Цей метод полягає у проведеннi
променiв через проекцiї точки i центри вiдповiдних камер та вибiр точки P
так, щоб вона лежала найближче до проведених променiв.

Критерiєм якостi в цьому пiдходi вiдновлення точки об’єкту є: точку P об’-
єкту вибираємо як середню точку спiльного перпедикуляра двох мимобiжних
прямих, кожна з яких проведена через одну проекцiю точки i центр вiдповiдної
камери.

Задача вiдшукання точки P має вигляд

P = (1− λ)αp1 + λC−1
2 (βp2),

де λ ∈ [0, 1], i величини α, β ∈ R визначаються iз варiацiйної задачi{
f(α, β) = ∥C2(αp1)− βp2∥2 → inf,

α, β > 0.
(1)
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Задача (1) дозволяє знайти кiнцi спiльного перпендикуляра мiж мимобiжни-
ми прямими. Коефiцiєнт λ можна брати будь-яким в межах вiдрiзку [0, 1]. Ми,
для визначеностi, вiзьмемо λ = 1

2
.

Функцiя f(α, β) є неперервною опуклою функцiєю. Умова додатностi ве-
личин α i β виключає можливiсть розташування точки P "позаду" камери, у
такому разi задача не має розв’язку.

Теорема 1. Якщо розв’язки лiнiйної алгебраїчної системи{
α∥p1∥2 − βRp1 · p2 = −t ·Rp1,
αRp1 · p2 − β∥p2∥2 = −t · p2,

(2)

де "·" – стандартний скалярний добуток, додатнi, вони спiвпадають з розв’яз-
ками задачi (1). У протилежному випадку задача (1) розв’язкiв не має.

Без умови додатностi α i β система (2) має єдиний розв’язок при виконаннi
нерiвностi ∥p1∥∥p2∥ −Rp1 · p2 ̸= 0, яка означає, що прямi не є паралельними.

Доведення теореми 1 легко одержується з необхiдних i достатнiх умов ло-
кального екстремуму.

Метод 2 (метод напiвпроектування). У цьому методi критерiєм якостi для
вiдшукання точки P є: точку P шукаємо на променi, проведеному через одну
проекцiю i центр вiдповiдної камери, таку, щоб проекцiя точки P на друге
зображення найменше вiдхилялась вiд заданої проекцiї на цьому зображеннi.

Задача знаходження точки P має вигляд:
P = αp1,

де α визначається як розв’язок задачi{
f(α) = ∥πC2(αp1)− p2∥2 → inf,

α > 0.
(3)

Теорема 2. Задача (3) еквiвалентна задачi{
g(α) = ∥C2(αp1)− (C2(αp1))zp2∥2 → inf,

α > 0,
(4)

де iндекс z означає останню координату вектора.

Неважко впевнитись, що розв’язки задач (3) i (4) шукаються з одного i того
ж лiнiйного алгебаїчного рiвняння

α∥Rp1 − (Rp1)zp2∥2 +
(
t− tzp2

)
·
(
Rp1 − (Rp1)zp2

)
= 0.

Метод 3 (метод проектування). Критерiй якостi у цьому методi такий: то-
чку P вибираємо так, щоб сума квадратiв вiдстаней вiд проекцiй точки P на
зображення до заданих проекцiй на цих зображеннях була мiнiмальна.

Точка P шукається iз задачi

f(P ) = ∥πP − p1∥2 + ∥πC2P − p2∥2 → inf . (5)

Неважко впевнитись, що задача (5) еквiвалентна задачi

f(P ) = ∥P − Pzp1∥2 + ∥C2P − (C2P )zp2∥2 → inf . (6)
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Оператор C2 = (R|t) – афiнний (C2p = Rp + t) , позначимо R =

 r1 r2 r3
r4 r5 r6
r7 r8 r9

 .

Також уведемо позначення: a1 = r1 − r7x2, a2 = r4 − r7y2, a3 = r2 − r8x2,
a4 = r5 − r8y2, a5 = r3 − r9x2, a6 = r6 − r9y2, b1 = x2tz − tx, b2 = y2tz − ty.

Теорема 3. Якщо система

(1 + a21 + a22)X + (a1a3 + a2a4)Y + (a1a5 + a2a6 − x1)Z = b1a1 + b2a2,

(a1a3 + a2a4)X + (1 + a23 + a24)Y + (a3a5 + a4a6 − y1)Z = b1a3 + b2a4,

(x1 + a1a5 + a2a6)X + (y1 + a3a5 + a4a6)Y + (a25 + a26 − x21 − y21)Z = b1a5 + b2a6

вiдносно P = (X, Y, Z) має єдиний розв’язок, вiн є розв’язком задачi (6). У
протилежному випадку задача (6) розв’язку не має.

Доведення теореми одержується з використанням необхiдних i достатнiх
умов локального екстремуму.

3. Приклад застосування представлених методiв. Застосуємо мето-
ди 1–3 до конкретного прикладу. Розглянемо два зображення, якi тiльки зсунутi
одне вiдносно iншого на вiдстань 0.05, повороту немає. Така вiдстань мiж зобра-
женнями є природною. Координати точок на зображеннях можуть змiнюватись
у межах [−0.5, 0.5] по осi x, [−0.375, 0.375] по осi y. На кожному зображеннi за-
данi проекцiї точок, якi лежать на прямiй перпендикулярнiй до зображень. У
результатi пiдрахункiв були одержанi результати, якi наведенi у таблицi.

Справжнi
точки P 0.02

0.01
1.5

 0.02
0.01
3.5

 0.02
0.01
5.5

 0.02
0.01
7.5

 0.02
0.01
9.5

 0.02
0.01
11.5

 0.02
0.01
13.5

 0.02
0.01
15.5

 0.02
0.01
17.5



Метод 1
Точки P Похибка 0.019998
0.010000
1.499948

 5.211904e-5 0.019999
0.010000
3.499920

 7.963874e-5 0.019953
0.009990
5.494241

 5.759442e-3 0.019979
0.009995
7.496522

 3.477639e-3 0.019879
0.009973
9.474371

 2.562935e-2 0.019880
0.009973
11.469248

 3.075243e-2 0.020027
0.010006
13.508226

 8.226443e-3 0.019637
0.009919
15.375013

 1.249872e-1 0.019660
0.009924
17.367718

 1.322827e-1

Метод 2
Точки P Похибка 0.020000
0.010000
1.500000

 1.192275e-7 0.020000
0.010000
3.500000

 2.384277e-7 0.020000
0.010000
5.500000

 4.768417e-7 0.020000
0.010000
7.500000

 4.768417e-7 0.020000
0.010000
9.500000

 4.768417e-7 0.020000
0.010000
11.499999

 9.536743e-7 0.020000
0.010000
13.499999

 9.536766e-7 0.020000
0.010000
15.500000

 3.569312e-7 0.020000
0.010000
17.499998

 1.907350e-6

Метод 3
Точки P Похибка 0.020000
0.010000
1.500000

 1.192275e-7 0.020000
0.010000
3.499999

 9.537052e-7 0.020000
0.010000
5.500000

 4.768517e-7 0.020000
0.010000
7.499999

 1.430514e-6 0.020000
0.010000
9.499999

 9.536761e-7 0.020000
0.010000
11.499999

 9.536766e-7 0.020000
0.010000
13.500000

 1.862645e-9 0.020000
0.010000
15.500001

 9.536761e-7 0.020000
0.010000
17.500000

 3.725290e-9
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 0.02
0.01
19.5

 0.02
0.01
21.5

 0.02
0.01
23.5

 0.02
0.01
25.5

 0.02
0.01
27.5

 0.02
0.01
29.5

 0.02
0.01
31.5

 0.02
0.01
33.5

 0.02
0.01
35.5

 0.02
0.01
37.5

 0.02
0.01
39.5



 0.020124
0.010028
19.553869

 5.386940e-2 0.019382
0.009863
21.204769

 2.952316e-1 0.019970
0.009993
23.484341

 1.565936e-2 0.018979
0.009773
24.921595

 5.784063e-1 0.021218
0.010271
28.244469

 7.444697e-1 0.018377
0.009639
28.435957

 1.064044 0.022554
0.010568
33.288132

 1.788134 0.019259
0.009835
32.948181

 5.518194e-1 0.021802
0.010400
36.921692

 1.421693 0.019739
0.009942
37.282703

 2.172968e-1 0.018204
0.009601
37.923180

 1.576821

 0.020000
0.010000
19.499998

 1.907350e-6 0.020000
0.010000
21.500000

 1.192275e-7 0.020000
0.010000
23.500002

 1.907350e-6 0.020000
0.010000
25.499998

 1.907350e-6 0.020000
0.010000
27.500000

 2.082501e-9 0.020000
0.010000
29.499998

 1.907349e-6 0.020000
0.010000
31.500000

 2.082501e-9 0.020000
0.010000
33.500004

 3.814698e-6 0.020000
0.010000
35.500004

 3.814698e-6 0.020000
0.010000
37.500000

 2.082501e-9 0.020000
0.010000
39.500000

 2.082501e-9

 0.020000
0.010000
19.500000

 3.725290e-9 0.020000
0.010000
21.499998

 1.907352e-6 0.020000
0.010000
23.499998

 1.907358e-6 0.020000
0.010000
25.500000

 3.839941e-9 0.020000
0.010000
27.500000

 3.725290e-9 0.020000
0.010000
29.500000

 3.259084e-9 0.020000
0.010000
31.499998

 1.907350e-6 0.020000
0.010000
33.500008

 7.629403e-6 0.020000
0.010000
35.500008

 7.629395e-6 0.020000
0.010000
37.499992

 7.629395e-6 0.020000
0.010000
39.500004

 3.814698e-6

При вiддаленi точки P вiд зображень похибка у другому та третьому ме-
тодах змiнюється несуттєво. У першому методi при вiддаленi точки P похибка
значно зростає. Це пояснюється тим, що при малих кутах мiж променями об-
умовленiсть матрицi системи (2) значно погiршується, що негативно впливає на
точнiсть розв’язку цiєї системи.

Висновки. У роботi представлено три методи вiдновлення точок об’єкту
за проекцiями цих точок, заданих на двох зображеннях. Цi методи базуються
на варiацiйних принципах, що дозволяє регуляризувати задачу вiдновлення то-
чок об’єкту при неточних вхiдних даних. На основi iлюстративного прикладу
проведено порiвняльний аналiз представлених методiв.
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