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НАПIВМАРКОВСЬКI ВИПАДКОВI ЕВОЛЮЦIЇ У СХЕМI
УСЕРЕДНЕННЯ

The sufficient conditions for weak convergence of semi-Markov random evolutions in averaging
scheme to the solution of ordinary differential equations with restrictions in local characteristics of
”basic” processes are obtained.

Одержано достатнi умови слабкої збiжностi напiвмарковських випадкових еволюцiй у схемi
усереднення до розв’язку звичайного диференцiального рiвняння при обмеженнях на локаль-
нi характеристики "базових"процесiв.

Вступ. Випадковi еволюцiї з марковськими переключеннями у схемi усе-
реднення з параметром ε → 0 (ε > 0) дослiджено в монографiї [1] (Роздiл
3-6) з використанням компенсуючого оператора(КО), введеного у роботах [1,2].
Загальна схема збiжностi випадкових еволюцiй (див. [1], Передмова) основана
на вивченнi збiжностi КО з використанням розв’язкiв проблеми сингулярного
збурення ( [1], Роздiл 5) та мартингальної характеризацiї марковських проце-
сiв [1, 3]. Слабку збiжнiсть найпростiшої напiвмарковської випадкової еволю-
цiї(однорiдного руху з випадковою швидкiстю) у схемi усереднення дослiджено
в роботi [4].

У данiй роботi розглядаються напiвмарковськi випадковi еволюцiї(НМВЕ),
що задаються напiвмарковськими випадковими процесами в евклiдовому прос-
торi [1, 5] з марковськими переключеннями [1, 5, 6].

З’ясовано, що загальна схема збiжностi випадкових еволюцiй, розвинута в
монографiї [1], забезпечує асимптотичний аналiз НМВЕ у схемi усереднення.

Не має сумнiву в тому, що аналогiчна схема збiжностi може бути застосована
у схемi дифузiйної апроксимацiї при додаткових умовах балансу (див. [1]).

1. Постановка задачi та позначення. Отже, розглянемо НМВЕ у Rd, що
задається стохастичним адитивним функцiоналом

ξ(t) = ξ(0) +

t∫
0

η(ds;x(s)) +

t∫
0

γ(ds;x(s)), t ≥ 0. (1)

Однорiдний ергодичний марковський стрибковий процес перемикань x(t),
t ≥ 0 розглядається у стандартному просторi (E,E) зi стацiонарним розподiлом
π(B), B ∈ E та визначений напiвгрупою Qtφ(x) :=

∫
E

φ(y)Pt(x, dy), t ≥ 0 [1,

6], де Pt(x,A) := P{x(t) ∈ A|x(0) = x}. Напiвгрупа Qt, t ≥ 0 породжується
генератором Q:

Qφ(x) := q(x)

∫
E

P (x, dy)[φ(y)− φ(x)],

де P (x,A) := P{xk+1 ∈ A|xk = x} – ймовiрнiсть переходу для вкладеного лан-
цюга Маркова xk, k ≥ 0; q(x) – iнтенсивнiсть стрибкiв. Позначимо через Π –
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проектор марковського процесу x(t), t ≥ 0, R0 – його потенцiал(див. [1, 6]):

Πφ(x) =

∫
E

π(dx)φ(x),

R0φ(x) :=

∞∫
0

(Qt − Π)φ(x)dt.

Напiвмарковськi процеси η(t; x), t ≥ 0, x ∈ E в евклiдовому просторi Rd, d ≥
1 породжуються процесами марковського вiдновлення(ПМВ) (ηn, τn), n ≥ 0, де
ηn := η(τn;xn), xn := x(τn). ПМВ задаються напiвмарковськими ядрами [1,5]:

G(u, dv, t;x) := G(u, dv;x)Fu(t), u ∈ Rd, dv ∈ Rd, t ≥ 0, x ∈ E, (2)

де умовнi розподiли приростiв вкладеного ланцюга Маркова ηn, n ≥ 0 визна-
чаються спiввiдношенням:

G(u, dv;x) := P{∆ηn+1 ∈ dv|ηn = u, xn = x},∆ηn+1 := ηn+1 − ηn;

умовна функцiя розподiлу часу перебування в станах θn+1 := τn+1 − τn:

Fu(t) := P{θn+1 ≤ t|ηn = u} = P (θu ≤ t), t ≥ 0,

τn, n ≥ 0 – моменти вiдновлення напiвмарковського процесу. Позначимо через
ν(t) := max{n : τn ≤ t} – рахуючий процес, τ(t) := τν(t).

Випадковий процес (1), враховуючи означення η(t), t ≥ 0 та θn, n ≥ 1, запи-
шемо у розгорнутому виглядi:

ξ(t) = ξ(0)+

ν(t)∑
n=1

η(θn, x(τn−1))+η(t−τ(t), x(t))+
ν(t)∑
n=1

γ(θn, x(τn−1))+γ(t−τ(t), x(t)).

Введемо позначення

mk(u) :=

∞∫
0

tkdFu(t), k = 1, 2;λ(u) := 1/m1(u);

η(t) :=

t∫
0

η(ds;x(s)), γ(t) :=

t∫
0

γ(ds; x(s))ds;

G(x)φ(u) :=

∫
Rd

G(u, dv;x)φ(u+ v), u ∈ Rd.

Неперервна складова еволюцiї γ(t), t ≥ 0 мiж моментами вiдновлення τn та
τn+1, за умови x(τn) = x, x ∈ E, задається напiвгрупами Γt(x), t ≥ 0 з генерато-
рами

Γ(x)φ(u) := a(u; x)φ′(u) +

∫
Rd

(φ(u+ v)− φ(u)− vφ′(u))Γ(u, dv; x). (3)
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Згiдно введених вище позначень

ξ(t) = ξ(0) + η(t) + γ(t). (4)

Надалi буде важливим той факт, що випадковi процеси η(t) та γ(t) є однорiд-
ними.

2. Компенсуючий оператор. Обчислимо КО розширеного ПМВ

ζn := (ξn, xn, τn) ,

де ξn := ξ(τn), xn := x(τn):

Лема 1. КО ζn, n ≥ 0 задається формулою

Lφ(u, x, t) = λ(u)

 ∞∫
0

Fu(ds)QsΓs(x)G(x)φ(u, x, t+ s)− φ(u, x, t)

 ,
для u ∈ Rd, x ∈ E, t ≥ 0.

Доведення. Згiдно означення КО [1]:

Lφ(u, x, t) := λ(u)E[φ (ξn+1, xn+1, τn+1)− φ (ξn, xn, τn) | (ξn, xn, τn) = (u, x, t)] =

λ(u)E[φ (u+∆ξn+1, x+∆xn+1, t+∆τn+1)− φ (u, x, t) | (ξn, xn, τn) = (u, x, t)],

де ∆ξn+1 := ξn+1 − ξn, ∆xn+1 := xn+1 − xn = x(θn+1), ∆τn+1 := τn+1 − τn = θn+1.
Згiдно (4) прирiст ∆ξn+1 рiвний

∆ξn+1 = ∆ηn+1 +∆γn+1,

де ∆ηn+1 := η(τn+1)− η(τn) = η(θn+1), ∆γn+1 := γ(τn+1)− γ(τn) = γ(θn+1).
Тодi

Lφ(u, x, t) = λ(u)

 ∞∫
0

Fu(ds)QsΓs(x)G(x)φ(u, x, t+ s)− φ(u, x, t)

 .
Пояснимо дану формулу. Найперше потрiбно вказати, що напiвгрупа Qs дiє

по x ∈ E, напiвгрупи Γs(x) та оператори G(x) – по u ∈ Rd. При фiксованих
τn = t, τn+1 = t + s, одержимо фiксований час перебування у станi θn+1 = s.
Обчислимо умовне математичне сподiвання для приростiв ∆ξ(s) та ∆x(s):

E[φ (u+ ξ(s), x+ x(s), t+ s)− φ (u, x, t) | (ξn, xn, τn) = (u, x, t)] =

E[φ (u+ η(s) + γ(s), x+ x(s))− φ (u, x, t) | (ξn, xn, τn) = (u, x, t)] =

= QsΓs(x)G(x)φ(u, x, t+ s)− φ(u, x, t).

Усереднюючи останню формулу за розподiлом θn+1, отримаємо твердження ле-
ми. Лема 1 доведена.
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3. Випадковi еволюцiї у схемi усереднення. Специфiка задачi усере-
днення полягає в тому, щоб забезпечити усереднення НМВЕ на зростаючих
iнтервалах часу нормуванням моментiв стрибкiв напiвмарковського процесу та
величини стрибкiв малим параметром серiї ε → 0(ε > 0). При цьому необхiдно
нормувати марковський процес переключень так, щоб кiлькiсть переключень
зростала при ε → 0, а також так, щоб кiлькiсть стрибкiв напiвмарковсько-
го процесу мiж двома сусiднiми моментами переключень також зростала при
ε→ 0.

До того ж, проблему сингулярного збурення для компенсуючого оператора
легко розв’язувати, коли нормування здiйснюється малим параметром у цiлих
степенях εk, k ∈ Z. Так виникає нормування часу: t/ε3, а разом з тим i величини
стрибкiв у схемi усереднення: ε3.

Отже, НМВЕ розглядається у схемi серiй з малим параметром серiї ε →
0 (ε > 0) у такому нормуваннi:

ξε(t) = ξ(0) + ε3[ηε(t) + γε(t)], (5)

ηε(t) :=

t/ε3∫
0

η(ds;x(εs)), γε(t) =

t/ε3∫
0

γ(ds; x(εs)).

Для обчислення КО, розглянемо супроводжуючi процеси η(t;x), x ∈ E, що
задаються напiвмарковськими ядрами (2) та γ(t;x), x ∈ E з генераторами (3).

Тодi
∆ξεn := ξεn+1 − ξεn = ε3[∆ηεn +∆γεn].

Тут, за означенням,

ξεn := ξε(ε3τn), η
ε
n := ηε(ε3τn), γ

ε
n := γε(ε3τn).

Ведемо позначення

b(u; x) :=

∫
Rd

vG(u, dv;x),

c(u;x) := a(u; x) + λ(u)b(u;x).

Розглянемо умови слабкої збiжностi для НМВЕ у схемi усереднення, що
задається стохастичним адитивним функцiоналом (5):

Теорема 1. Нехай виконуються умови:

1) марковський процес переключень є рiвномiрно ергодичний зi стацiонар-
ним розподiлом π(B), B ∈ E;

2) функцiя c(u;x) задовольняє глобальну умову Лiпшиця з константою L,
що не залежить вiд x;

3) справедлива оцiнка

sup
x∈E,u∈Rd

∣∣∣∣∣∣
∫
Rd

v2G(u, dv; x)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
∫
Rd

v2Γ(u, dv;x)

∣∣∣∣∣∣+
∞∫
0

s2Fu(ds)

 <∞;
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4) має мiсце збiжнiсть початкових умов та їх обмеженiсть:

ξε(0) → ξ0(0), sup
ε>0

E|ξε(0)| ≤ K <∞.

Тодi стохастичний адитивний функцiонал ξε(t), t ≥ 0 (5) слабко збiгається
при ε→ 0 до розв’язку диференцiального рiвняння

dξ0(t) = ĉ(ξ0(t))dt, (6)

що задовольняє початкову умову

ξ0(0) = ξ0, (7)

де
ĉ(u) :=

∫
E

π(dx)(a(u; x) + λ(u)b(u;x)).

Визначимо випадковий процес ζε(t), породжений сiм’єю розширеного ПМВ

ζεn := (ξεn, x
ε
n, τ

ε
n). (8)

де ξεn := ε3ξ(τn), x
ε
n := x(ε2τn), τ

ε
n := ε3τn.

Лема 2. КО (8) задається формулою

Lεφ(u, x, t) = ε−3λ(u)

 ∞∫
0

Fu(ds)Qε2sG
ε(x)Γεs(x)φ(u, x, t+ ε3s)− φ(u, x, t)

 ,
де I – одиничний оператор, оператори Gε(x), x ∈ E визначенi наступним чи-
ном:

Gε(x)φ(u) :=

∫
Rd

G(u, dv;x)φ(u+ ε3v),

напiвгрупи Γεs(x), x ∈ E породжуються генераторами

Γε(x)φ(u) := ε3a(u;x)φ′(u) +

∫
Rd

(φ(u+ ε3v)− φ(u)− ε3vφ′(u))Γ(u, dv;x). (9)

Доведення. Згiдно означення, КО для (8) рiвний

Lεφ(u, x, t) := E{φ(ζεn+1)− φ(ζεn)|ζεn = (u, x, t)}/Eθεu =

E{φ(ξεn +∆ξεn+1, x
ε
n +∆xεn+1, τ

ε
n +∆τ εn+1)− φ(ξεn, x

ε
n, τ

ε
n)|ζεn = (u, x, t)}/Eθεu.

Оскiльки τ εn = ε3τn, то час перебування у станах рiвний θεn = ε3θn, тобто

Eθεu = ε3m1(u).

Зауважимо, що справедливi рiвностi

∆ξεn+1 = ε3∆ξn+1 = ε3(η(θn+1) + γ(θn+1)),
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∆xεn+1 = xεn+1 − xεn = x(ε2τn+1)− x(ε2τn) = x(ε2θn+1).

Тодi
Lεφ(u, x, t) =

= E{φ(u+ ε3(η(θn+1) + γ(θn+1)), x+ x(ε2θn+1), t+ ε3θn+1)− φ(u, x, t)|ζεn =

= (u, x, t)}/Eθεu = ε−3λ(u)

 ∞∫
0

Fu(ds)Qε2sG
ε(x)Γεs(x)φ(u, x, t+ ε3s)− φ(u, x, t)

 ,
що i потрiбно було довести. Лема 2 доведена.

Розглянемо асимптотичне зображення КО Lε:

Лема 3. Компенсуючий оператор Lε на тест-функцiях φ ∈ C2(Rd×E) має
асимптотичне зображення

Lεφ(u, x) = ε−1Qφ(·, x) + C(x)φ(u, ·) + lεφ(u, x), (10)

де
C(x)φ(u) := c(u; x)φ′(u),

sup
u∈Rd,x∈E

|lεφ(u, x)| → 0 при ε→ 0.

Доведення. Скористаємося лемою 1 та алгебраїчною тотожнiстю

ab− 1 = (a− 1) + (b− 1) + (a− 1)(b− 1). (11)

Тодi

Lεφ(u, x) = ε−3λ(u)

 ∞∫
0

Fu(ds)Qε2sG
ε(x)Γεs(x)− I

φ(u, x) =
ε−3λ(u)

∞∫
0

Fu(ds) [Qε2sΓ
ε
s(x)− I]φ(u, x) + ε−3λ(u) [Gε(x)− I]φ(u, x)+

ε−3λ(u)

∞∫
0

Fu(ds) [G
ε(x)− I] [Qε2sΓ

ε
s(x)− I]φ(u, x).

Розглянемо перший доданок. Використаємо знову алгебраїчну тотожнiсть (11):

ε−3λ(u)

∞∫
0

Fu(ds) (Γ
ε
s(x)Qε2s − I) = F ε

Γ + F ε
Q + lε2(x),

де

F ε
Γ := ε−3λ(u)

∞∫
0

Fu(ds) (Γ
ε
s(x)− I) ,

F ε
Q := ε−3λ(u)

∞∫
0

Fu(ds) (Qε2s − I) ,
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lε1 := ε−3λ(u)

∞∫
0

Fu(ds) (Γ
ε
s(x)− I) (Qε2s − I) .

Тодi згiдно означення напiвгрупи Γεs(x) та генератора Γε(x):

F ε
Γφ(u) = ε−3λ(u)

∞∫
0

Fu(ds)Γ
ε(x)

s∫
0

Γεs1(x)ds1φ(u) =

= ε−3λ(u)Γε(x)

∞∫
0

F u(s)Γ
ε
s(x)dsφ(u) = a(u; x)φ′(u) + lε2(x)φ(u),

де F u(s) := 1− Fu(s) та

lε2(x)φ(u) := ε−3λ(u)

∫
Rd

(
φ(u+ ε3v)− φ(u)− ε3vφ′(u)

)
Γ(u, dv;x)+

+Γε(x)

∞∫
0

F u(s)(Γ
ε
s(x)− I)dsφ(u)

 =

ε−3λ(u)

1

2

∫
Rd

ε6v2φ′′(u+ k(v)εv)Γ(u, dv;x)+

+(Γε(x))2
∞∫
0

F u(s)

s∫
0

Γεs1(x)φ(u)ds1ds

 =

ε−3λ(u)

1

2

∫
Rd

ε6v2φ′′(u+ k(v)εv)Γ(u, dv;x) + (Γε(x))2
∞∫
0

F
(2)

u (s)Γεs(x)φ(u)ds

 ,

|k(v)| ≤ 1, F (2)

u (s) :=
∞∫
s

F u(s1)ds1. При виконаннi умови 3 теореми для функцiї

φ ∈ C2(Rd)

sup
u∈Rd,x∈E

|lε2(x)φ(u)| → 0 при ε→ 0.

Розглянемо F ε
Q:

F ε
Qφ(x) = ε−1λ(u)

∞∫
0

Fu(ds)Q
s∫

0

Qε2s1ds1φ(x) =

ε−1λ(u)Q
∞∫
0

F u(s)Qε2sdsφ(x) = ε−1Qφ(x) + lε3(u)φ(x),
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де

lε3(u)φ(x) := ε−1λ(u)Q
∞∫
0

F u(s) (Qε2s − I) dsφ(x) =

ελ(u)Q2

∞∫
0

F (2)
u (s)Qε2sdsφ(x).

За умов 1 та 3 теореми для функцiї φ ∈ C(E) справедливе спiввiдношення:

sup
u∈Rd,x∈E

|lε3(u)φ(x)| → 0 при ε→ 0.

Розглянемо знехтуючий член lε1 на тест функцiях φ ∈ C2(Rd × E):

lε1φ(u, x) = ε−1λ(u)Γε(x)Q
∞∫
0

Fu(ds)

s∫
0

Γεt(x)dt

s∫
0

Qε2t(x)dtφ(u, x).

Використовуючи означення Γε(x) (9) та умови 1, 3 теореми для тест функцiй
φ ∈ C2(Rd × E) одержимо спiввiдношення

sup
u∈Rd,x∈E

|lε1φ(x)| → 0 при ε→ 0.

Скориставшись формулою Тейлора, отримаємо:

ε−3λ(u) [Gε(x)− I]φ(u, x) = ε−3λ(u)

∫
Rd

G(u, dv;x)(φ(u+ ε3v, x)− φ(u, x)) =

λ(u)b(u;x)φ′(u, x) + lε4(x)φ(u, x),

де

lε4(x)φ(u, x) := ε−3λ(u)

∫
Rd

G(u, dv;x)(φ(u+ ε3v, x)− φ(u, x)− ε3vφ′(u, x)).

Для тест функцiй φ ∈ C2(Rd × E) вiрна оцiнка:

|lε1(x)φ(u, x)| ≤ ε−3λ(u)

∣∣∣∣∣∣
∫
Rd

G(u, dv;x)ε6v2φ′′(u+ kvε
3v, x)

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ ε3Kλ(u)

∫
Rd

v2G(u, dv;x),

де |kv| ≤ 1, K := sup
u∈Rd,x∈E

|φ′′(u, x)|

Згiдно побудови напiвгруп Γtε(x),Qε2t, t ≥ 0, x ∈ E та операторiвGε(x), x ∈ E
зрозумiла оцiнка

sup
u∈Rd,x∈E

∣∣∣∣∣∣ε−3λ(u)

∞∫
0

Fu(ds) [G
ε(x)− I] [Qε2sΓ

ε
s(x)− I]φ(u, x)

∣∣∣∣∣∣→ 0 при ε→ 0

для тест функцiй φ ∈ C2(Rd × E).
Лема 3 доведена.
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Доведення теореми 1. Для φ ∈ C(E) зрозумiле спiввiдношення

Πφ(x) =

∫
E

φ(x)π(dx) =: φ̂.

Позначимо для φ ∈ C1(Rd) усереднений оператор

Ĉφ(u) := ĉ(u)φ′(u), (12)

що породжує усереднене диференцiальне рiвняння (6).
Проблема сингуляргого збурення (див. [1], Роздiл 5) для оператора Lε0 =

ε−1Q+ C(x) розв’язується на збурених тест функцiях φε = φ+ εφ1 :

Lε0φ
ε = ε−1Qφ+ [C(x)φ+Qφ1] + εC(x)φ1.

Згiдно твердження 5.6. [1] розв’язок проблеми сингулярного збурення для
оператора Lε0 має вигляд

Lε0φ
ε(u, x) = Ĉφ(u) + εlε(x)φ(u)

на збурених функцiях φε(u, x) = φ(u) + εφ1(u, x), φ ∈ C2(Rd), де усереднений
оператор Ĉ визначений (12),

lε(x) = C(x)R0(C(x)− Ĉ).

Таким чином, розв’язок проблеми сингулярного збурення для Lε0 та розклад
(10) дозволяє зробити висновок, що НМВЕ ξε(t), t ≥ 0 (5) у схемi усереднення
слабко збiгається до розв’язку диференцiального рiвняння (6), що задається
генератором Ĉ (12) та початковою умовою (7).

Теорема 1 доведена.
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