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Циклiчнi розклади графа K19

In this article considers the tasks of construction and enumeration of cyclic decompositions of
graph K19 on 9-edges graphs. The lower valuations for the number of nonisomorphic (K19, G)-
decompositions are found, when G is the prism and G = B is the periwinkle.

В данiй роботi розглядаються задачi побудови i перелiку циклiчних розкладiв графа K19 на
9-ребернi графи. Знайдено нижню оцiнку числа неiзоморфних циклiчних (K19, G)-розкладiв,
де G=П - призма, G=В - барвiнок.

Вступ. Розклади графiв знаходять застосування при побудовi ефективних
кодiв, плануваннi експериментiв i комунiкацiйних схем та в багатьох iнших зада-
чах [1]. Наприклад, такi практичнi задачi [2], як вiдбiр оптимального, у певному
розумiннi, комбiнаторного об’єкта з множини iснуючих; побудова та перевiрка
гiпотез про комбiнаторнi конструкцiї; цiлеспрямований пошук хiмiчних сполук,
найкращих механiчних систем, ефективних кодiв i т. iн., пов’язанi з констру-
ктивним перелiком комбiнаторних конфiгурацiй.

Дослiдження розкладiв повних графiв на графи малих порядкiв розпочалося
в серединi минулого сторiччя з робiт А. Котцiга, А. Роса та продовжуються до
теперiшнього часу. Найбiльшого успiху досягнуто, якщо в якостi компонент
розкладу виступають цикли, зiрки, колеса, дерева. В статтi розглянуто задачi
побудови i перелiку циклiчних розкладiв графа K19 на 9-ребернi графи. За мету
поставлено знайти нижню оцiнку числа неiзоморфних розкладiв K19 на графи,
iзоморфнi 9-реберному графу G та їх списки для випадкiв, колиG=П - трикутна
призма i G = B - барвiнок.

Постановка проблеми та попереднi вiдомостi. Будемо розглядати скiн-
ченнi неорiєнтованнi графи. Пiд (H,Q)-розкладом графа H на графи iз суку-
пностi Q = {q1, q2, ..., qk} розумiємо розбиття множини ребер графа H на та-
кi пiдмножини, що породженi ними пiдграфи (компоненти розкладу) попарно
пореберно не перетинаються i кожний з них iзоморфний одному з елементiв
множини Q. Загальна кiлькiсть компонент у розкладi - це розмiр (або ранг)
розкладу.

У 70-х роках минулого столiття розпочалося вивчення розкладiв графiв
на пiдграфи iз заданої множини. Серед основних дослiдникiв можна назвати
Н.деБрьойна, П.Ердьоша, Л.Байнеке, Д.Босака, А.Роса, С.Знама, Р.Вiльсона
[3], [4] та багатьох iнших. В теорiї розкладiв видiляють три види задач: 1) ви-
значення умов iснування, 2) знаходження способiв побудови 3) розробка методiв
перелiку розкладiв. Першi результати пов’язанi iз знаходженням умов iснува-
ння розкладiв та методiв їх побудови. Найбiльш дослiдженi розклади повних
графiв. Iснування розкладiв повних графiв на графи малих порядкiв пiдсумо-
ванi в роботах [5], [6]. Розробка методiв комп’ютерного перелiку разом з рекур-
сивними методами, методами породження комбiнаторних об’єктiв та iз застосу-
ванням iнварiантiв дозволила одержати значнi досягнення в розв’язаннi задач
2 та 3. Автором цi задачi розглянуто в наступному роздiлi вiдносно циклiчних
розкладiв повного графа на 9-ребернi графи.
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Означення 1. Розкладом графа Kn на графи, iзоморфнi графовi G, нази-
вають розбиття множини ребер графа Kn на пiдмножини, кожна з яких
породжує пiдграф (компоненту розкладу), iзоморфний G, i кожне ребро Kn

належить однiй i тiльки однiй компонентi розкладу. Такий розклад назива-
тимемо (Kn, G)-розкладом.

Означення 2. (Kn, G)-розклад називають циклiчним, якщо всi його ком-
поненти одержуються з однiєї базової (або кiлькох базових) дiєю на неї сте-
пенями деякої циклiчної пiдстановки α вершин графа Kn. Вказана циклiчна
пiдстановка називається твiрною розкладу, а її степенi суть автоморфiзми
(Kn, G)-розкладу.

Кожна базова компонента циклiчного (Kn, G)-розкладу пiд дiєю степенiв
пiдстановки α породжує орбiту, причому двi рiзнi орбiти не перетинаються.
Для iснування такого розкладу, де G = (V,E), |E| = q необхiдно виконання
умови n(n− 1) ≡ 0(mod2q).

Означення 3. Два (Kn, G)-розклади R1 та R2 називаються iзоморфними,
якщо iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж множинами вершин цих
розкладiв, яка переводить кожну компоненту розкладу R1 у деяку компоненту
розкладу R2.

При iзоморфiзмi двох циклiчних (Kn, G)-розкладiв iснує пiдстановка мно-
жини вершин графа Kn, яка здiйснює вiдображення орбiт цих розкладiв. Авто-
морфiзм (Kn, G)-розкладу - це його iзоморфiзм на себе. Таким чином, кожний
автоморфiзм (Kn, G)-розкладу є пiдстановкою множини вершин графа Kn, пiд
дiєю якої кожна компонента цього розкладу переходить в себе або в iншу, збе-
рiгаючи вiдношення iнцидентностi.

Нехай D(σ) непорожня множина D, на якiй задана еквiвалентнiсть σ; S(τ)
непорожня множина S з визначеною на нiй еквiвалентнiстю τ . Нехай f функцiя,
яка задана на D i набуває значень в S. Функцiя f є iнварiантом над D(σ), якщо
з d1(σ)d2 випливає f(d1)(τ)f(d2) для довiльних d1, d2 з D. Надалi використову-
ємо поняття iнварiанта у випадках, коли D скiнченна множина комбiнаторних
конфiгурацiй (зокрема розкладiв графiв), σ iзоморфнiсть у цiй множинi. Розрi-
знююча спроможнiсть iнварiанта полягає у наступному: якщо f(d1)(τ)f(d2) не
виконується, маємо, що d1, d2 не σ-еквiвалентнi.

Для розрiзнення комбiнаторних конфiгурацiй використовують числовi iнва-
рiанти (наприклад, такi, як хроматичне число, дiаметр, радiус, порядок групи
автоморфiзмiв графiв), специфiкацiйнi, графiчнi та iншi iнварiанти. Опишемо
один iз специфiкацiйних iнварiантiв, який застосовано при розв’язуваннi задач
ототожнення-розрiзнення в множинi (Kn, G)-розкладiв наступного роздiлу. Не-
хай Kn - граф з множиною вершин V i множиною ребер E; R - один з його
розкладiв на копiї, що iзоморфнi графу G, а Pi та Pj - деякi компоненти цього
розкладу.

Означення 4. Граф Гij з множиною вершин V (Гij) = V (Pi) ∪ V (Pj) ⊆ V i
множиною ребер E(Гij) = E(Pi) ∪ E(Pj) ⊆ E називають графом переплетень
компонент Pi та Pj деякого (Kn, G)-розкладу.

Розглянемо список усiх можливих попарно неiзоморфних графiв перепле-
тень цього розкладу, записаних у певному порядку. Позначимо потужнiсть одер-
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жаного списку k. Складовi цього списку називаються типами переплетення ком-
понент розкладу.

Означення 5. Iндексом компоненти P деякого розкладу R називають ве-
ктор (s1, s2, ..., sk), де si - кiлькiсть таких компонент у розкладi, якi утворю-
ють тип переплетення i з компонентою P . Очевидно, s1+ s2+ ...+ sk = t− 1,
де t - число компонент у розкладi.

Тодi таблиця

T (R) =


s1(1) s2(1) . . . sk(1) | m1

s1(2) s2(2) . . . sk(2) | m2
...

... . . . ...
...

...
s1(p) s2(p) . . . sk(p) | mp


в якiй mj означає число компонент у розкладi R, що мають iндекс
(s1(j), s2(j), ..., sk(j)), є специфiкацiйним iнварiантом у множинi (Kn, G)-розкла-
дiв вiдносно iзоморфностi розкладiв. Iндекси компонент у цiй таблицi попарно
рiзнi i розташованi в порядку лексикографiчного зростання.

Означення 6. Якщо всi пари компонент розкладу мають тип переплете-
ння i, то такий розклад називають i-гомогенним, iндекси всiх його компонент
однаковi i мають вигляд (0, 0, . . . , 0, si, 0, ..., 0).

Для циклiчного розкладу R всi його компоненти мають один i той самий
iндекс, а тому p = 1 i T (R) - таблиця-рядок.

Методи побудови в сукупностi iз застосуванням iнварiантiв у багатьох ви-
падках приводять до розв’язання задач перелiку комбiнаторних об’єктiв. Пiд
конструктивним перелiком комбiнаторних об’єктiв деякого виду розумiють кон-
структивну побудову повного списку попарно неiзоморфних об’єктiв цього виду,
наприклад, (Kn, G)-розкладiв. Формою розв’язку задачi перелiку комбiнатор-
них конфiгурацiй є список, в якому всi перелiчуванi конфiгурацiї розташованi в
порядку лексикографiчного зростання. Для отримання такого списку (K19, G)-
розкладiв нами розроблено алгоритм на основi шаблонного представлення гра-
фа G порядку n. Граф G задається за допомогою двох об’єктiв, перший з них є
перестановкою a1, a2, . . . , an стандартної множини вершин, а другий об’єкт яв-
ляє собою шаблон графа G, тобто список пар номерiв ij, i < j, де вказана пара
належить шаблону тiльки у випадку, коли aiaj - ребро заданого графа. Якщо
граф G має нетотожнiй автоморфiзм, то його шаблонне представлення не єдине;
тодi обирають одне, яке називають стандартним шаблонним представленням.
Для забезпечення однозначностi шаблонного запису графа G будемо застосо-
вувати умови стандартностi, якi мають вигляд системи строгих нерiвностей та
призначенi забезпечити певний порядок нумерацiї вершин у вершинних орбiтах
графа G.

Неiзоморфнi циклiчнi розклади графа K19 на компоненти певних
видiв. Подамо результати, що стосуються (K19, G)-розкладiв, де G=П та G = B
9-ребернi графи (призма та барвiнок, вiдповiдно). Розмiр циклiчного (Kn, G)-
розкладу дорiвнює n(n− 1)/2q, а число його базових компонент обчислюється
за формулою (n−1)/2q, де q = V (G). За множину вершин графа K19 вибираємо
стандартну множину 1, 2, . . . , 19 , а за циклiчну пiдстановку - стандартну пiд-
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становку α = (1, 2, . . . , 19). Застосуємо наступнi мiркування: розглянемо коло з
19 точками, що подiляють його на рiвнi дуги. Занумеруємо цi точки числами
вiд 1 до 19, якi будемо вважати вершинами графа K19. Впишемо граф G у коло,
одержимо конфiгурацiю, названу проекцiєю G в коло або базовою компонентою,
яка вiдповiдає пiдстановцi α. Щоб одержати циклiчний (K19, G)-розклад, дов-
жини всiх ребер базової компоненти повиннi бути попарно рiзнi. Пiд довжиною
ребра (i, j) тут розумiємо число d(i, j) = min(|i− j|, 19− |i− j|).

Нехай граф G=П. Будемо позначати через (abc−def) призму Π, де a, b, c, d, e,
f – вершини призми, abc, def її основи, вершини рiзних основ з’єднанi ребрами
ad, be, cf . Шаблон представимо наступним чином: (ab, ac, ad, bc, be, cf, de, df, ef).
Нехай P - довiльна компонента циклiчного розкладу R графа K19 на копiї при-
зми П. Розглянемо iнварiант T (R) , описаний у попередньому роздiлi. Iндексом
компоненти P є вектор (x0, x1, x2, x3, x4, x5), де xs - кiлькiсть таких компонент
у певному розкладi R, якi з компонентою P мають s спiльних вершин,
s = 0, 1, 2, 3, 4, 5, i T (R) = (x0, x1, x2, x3, x4, x5), при цьому x0 + x1 + x2 + x3 +
x4 + x5 = 18. Для знаходження рiзних циклiчних (K19,Π)-розкладiв R автором
розроблено алгоритм 1.

Алгоритм 1. Знаходження рiзних циклiчних (K19,П)-розкладiв.
Вхiднi данi. Граф П, заданий своїм шаблоном.
Вихiднi данi. Список вершин компоненти циклiчного (K19,П)-розкладу; кор-

теж довжин; список чисел, якi є кiлькiстю спiльних вершин даної компоненти
з iншими в розкладi; iнварiант T (R).

Крок 1. Заповнюємо масив m елементами m[i] = i, де i = 1, 2, . . . , 6.
Крок 2. Будуємо шаблон mn графа П.

mn[1] := 1; mn[2] := 2; mn[3] := 1; mn[4] := 3; mn[5] := 1; mn[6] := 4;
mn[7] := 2; mn[8] := 3; mn[9] := 2; mn[10] := 5; mn[11] := 3; mn[12] := 6;
mn[13] := 4; mn[14] := 5; mn[15] := 4; mn[16] := 6; mn[17] := 5; mn[18] := 6.

Крок 3. Будуємо кортеж довжинmg вiдповiдно до шаблону. Для i=1, 2, . . . , 9
покладаємо mg[i] = m[mn[2i − 1]] −m[mn[2i]]. Якщо mg[i] < 0, то покладаємо
mg[i] = −mg[i], якщо ж mg[i] > 9, тодi mg[i] := 19−mg[i].

Крок 4. Якщо кортеж довжин mg мiстить однаковi елементи, то методом
перебору шукаємо масив m, елементи якого задовольняють умову mg[i] ̸= mg[j]
для будь-яких i, j, що набувають значення вiд 1 до 9 i i ̸= j. Якщо такий масив
m знайдено, то m - базова компонента циклiчного (K19,П)-розкладу, iнакше
переходимо до кроку 8.

Крок 5. Будуємо орбiту компоненти m i шукаємо число спiльних вершин
компоненти m з iншими компонентами орбiти.

Крок 6. Знаходимо специфiкацiйний iнварiант - масив T (R).
Крок 7. Виводимо одержанi результати.
Крок 8. Вихiд.

Алгоритм реалiзовано з використанням програмного середовища Delphi. Ре-
зультатом роботи програми є список з 1024 рiзних циклiчних (K19,П)-розкладiв,
кожний з них представлено базовою компонентою, набором довжин ребер у вiд-
повiдностi до шаблону, числом спiльних вершин базової компоненти з кожною
компонентою її орбiти, iнварiантом T (R). На основi цього спуску складено та-
блицю 1, в якiй подано розклади з рiзними значеннями T (R).
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Таблиця 1. Список (K19,П)-розкладiв з рiзними значеннями T (R)

Базова призма Набiр довжин Число спiльних вершин T (R)
1 2 4 - 5 11 16 1,3,4,2,9,7,6,8,5 212221212212122212 0 6 12 0 0 0
1 2 4 - 6 10 16 1,3,5,2,8,7,4,9,6 121322112211223121 0 8 8 2 0 0
1 2 5 - 6 8 17 1,4,5,3,6,7,2,8,9 213311211112113312 0 10 4 4 0 0
1 2 9 - 10 8 13 1,8,9,7,6,4,2,3,5 311111331133111113 0 12 0 6 0 0

З проведеного дослiдження одержано наступний результат.

Теорема 1. З точнiстю до iзоморфiзму iснують не менше, нiж чотири
циклiчних (K19,П)-розклади.

Стандартний запис компоненти (K19, B)-розкладу, являє собою кортеж (aefg
bcd), де a, b, c, d, e, f, g - вершини компоненти, ac, ae, ag, bc, bg, cd, de, ef, fg - ре-
бра використанi у шаблонi. За результатами роботи програми, яка побудована за
модифiкацiєю алгоритму 1 (змiнено довжина масиву m на одиницю та шаблон
вiдповiдно до графа B), одержано 3548 рiзних циклiчних (K19, B)-розкладiв, на
яких iнварiант T (R) набуває 11 рiзних значень, поданих у таблицi 2. Iнварiант
T (R) вводиться аналогiчно вiдповiдному iнварiанту для призм.

Таблиця 2. Список (K19, B)-розкладiв з рiзними iндексами.

Базова призма Набiр довжин Число спiльних вершин T (R)
1 2 4 9 19 12 6 1,3,8,2,4,5,9,7,6 23322223223222233 0 0 12 6 0 0
1 2 4 9 15 19 12 1,3,8,2,9,5,6,4,7 223222242242222322 0 0 14 2 2 0 0
1 2 4 8 13 19 10 1,3,7,2,8,4,5,6,9 232213233332312232 0 2 8 8 0 0 0
1 2 4 8 18 10 16 1,3,7,2,5,4,4,9,8,6 142223232232322241 0 2 10 4 2 0 0
1 2 5 10 4 11 19 1.4,9,3,2,5,6,7,8 422222124421222224 0 2 12 0 4 0 0
1 2 4 8 18 10 15 1,3,7,2,6,4,9,8,5 133133232232331331 0 4 4 10 0 0 0
1 2 4 8 14 19 10 1,3,7,2,8,4,6,5,9 231314223322413132 0 4 6 6 2 0 0
1 2 4 15 9 18 6 1,3,5,2,4,8,6,9,7 134142222222241431 0 4 8 2 4 0 0

1 2 5 12 10 16 11 1,4,8,3,9,7,2,6,5 311332134431233113 0 6 2 8 2 0 0
1 2 4 9 5 17 8 1,3,8,2,6,5,4,7,9 314412321123214413 0 6 4 4 4 0 0

1 2 6 14 4 16 18 1,5,6,4,3,8,9,7,2 15233131221313325 0 6 4 6 0 2 0

Представленi в таблицi 2 списки обґрунтовують наступну теорему.

Теорема 2. З точнiстю до iзоморфiзму iснують не менше, нiж одинад-
цять циклiчних (K19, B)-розкладiв.

Для розв’язання задачi конструктивного перелiку (K19, G)-розкладiв, деG =
Π та G=B треба мiнiмiзувати знайденi списки. Тому перейдемо до опису ще
одного специфiкацiйного iнварiанту T̃ (R), бiльш чутливого нiж T (R). Породже-
ння T̃ (R) вiдбувається з використанням таких характеристик, як число спiль-
них вершин k, двох компонент розкладу R. Якщо k = 0, то кажуть, що має
мiсце тип 1, при k = 1 - тип 2. Якщо k = 2, то маємо типи 3, 4, 5, при k = 3
- типи 6, 7, а при k = 4 - тип 8. Тодi T̃ (R) = (x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8), де xi
- кiлькiсть компонент в розкладi R, що мають тип i з деякою компонентою P ,
крiм того x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 = 18. В [7] знайдено список 2-
упаковок барвiнкiв B в K19, який дає всi можливi типи взаєморозташувань двох
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компонент (K19, B)-розкладу. З цього результату випливає, що для барвiнкових
розкладiв специфiкацiйний iнварiант T̃ (R) має вигляд семикомпонентного ве-
ктора (x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7) i x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 = 18. Надалi
плануємо застосувати iнварiант T̃ (R), що надасть можливiсть одержати бiльш
високу оцiнку знизу числа неiзоморфних призматичних та барвiнкових розкла-
дiв i наблизить до розв’язання задачi їх конструктивного перелiку.

Висновок. Автором створено алгоритми i програмнi реалiзацiї, за допомо-
гою яких одержано нижню оцiнку числа неiзоморфних циклiчних призмати-
чних та барвiнкових розкладiв графа K19. Алгоритми мають чiтко виражений
унiверсальний характер. Це означає, що їх легко пристосувати для побудови
спискiв циклiчних розкладiв графа K19 на будь-якi 9-ребернi графи. Також за-
пропоновано специфiкацiйний iнварiант T̃ (R) для наближення до повного вирi-
шення задачi конструктивного перелiку циклiчних призматичних та барвiнко-
вих розкладiв графа K19.
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