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МЕТРИЧНI ОЦIНКИ ВИЗНАЧНИКА ДВОТОЧКОВОЇ ЗАДАЧI
ДЛЯ РIВНЯННЯ IЗ ЧАСТИННИМИ ПОХIДНИМИ

The metric theorems of an estimations of the characteristic determinant of the two-point problem
for linear partial differential equation with constant coefficients are proved.

Встановлено метричнi оцiнки знизу для характеристичного визначника двоточкової задачi
для лiнiйного рiвняння iз частинними похiдними зi сталими коефiцiєнтами.

Вступ. Нехай Aj(ξ), ξ ∈ Rp — многочлен з комплексними коефiцiєнтами
степеня Nj, Nj ∈ N, j = 0, 1, . . . , 2n − 1; Ωp — p-вимiрний тор (R/2πZ)p, x =
(x1, . . . , xp) ∈ Ωp, Dx = (−i∂/∂x1, . . . ,−i∂/∂xp), k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp, (ik, x) =
ik1x1+. . .+ikpxp; W γ

α,β (ω, δ∈R, γ= max
0≤j≤2n−1

{Nj/(2n−j)}) — поповнення простору

скiнченних тригонометричних полiномiв φ(x)=
∑
φk exp(ik, x) за нормою

∥φ;W γ
α,β∥ =

√∑
k∈Zp

|φk|2(1 + |k|)2α exp(2β|k|γ), |k| = |k1|+ . . .+ |kp|,

Cn([0, T ];W γ
α,β) — простiр функцiй u(t, x) таких, що для довiльного фiксованого

t ∈ [0, T ] похiднi ∂ju(t, ·)/∂tj, 0 ≤ j ≤ n, належать до простору W γ
α,β i як елемен-

ти цього простору є неперервними за t на [0, T ], норму в просторi Cn([0, T ];W γ
α,β)

задаємо формулою
∥∥u;Cn([0, T ];W γ

α,β)
∥∥ =

n∑
j=0

max
t∈[0,T ]

∥∥∂ju(t, ·)/∂tj;W γ
α,β

∥∥ .
Умови розв’язностi у просторах C2n([0, T ];W γ

α,β) задачi

L

(
∂

∂t
,Dx

)
u(t, x) ≡ ∂2nu

∂t2n
+

2n−1∑
j=0

Aj(Dx)
∂ju

∂tj
= 0, (t, x) ∈ (0, T )× Ωp, (1)


Uj[u] ≡

∂2j−2u(t, x)

∂t2j−2

∣∣∣
t=0

= φj(x), j = 1, . . . , n, x ∈ Ωp,

Un+j[u] ≡
∂2j−1u(t, x)

∂t2j−1

∣∣∣
t=T

= φn+j(x), j = 1, . . . , n, x ∈ Ωp,

(2)

залежать вiд властивостей визначника

∆(k, T ) = det ∥Uj[fq(t, k)]∥2nj,q=1 , k ∈ Zp, (3)

де f1(t, k), . . . , f2n(t, k) — така фундаментальна система розв’язкiв рiвняння

L (d/dt, k) y(t) = 0, k ∈ Zp, (4)

що f (j−1)
q (0, k) = δjq, j, q = 1, . . . , 2n (δjq — символ Кронекера). Якщо для всiх k ∈

Zp визначник (3) є вiдмiнним вiд нуля, то задача (1), (2) має єдиний формальний
розв’язок, який зображується рядом

u(t, x) =
∑
k∈Zp

2n∑
j,q=1

∆jq(k, T )

∆(k, T )
fq(t, k)φjk exp(ik, x), (5)
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де ∆jq(k, T ), j, q = 1, . . . , 2n, — алгебричне доповнення елемента Uj[fq(t, k)] у
визначнику ∆(k, T ), а φjk, k ∈ Zp, — коефiцiєнти Фур’є функцiї φj(x), j =
1, . . . , 2n. Якщо ∆(k, T ) ̸= 0 для всiх k ∈ Zp, i, крiм того, iснують такi сталi
σ, δ ∈ R, що для всiх (крiм, можливо, скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp
виконується нерiвнiсть

|∆(k, T )| ≥ (1 + |k|)−σ exp(−δT |k|γ), (6)

то на основi вiдомих оцiнок [12, с. 162] для функцiй f1(t, k), . . . , f2n(t, k), k ∈
Zp, можна встановити збiжнiсть ряду (5) в шкалi просторiв C2n([0, T ];W γ

α,β),
α, β ∈ R, якщо φj ∈ W γ

α0,β0
, j = 1, . . . , 2n, для певних α0, β0 ∈ R. Тому важливо

дослiдити питання про можливiсть виконання нерiвностi (6). Це i є метою даної
роботи. Зауважимо, що ранiше метричнi оцiнки знизу для характеристичних
визначникiв крайових задач з умовами вигляду (2) встановлено у роботах [3,
4] тiльки для таких рiвнянь iз частинними похiдними, якi мiстять похiднi за
змiнною t парного порядку. Для таких рiвнянь характеристичний визначник
допускає факторизацiю, кожен множник якої оцiнюється знизу на пiдставi леми
2.4 iз [8, роздiл 1]. Однак для рiвняння (1), яке мiстить похiднi за змiнною t як
парного, так i непарного порядкiв, характеристичний визначник (3), взагалi
кажучи, не допускає факторизацiї. Це зумовлює значнi труднощi при встанов-
леннi оцiнки (6). Цим пояснюється вiдсутнiсть робiт, присвячених дослiдженню
оцiнки (6) для загального рiвняння (1). Зауважимо, що для встановлення оцiнки
(6) у данiй роботi застосовано апарат мiри та розмiрностi Гаусдорфа [1,8, 13].

Формулювання основного результату. Для формулювання отриманого
результату введемо такi позначення: C(2n, n) — множина всiх таких наборiв
натуральних чисел ω = (i1, . . . , in), що 1 ≤ i1 < . . . < in ≤ 2n; λ1(k), . . . , λm(k)(k),
m(k) ≤ 2n, — рiзнi коренi рiвняння

L(λ, k) = 0, k ∈ Zp, (7)

кратностей n1(k), . . . , nm(k)(k) вiдповiдно, n1(k) + . . .+ nm(k)(k) = 2n;

m0(k) = 0, mj(k) = n1(k) + . . .+ nj(k), j = 1, . . . ,m(k);

gq(t, k) = tα(q) exp(λβ(q)(k)t), q = 1, . . . , 2n, (8)

де α(q) = q−mβ(q)−1(k)−1, q = 1, . . . , 2n, а iндекс β(q), q = 1, . . . , 2n, однозначно
визначається з умови mβ(q)−1(k) < q ≤ mβ(q)(k).

Основним результатом даної роботи є наступне твердження.

Теорема 1. Для майже всiх (стосовно ρ-мiри Гаусдорфа, ρ ∈ (0; 1]) чисел
T > 0 нерiвнiсть (6) виконується для всiх (крiм, можливо, скiнченної кiлько-
стi) векторiв k ∈ Zp при

σ > γ + (p+ γ)(ξ − 1)/ρ, δ ≥ Λ, γ = max
0≤j≤2n−1

{Nj/(2n− j)} ,

де ξ = Cn
2n (1 + n(ν − 1)), ν = max

k∈Zp
max

1≤j≤m(k)
nj(k),

Λ = − inf
k∈Zp\{0⃗}

|k|−γ min
{
Re
(
λβ(i1)(k) + . . .+ λβ(in)(k)

)
: (i1, . . . , in) ∈ C(2n, n)

}
.
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Зауважимо, що теорема 1 даної роботи посилює результати, отриманi в [14].
Допомiжнi твердження. Для квазiмногочлена

Q(t) =
m∑
j=1

exp(µjt)pj(t), (9)

де µj ∈ C, j = 1, . . . ,m, µj ̸= µr, j ̸= r, a pj(t) — многочлени з комплексними ко-
ефiцiєнтами степенiв (nj − 1), j = 1, . . . ,m, вiдповiдно, будемо використовувати
такi позначення: NQ = n1 + . . .+ nm, BQ = 1 + max

1≤j≤m
|µj|, ΛQ = min

1≤j≤m
Reµj,

E(Q, ε, [0, T0]) := {t ∈ [0, T0] : |Q(t)| ≤ ε exp(ΛQt)}.

Наступне твердження є безпосереднiм наслiдком результатiв працi [5].

Лема 1. Якщо Q(0) ̸= 0, то iснують такi додатнi сталi C1, C2, C3 (якi
залежать тiльки вiд NQ, T0), що для квазiмногочлена Q(t) вигляду (9), до-
вiльного ε ∈ (0, ε0), ε0 = C1Q(0)B

−NQ
Q , множину E(Q, ε, [0, T0]) можна покри-

ти не бiльш нiж C2BQ промiжками, довжина кожного з яких не перевищує

C3

(
εBQQ

−1(0)
)1/(NQ−1)

.

Наступнi леми описують структуру визначника (3) як функцiї змiнної T .

Лема 2. Для визначника (3) виконується така рiвнiсть:

∆(k, T )
∣∣∣
T=0

= (−1)n(3n+1)/2, k ∈ Zp.

Доведення. Оскiльки

∆(k, T ) = (−1)n(3n+1)/2 det
∥∥f 2j−1

2q (T, k)]
∥∥n
j,q=1

, k ∈ Zp,

i f (2j−1)
2q (0, k) = δ2j−1,2q, j, q = 1, . . . , n (згiдно з вибором фундаментальної систе-

ми f1(t, k), . . . , f2n(t, k)), то

∆(k, T )
∣∣∣
T=0

= (−1)n(3n+1)/2 det ∥δ2j−1,2q∥nj,q=1 = (−1)n(3n+1)/2, k ∈ Zp.

Лема 3. Визначник ∆(k, T ), k ∈ Zp, як функцiя змiнної T , є квазiмного-
членом вигляду ∑

ω=(i1,...,in)∈C(2n,n)

exp(Λβ(ω)(k)T )Pω(k, T ), (10)

де Pω(k, T ) ≡ det
∥∥∥(d/dT + λβ(ij)

)2q−1 [
T α(ij)

]∥∥∥n
j,q=1

, Λβ(ω)(k) =
n∑
j=1

λβ(ij)(k), а iн-

декси β(i1), . . . , β(in) та степенi α(i1), . . . , α(in) визначаються формулами (8).
Для порядку N∆(k) ≡

∑
ω∈C(2n,n)

(γk(ω)+1) квазiмногочлена (10), де γk(ω) — сте-

пiнь Pω(k, T ) як многочлена вiд T , виконується нерiвнiсть

N∆(k) ≤ Cn
2n

(
1 + n(n+(k)− 1)

)
, (11)

де n+(k) = max
1≤j≤m(k)

nj(k) — максимальна кратнiсть коренiв полiнома L(λ, k).
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Доведення. Нехай ∆1(k, T ) ≡ det ∥Uj[gq(t, k)]∥2nj,q=1, k ∈ Zp, де функцiї
g1(t, k), . . . , g2n(t, k) визначенi формулами (8). Визначники ∆(k, T ) та ∆1(k, T )
пов’язанi рiвнiстю

∆(k, T ) = ∆1(k, T )/ det Jk,

де Jk, k ∈ Zp, — матриця переходу вiд фундаментальної системи розв’язкiв
f1(t, k), . . . , f2n(t, k) рiвняння (4) до системи розв’язкiв g1(t, k), . . . , g2n(t, k). Роз-
криваючи визначник ∆1(k, T ) за правилом Лапласа за мiнорами останнiх n
рядкiв, дiстаємо, що

∆1(k, T ) =
∑

ω=(i1,...,in)∈C(2n,n)

(−1)lωMω(k) exp(Λβ(ω)(k)T )Pω(k, T ), (12)

де lω = i1 + . . .+ in+ (n+1)+ . . .+2n, Mω(k) — мiнор n-го порядку визначника
∆1(k, T ), який вiдповiдає першим n рядкам та n стовпцям, номери яких не
дорiвнюють числам i1, . . . , in. З рiвностi (12) випливає перше твердження леми.

Оцiнка (11) для N∆(k) випливає з того, що кiлькiсть елементiв множини
C(2n, n) дорiвнює Cn

2n i того, що для довiльного набору ω ∈ C(2n, n) степiнь
γk(ω) многочлена Pω(k, T ) у формулi (12) не перевищує n(n+(k)− 1).

Доведення основного результату (теореми 1). Нехай T0 — довiльне
додатне число, Eσ,δ(k, T0) — множина тих чисел T ∈ (0, T0], для яких нерiвнiсть

|∆(k, T )| < (1 + |k|)−σ exp(−δT |k|γ) (13)

виконується при фiксованому k ∈ Zp, а Eσ,δ(T0) — множина тих значень T ∈
(0, T0], якi належать до нескiнченної кiлькостi множин Eσ,δ(k, T0), k ∈ Zp. Вра-
ховуючи, що (0;+∞) можна покрити злiченною кiлькiстю промiжкiв вигляду
(0;T0], для доведення теореми досить встановити, що для кожного T0 > 0 мно-
жина Eσ,δ(T0) має нульову ρ-мiру Гаусдорфа, якщо σ > σ1(ρ), δ ≥ Λ, де

σ1(ρ) = γ + (p+ γ)(ξ − 1)/ρ, ξ ≥ Cn
2n (1 + n(ν − 1)) , ν = max

k∈Zp
max

1≤j≤m(k)
nj(k).

Нехай B∆(k) = 1 + max{|Λβ(ω)(k)| : ω ∈ C(2n, n)}. Оскiльки |B∆(k)| ≤ C4(1 +
|k|)γ, то з лем 1, 2, 3 випливає, що при σ > σ1(ρ), δ ≥ Λ, множину Eσ,δ(k, T0)
можна покрити промiжками Ijσ,δ(k, T0), j = 1, . . . ,M(k), так, що для кiлькостi
M(k) цих промiжкiв виконуються нерiвностi

M(k) ≤ C5B∆(k) ≤ C6(1 + |k|)γ, k ∈ Zp, (14)

а для їхнiх довжин — нерiвностi

mes Ijσ,δ(k, T0) ≤ C7 (1 + |k|)(γ−σ)/(N(k)−1) ≤ C8 (1 + |k|)(γ−σ)/(ξ−1) ≤

≤ C9 (1 + |k|)−(p+γ)/ρ−ε(ρ)/(ξ−1) , k ∈ Zp, ε(ρ) = σ − σ1(ρ) > 0.
(15)

Зауважимо, що для σ > σ1(ρ), δ ≥ Λ, правильним є включення

Eσ,δ(T0) =
∞∩
N=0

∪
|k|≥N

Eσ,δ(k, T0) ⊂
∞∩
N=0

∪
|k|≥N

M(k)∪
j=1

Ijσ,δ(k, T0).
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Тому при σ > σ1(ρ), δ ≥ Λ, кожна точка множини Eσ,δ(T0) належить до нескiн-
ченної кiлькостi промiжкiв Ijσ,δ(k), j = 1, . . . , N(k), k ∈ Zp. З нерiвностей (14),
(15) випливає, що

∑
k∈Zp

M(k)∑
j=1

(mes Ijσ,δ(k, T0))
ρ ≤ C10

∑
k∈Zp

(1 + |k|)−p−ρε(ρ)/(ξ−1) <∞.

Тодi за теоремою 2.1 [1] ρ-мiра Гаусдорфа множини Eσ,δ(T0) дорiвнює нулевi,
якщо σ > σ1(ρ), δ ≥ Λ. Теорему доведено.

Результати роботи можна перенести на випадок задачi з умовами (2) для
систем лiнiйних рiвнянь iз частинними похiдними.

Робота виконана при фiнансовiй подтримцi ДФФД (проект № 41.1/004).
Висновки. У роботi встановлено метричнi оцiнки знизу характеристичного

визначника задачi з двоточковими умовами для рiвнянь iз частинними похiдни-
ми зi сталими коефiцiєнтами. Застосовано апарат мiри та розмiрностi Гаусдорфа
для встановлення таких оцiнок.
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