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ПРОЕКТИВНI МАТРИЧНI ЗОБРАЖЕННЯ СКIНЧЕННИХ
ГРУП НАД КIЛЬЦЕМ ЦIЛИХ P -АДИЧНИХ ЧИСЕЛ

The present paper deals with the task of the wildness of the problem of description of all non-
equivalent matrix Zp-representation of the ring Λ = (G,Zp, λ), which is twisted group ring of a finite
p-group G and the ring of p-adic integers Zp with the factor system {λa,b} (λa,b ∈ Z∗

p, a, b ∈ G).
There were obtained necessary and sufficient conditions of not wildness of the problem of description
of projective Zp-representations of finite group G for some cases.

У данiй роботi розглядається питання, коли задача описання всiх нееквiвалентних матричних
Zp-зображень кiльця Λ = (G,Zp, λ), що є схрещеним груповим кiльцем скiнченної p-групи G
i кiльця цiлих p-адичних чисел Zp при системi факторiв {λa,b} (λa,b ∈ Z∗

p, a, b ∈ G) є дикою.
Отримано необхiдну i достатню умови ручностi задачi описання проективних Zp-зображень
скiнченної групи G при деяких умовах.

Нехай K — комутативне кiльце з одиницею, K∗ — мультиплiкативна група
кiльцяK,G— скiнченна група iGL(n,K) є групою всiх оборотних n×n матриць
над кiльцем K. Ми скажемо, що зображення Γ : G → GL(n,K) є проективним
матричним зображенням степеня n групи G, якщо виконується рiвнiсть

Γ(a)Γ(b) = µa,bΓ(a, b) (µa,b ∈ K∗; a, b ∈ G). (1)

З рiвностi (1) випливає наступна рiвнiсть

µa,bc · µb,c = µab,c · µa,b (a, b, c ∈ G). (2)

Система {µa,b} |G|2 елементiв iз K∗, що задовольняють рiвнiсть (2), назива-
ється системою K-факторiв групи G.

Проективне K-зображення Γ групи G, що задовольняє (1), називають ще
проективним матричним зображенням з системою факторiв {µa,b}.

Два проективних зображення Γ1 i Γ2 групи G над кiльцем K називаються
еквiвалентними, якщо iснує така квадратна матриця C над K i елементи αg ∈
K∗, що задовольняють рiвнiсть

C−1Γ1(g)C = αgΓ2(g) (g ∈ G).

Схрещеним груповим кiльцем Λ = (G,K, λ) групи G (|G| = d) i кiльця K,
що вiдповiдає системi факторiв {λa,b}, називається алгебра рангу d над K, з
системою базисних елементiв ua (a ∈ G), котрi задовольняють умову ua, ub =
= λa,buab (a, b ∈ G).

Нехай G — скiнченна p-група, Zp — кiльце цiлих p-адичних чисел, Z∗
p —

мультиплiкативна група кiльця Zp i Λ = (G,Zp, λ) — схрещене групове кiльце
групи G i кiльця Zp з системою факторiв {λa,b} (λa,b ∈ Z∗

p, a, b ∈ G). В данiй ро-
ботi дослiджується питання, коли задача описання нееквiвалентних матричних
Zp-зображень кiльця Λ = (G,Zp, λ) є дикою.

Гудивок П. М. дослiджував проблему, коли задача описання нееквiвалент-
них матричних Zp-зображень скiнченної групи i кiльця цiлих p-адичних чисел
Zp є дикою, тобто включає задачу про подiбнiсть пар n× n-матриць при p > 2
[1, 2].

Результати отриманi в [3, 4] та [5, 6] сформулюємо наступним чином.
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Теорема 1. ( [3, 4]). Нехай G — скiнченна p-група i Λ = (G,Zp, λ) — схре-
щене групове кiльце групи G i кiльця цiлих p-адичних чисел Zp з системою
факторiв iз Z∗

p. Λ̃ = Qp ⊗Zp Λ, T2 = Q2(
√
5), Λ̃′ = T2 ⊗Qp Λ̃ i d є числом

нееквiвалентних матричних Qp-зображень алгебри Λ̃. n(Λ) — число нееквiва-
лентних нерозкладних матричних Zp-зображень кiльця Λ) є скiнченним тодi
i тiльки тодi коли виконується одна з наступних умов:

1) G — циклiчна група порядку pr (r ≤ 2);

2) G — циклiчна p-група (p > 2) i d < 3;

3) G — циклiчна 2-група i d = 1;

4) G — абелева група типу (3, 3) i d = 2;

5) G — абелева група типу (2m, 2) (m ≥ 1) i кiльце Λ′ = R2 ⊗Z2 Λ (R2 –

кiльце цiлих величин поля T2) задається спiввiдношеннями:

u2
m

= −5r, v2 = 1, uv = vu (0 ≤ r < 2m);

6) G — абелева група типу (2m, 2) (m ≥ 1) i Λ = (G,Zp, λ) не комутативне

кiльце i Λ̃′ = T2 ⊗Q2 Λ̃ є простою алгеброю;

7) G — група дiедра i Λ̃′ = T2 ⊗Q2 Λ̃ є простою алгеброю.

Теорема 2. ( [5, 6]). Нехай G — скiнченна p-група порядку |G| > 1, Fp —
скiнченне розширення поля Qp, Kp — кiльце цiлих величин поля Fp, Tp — поле
iнерцiї поля Fp. Група G є ручною над кiльцем Kp тодi i тiльки тодi коли
виконується одна з умов:

1) G — абелева група типу (2, 2) i F2 = T2;

2) G — циклiчна p-група порядку p (p > 2) i Fp = Tp;

3) G — циклiчна 2-група порядку 8 i F2 = T2;

4) G — група порядку p (p > 3) i (Fp : Tp) ≤ 2;

5) G — циклiчна група порядку 4 i (F2 : T2) ≤ 2;

6) G — група порядку 3 i (F3, T3) ≤ 4;

7) G — група порядку 2.

Лема 1. Нехай H — пiдгрупа скiнченої групи G. Λ = (G,Zp, λ) — є схреще-
ним груповим кiльцем групи G i кiльця цiлих p-адичних чисел Zp з системою
факторiв iз Z∗

p, ΛH = (H, Zp, λ) ⊂ Λ. Якщо ΛH є диким кiльцем над Zp, тодi i
Λ є диким кiльцем над Zp.

Доведення. НехайM—ΛH-модуль з скiнченним Zp-базисом iMΛ=Λ⊗ΛHM,
де

u(v ⊗m) = uv ⊗m (u, v ∈ Λ, m ∈M).

Нехай {ug| g ∈ G} є природнiм Zp-базисом кiльця Λ [7]. Тодi можемо запи-
сати:

MΛ = ug1 ⊗M ⊕ . . .⊕ ugs ⊗M, (3)
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де g1, g2, . . . , gs є представниками системи лiвих сумiжних класiв групи G за
пiдгрупою H (g1 = e). Очевидно, що ue – одиничний елемент кiльця Λ i ue⊗M ∼=
∼= M як ΛH модуль. Тодi з легко бачити, що:

W = ug2 ⊗M ⊕ ...⊕ ugs ⊗M

є ΛH-модуль з скiнченним Zp-базисом. Тодi з (3) випливає, що:

(MΛ)ΛH
∼= M ⊕W. (4)

Звiдси, якщо M1 — ΛH-модуль з скiнченним Zp-базисом, тодi:

(MΛ
1 )

∼= M1 ⊕W1. (5)

Як вiдомо, для Λ-модулiв справедлива теорема Крулля-Шмiдта, тодi з (4)
i (5) отримаємо, що задача iзоморфiзму Λ-модулiв MΛ i MΛ

1 включає задачу
iзоморфiзму ΛH-модулiв M та M1. Таким чином, якщо ΛH є диким над Zp, тодi
Λ також дике над Zp.

Останнє доводить лему.

Лема 2. Нехай Fp — скiнченне розширення поля Qp, Tp — скiнченне неро-
згалужене розширення поля Fp, Rp(Lp) — кiльце цiлих величин поля Fp(Tp) i Λ
є скiнченновимiрним Rp-порядком в сепарабельнiй Fp-алгебрi i Λ′ = Lp ⊗Rp Tp.
Λ-порядок є диким над Rp тодi i тiльки тодi якщо Λ′ порядок є диким над Lp.

Доведення леми можна отримати iз (5) замiнюючи Fp на Qp.

Лема 3. Нехай G — циклiчна 2-група порядку |G|=2m (m≥1), Λ = (G,Z2, λ)
— схрещене групове кiльце групи G i кiльця цiлих 2-адичних чисел Z2 з систе-
мою факторiв {λa,b} (λa,b ∈ Z∗

2). Схрещене групове кiльце Λ є ручним над Z2

тодi i тiльки тодi коли виконується одна з наступних умов:
1) |G| ≤ 8;

2) |G| = 2m (m > 3) i Λ̃ = Q2 ⊗Z2 Λ є полем.

Доведення. Очевидно, що якщо G є циклiчною групою порядку 2m (m ≥ 1),
тодi кiльце Λ = (G,Z2, λ) може бути задане наступними спiввiдношеннями:

u2
m

= ±5r (0 ≤ r ≤ 2m).

Розглянемо наступнi можливi випадки.
1) Нехай u2

m
= −5r (0 ≤ r ≤ 2m). Тодi Λ ∼= Z2[θ], де θ – корiнь незвiдного

многочлена: x2m + 5r над полем Q2. В цьому випадку n(Λ) < ∞ (n(Λ) – число
нееквiвалентних нерозкладних матричних Z2 – зображень кiльця Λ).

2) Нехай u2
m

= 5r (0 ≤ r < 2m). Випадок r = 0 є очевидним (теорема 1
( [3, 4])). Нехай далi r ̸= 0. Тодi r = 2S (0 ≤ S ≤ m). В цьому випадку ми теж
отримаємо декiлька випадкiв.

a) Нехай S = 4 i m = 5, тобто u2
5
= 52

4 . Поставимо u1 = u2

5
. Тодi

отримаємо: u241 = u2
5

524
= 1. Звiдси кiльце Λ мiстить Z2H (H – циклiчна група

16-го порядку). Тодi на основi теореми 2 ( [5, 6]) ми отримаємо, що Λ є диким
кiльцем над кiльцем Z2.
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b) S = 0. Тодi n(Λ) <∞.
c) S = 3, m = 4, тобто u16 = 58. Тодi матимемо:

x16 − 58 = (x8 + 54)(x4 + 52)(x2 + 5)(x2 − 5).

Нехай T = Q5 i R є кiльцем цiлих величин поля T . Тодi отримаємо, що алгебра
T ⊗Q2 Λ матиме 5 незвiдних T -зображень, бо x2 − 5 = (x−

√
5)(x+

√
5). Таким

чином беручи до уваги лему 2 отримаємо, що Λ є диким порядком над Z2.
d) S = 2, m = 3 i.e. u8 = 54.

Перейдемо до розгляду поля T = Q2(
√
5). Нехай R — кiльце цiлих величин

поля T . Тодi отримаємо: u81 = 1, де u1 = u√
5
. Звiдси та з [1, 2] одержимо, що Λ

не є диким кiльцем.
e) Нехай S = 2, m = 4, тобто u16 = 54. Тодi одержимо:

x16 − 54 = (x8 − 52)(x8 + 52) = (x8 + 52)(x4 + 5)(x4 − 5).

Нехай θ3 — корiнь многочлена x8+52, θ2 — многочлена x4+5, θ1 — многочлена
x4−5, t3 = θ3−1, t2 = θ2−1, θ̃i — матриця, що вiдповiдає оператору множення на
θi в Z2-базисi: 1, θ3, . . . , θmi3 кiльця Z2[θi]; θ̃

(n)
i = θ̃i ⊗E (i = 1, 2, 3; E — одинична

n × n матриця, A ⊗ B — кронекерiвський добуток матриць A i B) i ⟨δrj⟩ —
mr×mj-матриця, у якої всi стовпцi, крiм останнього, нульовi, а останнiй мiстить
координати елемента δrj ∈ Z2[θr] в Z2-базисi 1, θ3, . . . , θ

mr
3 кiльця Z2[θi] (r =

= 2, 3; 1 ≤ j < r). Розглянемо наступне Z2-зображення Γ(A,B) кiльця Λ:

Γu(A,B) =



θ̃
(n)
3 0 ⟨t23⟩ ⊗ E 0 ⟨1⟩ ⊗ A ⟨1⟩ ⊗ B

0 θ̃
(n)
3 0 ⟨t3⟩ ⊗ E ⟨1⟩ ⊗ E 0

0 0 θ̃
(n)
2 0 ⟨t2⟩ ⊗ E 0

0 0 0 θ̃
(n)
2 0 ⟨t22⟩ ⊗ E

0 0 0 0 θ̃
(n)
1 0

0 0 0 0 0 θ̃
(n)
1


,

де A i B — довiльнi n × n матрицi над кiльцем Z2 i n — довiльне натуральне
число.

В цьому зображеннi ми маємо пару нееквiвалентних нерозкладних зобра-
жень:

u→

(
θ̃3

⟨
tj3
⟩
⊗ E

0 θ̃2

)
, u→

(
θ̃2

⟨
tj2
⟩
⊗ E

0 θ̃1

)
, (j = 0, 1, 2, 3).

Звiдси та з леми 2 одержимо, що Λ є диким кiльцем над Z2.
1) Нехай S = 1, m = 4, тобто u16 = 52.
В цьому випадку отримаємо:

x16 − 52 = (x8 + 5)(x8 − 5) = (x8 + 5)(x4 +
√
5)(x4 −

√
5).

Нехай θ1 — корiнь многочлена x8 + 5, θ2 — многочлена x4 +
√
5, θ3 — мно-

гочлена x4 −
√
5, ti = θi − 1 (i = 1, 2, 3). Розглянемо наступне R-зображення
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Γ(A,B) кiльця Λ:

Γu(A,B) =



θ̃
(n)
1 0 ⟨t21⟩ ⊗ E 0 ⟨1⟩ ⊗ A ⟨1⟩ ⊗ B

0 θ̃
(n)
1 0 ⟨t1⟩ ⊗ E ⟨1⟩ ⊗ E 0

0 0 θ̃
(n)
2 0 ⟨t2⟩ ⊗ E 0

0 0 0 θ̃
(n)
2 0 ⟨t22⟩ ⊗ E

0 0 0 0 θ̃
(n)
3 0

0 0 0 0 0 θ̃
(n)
3


.

де A i B є довiльними n×n матрицями над кiльцем Z2 i n — довiльне натуральне
число.

Знову, в цьому зображеннi ми маємо пару нееквiвалентних нерозкладних
зображень:

u→

(
θ̃1

⟨
tj1
⟩
⊗ E

0 θ̃2

)
, u→

(
θ̃2

⟨
tj2
⟩
⊗ E

0 θ̃3

)
, (j = 0, 1, 2, 3).

Звiдси та з леми 2 одержимо, що Λ є диким кiльцем над Z2.
g) Нехай S = 1, m = 3, тобто u8 = 52. Тодi матимемо:

x8 − 52 = (x4 + 5)(x4 − 5) = (x4 + 5)(x2 −
√
5)(x2 +

√
5).

Нехай θ3 — корiнь многочлена x4 + 5, θ2 — многочлена x2 +
√
5, θ1 — мно-

гочлена x2 −
√
5. Позначимо через Fi = T (θi) повне розгалужене розширення

поля T (i = 1, 2, 3), R[θi] — кiльце цiлих величин Fi (i = 1, 2, 3). Знову побудуємо
зображення:

u→

(
θ̃3 ⟨ti3⟩ ⊗ E

0 θ̃2

)
(i = 0, 1), u→

(
θ̃3

⟨
tj3
⟩
⊗ E

0 θ̃1

)
(j = 0, 1),

u→

(
θ̃2

⟨
tj2
⟩
⊗ E

0 θ̃1

)
(j = 0, 1),

котрi також є нееквiвалентнi i нерозкладнi. Ми отримали задачу аналогiчну
матричнiй задачi у випадку, коли a3 = 1, F = Q3(

√
−3) чи a4 = 1, F = Q2(

√
2).

В першому випадку: a3 = 1, F = Q3(
√
−3) бо K = Z3[t] (t

4 = −3).
Якщо ε3 = 1, ε = 1

2
+

√
−3
2

тодi Q3(ε) ⊂ F . Тодi матимемо зображення:

a→
(
ε2 ti

0 ε

)
(i = 0, 1); a→

(
ε2 tj

0 1

)
(j = 0, 1); a→

(
ε tj

0 1

)
(j = 0, 1).

Якщо розглянемо другий випадок: a4 = 1, K = Z2[
√
2] то F = Q2(

√
2) є

полем вiдношень кiльця K. F (i) = Q2(ξ) (ξ
8 = 1). R[i] = Z2[ξ], t1 = ξ−1, t =

√
2.

Тодi матимемо зображення:

a→

(
ĩ
⟨
tj1
⟩
⊗ E

0 −1

)
(j = 0, 1); a→

(
−1 ⟨tj⟩ ⊗ E

0 ĩ

)
(j = 0, 1);
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a→

(
1 ⟨tj⟩ ⊗ E

0 ĩ

)
(j = 0, 1); a→

(
1 ⟨tj⟩ ⊗ E
0 −1

)
(j = 0, 1).

Звiдси та з леми 2 отримаємо, що Λ не є диким над Z2.
Останнє завершує доведення леми.
Сформулюємо результати iз [7] наступним чином.

Лема 4. [7] Нехай G — скiнченна група, H — силовська пiдгрупа групи G,
Fp — скiнченне розширення поля Qp, Tp — поле iнерцiї поля Fp i Rp є кiльцем
цiлих величин поля Fp. Число нееквiвалентних i нерозкладних проективних
матричних Rp-зображень групи G скiнченне тодi i тiльки тодi коли викону-
ється одна з наступних умов:

1) H — циклiчна група порядку p2 i Fp = Tp;

2) H — циклiчна група порядку p > 3 i (Fp : Tp) ≤ 2;

3) H — циклiчна група порядку 3 i (F3 : T3) ≤ 3;

4) H — група порядку 2.

Теорема 3. Нехай G — скiнченна група з силовською p-пiдгрупою H. Задача
описання всiх нееквiвалентних проективних Zp-зображень групи G є ручною
тодi i тiльки тодi, коли виконується одна з наступних умов:

1) H — циклiчна група порядку pr (r ≤ 2);

2) H — циклiчна група порядку 8;

3) H — абелева група типу (2, 2).

Доведення теореми випливає з теорем 1 i 2 та лем 3 та 4.
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