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IНТЕГРАЛЬНI МНОЖИНИ ОДНОГО КЛАСУ РОЗШИРЕНЬ
НЕАВТОНОМНИХ СИСТЕМ НА ТОРI

Using the concept of the Green-Samoilenko function of the problem of invariant tori, the integral
sets of a one class of extensions of non-autonomous system on Torus are built. The problem
regarding asymptotic stability of such sets was investigated.

Використовуючи поняття функцiї Грiна-Самойленка задачi про iнварiантнi тори, побудова-
но iнтегральнi множини одного класу розширень неавтономної системи на торi. Дослiджено
питання асимптотичної стiйкостi цих множин.

Тематика даної роботи пов’язана з теорiєю багаточастотних коливань, фун-
даментальнi дослiдження якої проведенi в [1,2]. Основним результатом є доста-
тнi умови iснування та асимптотичної стiйкостi iнтегральних множин одного
класу лiнiйних та слабконелiнiйних розширень неавтономної системи диферен-
цiальних рiвнянь на торi.

Розглянемо систему рiвнянь

φ̇ = a(t, φ), ẋ = A(t, φ)x+ f(t, φ), (1)

в якiй t ∈ R, x ∈ Rn, φ ∈ Tm, Tm — m−вимiрний тор; a(t, φ), f(t, φ) i A(t, φ)−
неперервнi по t векторнi та матрична функцiї вiдповiдно, неперервнi i 2π-
перiодичнi по φj, j = 1, 2, ...,m, обмеженi при всiх t ∈ R, φ ∈ Tm. Крiм того,
a(t, φ) — лiпшицева по φj функцiя рiвномiрно вiдносно t ∈ R. В [3] встанов-
лено достатнi умови iснування iнтегральних множин лiнiйних розширень неав-
тономної системи диференцiальних рiвнянь на торi. Виокремимо клас лiнiйних
та слабконелiнiйних рiвнянь, для яких цi умови виконуються. Позначимо че-
рез φt(τ, φ) розв’язок першого iз рiвнянь системи (1) такий, що φτ (τ, φ) = φ. З
компактностi фазового простору першого з рiвнянь системи (1) та припущень
вiдносно функцiї a(t, φ) випливає, що кожен розв’язок φt(τ, φ), φτ (τ, φ) = φ
iснує при будь-яких τ ∈ R, φ ∈ Tm i може бути продовжений по t на всю дiйсну
вiсь R. Позначимо через Ωt

s(τ, φ) матрицант однорiдної системи

ẋ = A(t, φt(τ, φ))x, (2)

залежної вiд φ ∈ Tm, τ ∈ R як вiд параметрiв. Покладемо

G(t, τ, φ) =

{
Ωt
τ (t, φ)C(τ, φτ (t, φ)), τ ≤ t,

Ωt
τ (t, φ)[C(τ, φτ (t, φ))− E], τ > t,

де C(t, φ) — неперервна по t ∈ R, 2π-перiодична по φj, j = 1, 2, ...,m, матрична
функцiя, i назвемо G(t, τ, φ) функцiєю Грiна-Самойленка системи рiвнянь

φ̇ = a(t, φ), ẋ = A(t, φ)x,

якщо
+∞∫
−∞

∥ G(t, τ, φ) ∥ dτ ≤ k <∞ (3)
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для всiх φ ∈ Tm, t, τ ∈ R. Матриця G(t, τ, φ) неперервна для всiх t, τ ∈ R,
φ ∈ Tm, 2π-перiодична по φj, j = 1, 2, ...,m, при t ̸= τ , а при t = τ вона має
розрив першого роду зi стрибком

G(τ + 0, τ, φ)−G(τ − 0, τ, φ) = E.

Крiм того, матриця G(t, τ, φt(τ, φ)) складається з розв’язкiв однорiдної системи
рiвнянь (2), що розглядається при τ ≤ t i τ > t.

Припускаємо, що для всiх φ ∈ Tm, τ ∈ R iснує границя

lim
|t|→+∞

A(t, φt(τ, φ)) = A. (4)

Будемо розглядати випадок, коли матриця A(t, φ) має блочно-дiагональний ви-
гляд:

A(t, φ) =

(
A−(t, φ) 0

0 A+(t, φ)

)
. (5)

Теорема 1. Якщо дiйснi частини всiх власних чисел граничної матрицi
A вiдмiннi вiд нуля: Re(λj(A)) ̸= 0, (j = 1, 2, ..., n), причому Re(λj(A)) < 0,
j = 1, 2, ..., k i Re(λj(A)) > 0, j = k + 1, ..., n, то для довiльної неперервної i
обмеженої по t ∈ R,φ ∈ Tm, 2π-перiодичної по φj, j = 1, 2, ...,m функцiї f(t, φ)
система (1) має iнтегральну множину

x = u(t, φ) =

+∞∫
−∞

G(t, s, φ)f(s, φs(t, φ))ds. (6)

Доведення. Розглянемо лiнiйну неоднорiдну систему диференцiальних рiв-
нянь, залежну вiд τ ∈ R,φ ∈ Tm як вiд параметрiв:

ẋ = A(t, φt(τ, φ))x+ f(t, φt(τ, φ)). (7)

Позначимо через Ωt
s(τ, φ,A−) i Ωt

s(τ, φ,A+) матрицанти однорiдних систем

ẋ1 = A−(t, φt(τ, φ))x1

i
ẋ2 = A+(t, φt(τ, φ))x2

вiдповiдно, залежних вiд τ ∈ R, φ ∈ Tm як вiд параметрiв, для яких справе-
дливi оцiнки [4]

∥Ωt
s(τ, φ,A−)∥ ≤ Ke−γ(t−s), t ≥ s,

∥Ωt
s(τ, φ,A+)∥ ≤ Keγ(t−s), t ≤ s

(8)

для деяких K > 0 i γ > 0 та для будь-яких t, s ∈ R, φ ∈ Tm.
Позначимо

G(t, s, φ) =

{
diag(Ωt

s(τ, φ,A−), 0), t ≥ s,

−diag(0,Ωt
s(τ, φ,A+)), t < s.
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Iз нерiвностей (8) випливає, що G(t, s, φ) задовольняє оцiнку

∥G(t, s, φ)∥ ≤ Ke−γ|t−s| (9)

при деяких додатних K, γ та при будь-яких t, s ∈ R, φ ∈ Tm. Враховуючи це,
отримуємо

+∞∫
−∞

∥G(t, s, φ)∥ ds ≤ 2K

γ
<∞.

Покажемо, що множина x = u(t, φ) є iнтегральною множиною системи (1). Для
цього розглянемо функцiю

x∗(t, φ) = u(t, φt(τ, φ)),

де φt(τ, φ), φτ (τ, φ) = φ — розв’язок першого iз рiвнянь системи (1). Подамо
x∗(t, φ) у виглядi

x∗(t, φ) =

=

t∫
−∞

G(t, s, φt(τ, φ))f(s, φs(t, φt(τ, φ)))ds+

+∞∫
t

G(t, s, φt(τ, φ))f(s, φs(t, φt(τ, φ)))ds.

Диференцiюючи останнє спiввiдношення по t отримуємо:

dx∗(t, φ)

dt
=
d

dt
u(t, φt(τ, φ))=A(t, φt(τ, φ))

t∫
−∞

Ωt
s(τ, φ)C(s, φs(τ, φ))f(s, φs(τ, φ))ds+

+C(t, φt(τ, φ))f(t, φt(τ, φ))− A(t, φt(τ, φ))

+∞∫
t

Ωt
s(τ, φ)[E − C(s, φs(τ, φ))]·

·f(s, φs(τ, φ))ds+ [E − C(t, φt(τ, φ))]f(t, φt(τ, φ)) = A(t, φt(τ, φ))u(t, φt(τ, φ))+

+f(t, φt(τ, φ)) = A(t, φt(τ, φ))x
∗(t, φ) + f(t, φt(τ, φ))

для будь-яких τ ∈ R, φ ∈ Tm. Отже, x∗(t, φ) = u(t, φt(τ, φ)) є обмеженим для
всiх t ∈ R розв’язком системи рiвнянь

ẋ = A(t, φt(τ, φ))x+ f(t, φt(τ, φ))

залежної вiд φ ∈ Tm, τ ∈ R як вiд параметрiв. Це означає, що x = u(t, φ)
є iнтегральною множиною системи (1). Крiм того, враховуючи оцiнку (9), має
мiсце нерiвнiсть

sup
t∈ R

max
φ∈ Tm

∥u(t, φ)∥ ≤ 2K

γ
sup
t∈ R

max
φ∈ Tm

∥f(t, φ)∥ .

Теорема доведена.
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Розглянемо слабконелiнiйну систему диференцiальних рiвнянь

φ̇ = a(t, φ), ẋ = F (t, φ, x) + A(t, φ)x, (10)

в якiй a(t, φ) i A(t, φ) такi як i в (1), F (t, φ, x) визначена i обмежена для всiх
t ∈ R,φ ∈ Tm, x ∈ Rn, неперервна, 2π-перiодична по φ i рiвномiрно по φ ∈ Tm

задовольняє умову Лiпшиця по x∥∥∥F (t, φ, x′
)− F (t, φ, x

′′
)
∥∥∥ ≤ L

∥∥∥x′ − x
′′
∥∥∥ (11)

для всiх x′
, x

′′ ∈ Rn. Наведемо достатнi умови iснування iнтегральних множин
системи (10).

Теорема 2. Нехай для всiх φ ∈Tm, τ ∈R iснує границя (4) i дiйснi части-
ни всiх власних чисел граничної матрицi A вiдмiннi вiд нуля: Reλj(A) ̸= 0,
(j = 1, 2, ..., n), причому Reλj(A) < 0 при j = 1, 2, ..., k i Reλj(A) > 0 при
j = k+1, ..., n. Тодi для достатньо малої сталої Лiпшиця L система (10) має
iнтегральну множину

x = u(t, φ), t ∈ R, φ ∈ Tm.

Доведення. Iнтегральну множину шукатимемо методом послiдовних на-
ближень як границю послiдовностi множин

Mk : x = u(k)(t, φ), t ∈ R,φ ∈ Tm, k = 1, 2, ..., u(0)(t, φ) = 0,

кожна з яких є iнтегральною множиною системи рiвнянь

φ̇ = a(t, φ), ẋ = A(t, φ)x+ F (t, φ, u(k−1)(t, φ)). (12)

Згiдно з теоремою 1, система рiвнянь (12) має iнтегральну множину

x = u(k)(t, φ) =

+∞∫
−∞

G(t, s, φ)F (s, φs(t, φ), u
(k−1)(s, φs(t, φ)))ds (13)

для кожного k = 1, 2, .... Покажемо, що таким методом можна побудувати iн-
тегральну множину системи (10). Для цього треба переконатись в тому, що
можна побудувати функцiю u(k)(t, φ) для будь-якого k = 1, 2, ..., довести рiвно-
мiрну збiжнiсть

u(k)(t, φ) ⇒ u(t, φ), φ ∈ Tm,

i показати, що x = u(t, φ) задає iнтегральну множину системи (10). Оскiльки

∥∥u(1)(t, φ)∥∥ ≤
+∞∫
−∞

∥G(t, s, φ)∥ ∥F (t, φs(t, φ), 0)∥ ds,

то, враховуючи оцiнку (9),

sup
t∈ R

max
φ∈ Tm

∥∥u(1)(t, φ)∥∥ ≤ 2K

γ
sup
t∈ R

max
φ∈ Tm

∥F (t, φ, 0)∥ .
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Беручи до уваги умову (11) маємо:

sup
t∈R

max
φ∈Tm

∥∥u(k)(t, φ)∥∥ ≤ sup
t∈ R

max
φ∈Tm

∥∥u(k)(t, φ)− u(1)(t, φ)
∥∥+ sup

t∈ R
max
φ∈Tm

∥∥u(1)(t, φ)∥∥ ≤

≤ 1

1− 2K
γ
L

sup
t∈ R

max
φ∈ Tm

∥∥u(1)(t, φ)∥∥ ≤
2K
γ

1− 2K
γ
L

sup
t∈ R

max
φ∈ Tm

∥F (t, φ, 0)∥ .

Отже, можна побудувати множину Mk, яка є iнтегральною множиною си-
стеми (12). Встановимо умови збiжностi послiдовностi u(k)(t, φ).

Оцiнимо рiзницю u(k+1)(t, φ)− u(k)(t, φ):

sup
t∈ R

max
φ∈ Tm

∥∥u(k+1)(t, φ)− u(k)(t, φ)
∥∥ ≤ 2K

γ
L sup

t∈ R
max
φ∈ Tm

∥∥u(k)(t, φ)− u(k−1)(t, φ)
∥∥ .

Таким чином, вважаючи, що константа Лiпшиця L настiльки мала, що

2K

γ
L < 1,

pобимо висновок про рiвномiрну збiжнiсть послiдовностi функцiй {u(k)(t, φ)}.
Покладемо

lim
k→∞

u(k)(t, φ) = u(t, φ).

Переконаємося, що множина x = u(t, φ) є iнтегральною множиною вихiдної си-
стеми. Перейшовши до границi, коли k → ∞ в рiвностi (13) бачимо, що функцiя
u(t, φ) задовольняє рiвнiсть

x = u(t, φ) =

+∞∫
−∞

G(t, s, φ)F (s, φs(t, φ), u(s, φs(t, φ)))ds.

Безпосередньою перевiркою переконуємося, що функцiя u(t, φt(τ, φ)) є розв’яз-
ком системи рiвнянь

ẋ = A(t, φt(τ, φ)) + F (t, φt(τ, φ), x),

яка залежить вiд τ ∈ R,φ ∈ Tm як вiд параметрiв. Тому множина x = u(t, φ),
t ∈ R, φ ∈ Tm є iнтегральною множиною системи рiвнянь (10). Теорема дове-
дена.

Теорема 3. Якщо дiйснi частини всiх власних чисел граничної матрицi A
вiд’ємнi Re(λj(A)) < 0, j = 1, 2, ..., n, то система (1) має iнтегральну множи-
ну

x = u(t, φ) =

t∫
−∞

G(t, s, φ)f(s, φs(t, φ))ds

i ця множина є асимптотично стiйкою.
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Доведення. З умови теореми слiдує, що iснує функцiя Грiна-Самойленка
вигляду

G(t, τ, φ) =

{
Ωt
τ (t, φ), t ≥ τ,
0, t < τ,

яка отримується iз означення, якщо покласти C(τ, φτ (t, φ)) ≡ E. В системi
рiвнянь (2) зробимо замiну x = u(t, φ) + z. Тодi

dx

dt
=
∂u

∂t
+
∂u

∂φ

dφ

dt
+
dz

dt
= A(t, φt(τ, φ))u(t, φt(τ, φ))+A(t, φt(τ, φ))z+f(t, φt(τ, φ)),

∂u

∂t
+
∂u

∂φ
· a(t, φ)+ dz

dt
= A(t, φt(τ, φ))u(t, φt(τ, φ))+A(t, φt(τ, φ))z+ f(t, φt(τ, φ)).

Звiдси
dz

dt
= A(t, φt(τ, φ))z.

Позначимо через z = z(t, φ, z0) = Ωt
0(τ, φ)z0 загальний розв’язок останньої си-

стеми рiвнянь. Використовуючи властивостi матрицанта Ωt
0(τ, φ), для цього

розв’язку отримаємо оцiнку

∥z(t, φ, z0)∥ =
∥∥Ωt

0(τ, φ)z0
∥∥ =

∥∥Ωt
τ (τ, φ)Ω

τ
0(τ, φ)z0

∥∥ =
∥∥Ωt−τ+τ

τ (τ, φ)z(τ, φ, z0)
∥∥ ≤

≤
∥∥Ωt−τ

τ (τ, φt(τ, φ))
∥∥ ∥z(τ, φ, z0)∥ ≤ Ke−γ(t−τ) ∥z(τ, φ, z0)∥ ,

справедливу для всiх t ∈ R,φ ∈ Tm. Отже, маємо

∥x(t, φt(τ, φ), x0)− u(t, φt(τ, φ))∥ = ∥z(t, φ, z0)∥ ≤ Ke−γ(t−τ) ∥z(τ, φ, z0)∥ ,

а це показує, що

∥x(t, φt(τ, φ), x0)− u(t, φt(τ, φ))∥ → 0, t→ +∞.

Теорема доведена.

Зауваження 1. Якщо дiйснi частини всiх власних чисел граничної ма-
трицi A вiд’ємнi, то iнтегральна множина системи (10) є асимптотично
стiйкою.

Таким чином, в роботi видiлено клас рiвнянь, для яких встановлено достатнi
умови iснування iнтегральних множин, а також дослiджено питання асимпто-
тичної стiйкостi таких множин.
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