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In this paper, we compare an iterative method of generalized separation of variables and a quadra-
ture method for solving multidimensional integral equations. The computational complexity of
methods algorithms and numerical results for multidimensional integral Fredholm equations of the
second kind are given.

У роботi подано порiвняння iтерацiйного методу узагальненого роздiлення змiнних та мето-
ду квадратур для розв’язування багатовимiрних iнтегральних рiвнянь. Розглянуто обчислю-
вальну складнiсть алгоритмiв, що реалiзують данi методи. Наведено числовi результати для
багатовимiрних iнтегральних рiвнянь Фредгольма другого роду.

Вступ. Роздiлення змiнних дозволяє зменшити розмiрнiсть та досягнути
компактностi представлення розв’язку багатовимiрної задачi. Iдею наближено-
го роздiлення змiнних використовують для апроксимацiї операторiв, функцiй
багатьох змiнних та багатовимiрних тензорiв, а також при розв’язуванi багато-
вимiрних iнтегральних рiвнянь та крайових задач.

Iдея методу узагальненого роздiлення змiнних [1,2] полягає в представленнi
розв’язку багатовимiрної задачi у виглядi суми доданкiв з роздiленими змiнни-
ми, якi обчислюють послiдовно з умови мiнiмуму вiдповiдних функцiоналiв. У
результатi вихiдну задачу зводять до послiдовностi одновимiрних задач. У [3]
розвинуто метод узагальненого роздiлення змiнних та запропоновано його мо-
дифiкацiю, що мiнiмiзує на кожному кроцi норму вiдхилення наближеного та
точного розв’язкiв.

Схема методу для двовимiрних iнтергальних рiвнянь подана у роботi [4].
У [5] доведено збiжнiсть iтерацiйного процесу методу узагальненого роздiлення
змiнних для загального випадку лiнiйного операторного рiвняння. Збiжнiсть
модифiкацiї методу показана у [6].

У цiй статтi описано алгоритм методу узагальненого роздiлення змiнних та
наведено його порiвняння з методом квадратур, який широко застосовують на
практицi для розв’язування iнтегральних рiвнянь.

1. Метод узагальненого роздiлення змiнних. Метод узагальненого роз-
дiлення змiнних запропоновано у [1, 2] для розв’язання багатовимiрних iнте-
гральних i матричних рiвнянь та їх варiацiйних аналогiв. Метод дозволяє змен-
шити розмiрнiсть багатовимiрної задачi, а також досягнути компактностi пред-
ставлення розв’язку. Опишемо алгоритм методу на прикладi d-вимiрного iнте-
грального рiвняння Фредгольма другого роду

Au ≡
∫
D

K (x, y)u (y) dy − λu (x) = f (x) , (1)

де x = (x1, . . . , xd), y = (y1, . . . , yd), u, f ∈ L2 (D), K ∈ L2 (D ×D), λ ∈ C, λ ̸= 0
та D обмежена прямокутна область у Rd

D = [a1, b1]× · · · × [ad, bd].
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12 В. М. БIЛЕЦЬКИЙ

Якщо λ не є власним значенням вiдповiдного оператора Фредгольма

Fu ≡
∫
D

K (x, y)u (y) dy,

то згiдно альтернативи Фредгольма [7] рiвняння (1) має розв’язок для всiх f (x).
Простiр L2 (D) можна представити як тензорних добуток d просторiв

L2 (D) = L2 ([a1, b1])⊗ . . .⊗ L2 ([ad, bd]) .

Iдея методу полягає у представленнi розв’язку задачi (1) у виглядi суми
доданкiв з роздiленими змiнними

u (x1, . . . , xd) =
∞∑
j=1

d∏
l=1

ϕ
(j)
l (xl), (2)

де ϕ(j)
l (xl) ∈ L2 ([al, bl]). k-им наближенням розв’язку рiвняння вважають суму

перших k доданкiв ряду (2)

uk (x1, . . . , xd) =
k∑
j=1

d∏
l=1

ϕ
(j)
l (xl), u0 ≡ 0,

а (k + 1)-ий доданок знаходять згiдно умови мiнiмуму функцiонала

Jfk (ϕ1, . . . , ϕd) = ∥fk − A (ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕd)∥2 → min, (3)

де fk = f − Auk. Доданки ряду (2) знаходять послiдовно згiдно (3), формую-
чи послiдовнiсть наближених розв’язкiв. Пiсля k крокiв методу ми розв’язуємо
таке ж вихiдне рiвняння (1), проте з iншою правою частиною fk. У [5] дове-
дено збiжнiсть послiдовностi наближених розв’язкiв {uk} до точно розв’язку
рiвняння (1).

Дамо формальне визначення алгоритму методу узагальненого роздiлення
змiнних таким чином:

Крок 1 Приймаємо k = 0 та u0 ≡ 0 — початкове наближення розв’язку рiвня-
ння (1).

Крок 2 Збiльшуємо k на одиницю та знаходимо k-ий доданок ряду (2) згiдно
умови (3).

Крок 3 Обчислюємо k-те наближення розв’язку рiвняння (1).

Крок 4 Якщо виконується критерiй зупинки алгоритму, то переходимо до кро-
ку 5, iнакше переходимо до кроку 2.

Крок 5 Приймаємо за наближений розв’язок рiвняння (1) k-те наближення
його розв’язку uk та закiнчуємо роботу алгоритму.
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Як приклад критерiю зупинки можна розглянути

∥fk∥
∥f∥

=
∥f − Auk∥

∥f∥
< ϵ або

∥uk − uk−1∥
∥uk−1∥

< ϵ,

де ϵ — параметр зупинки.
З необхiдних умов мiнiмуму функцiонала (3) отримаємо систему d однови-

мiрних рiвнянь Ейлера для функцiй ϕl(xl). Кожне з рiвнянь такої системи є
лiнiйним вiдносно однiєї з функцiй ϕl(xl), а отже, його можна розглядати окре-
мо як умову мiнiмуму функцiонала (3) за цiєю функцiєю при фiксованих iн-
ших спiвмножниках. Таким чином циклiчно-послiдовне розв’язування рiвнянь
системи вiдносно ϕl(xl), j = 1, . . . , d еквiвалентне покомпонентнiй мiнiмiзацiї
функцiонала (3). Такий спосiб мiнiмiзацiї функцiонала називають методом по-
слiдовних найменших квадратiв, що також вiдомий як ALS метод (Alternating
Least Squares), який є найпопулярнiшим серед лiнiйних методiв розв’язування
подiбних задач. Для мiнiмiзацiї (3) можна також використати нелiнiйнi пiдходи,
наприклад, PMF3 метод [8] чи dGN метод (damped Gauss-Newton) [9].

2. Метод квадратур. Зведення задачi розв’язування iнтегрального рiвня-
ння до системи лiнiйних алгебричних рiвнянь, яку отримують шляхом замiни
iнтегралiв скiнченими сумами, є одним з найпопулярнiших методiв. Метод ква-
дратур є апроксимацiйним методом. Його широко застосовують на практицi,
оскiльки вiн є достатньо простим та застосовним як до лiнiйних та i до нелiнiй-
них iнтегральних рiвнянь.

Основна iдея методу полягає у замiнi iнтеграла деякою квадратурною фор-
мулою ∫

D

f (x) dx ≈
n∑
j=1

αjf (xj),

де αj ∈ C, xj ∈ D, j = 1, . . . , n. Тут {xj} — вузли квадратурної формули, а {αj}
— коефiцiєнти, що не залежать вiд функцiї f . Для кратних iнтегралiв можна
використати кубатурнi формули [10], або повторно застосовувати квадратурнi
формули для одновимiрних iнтегралiв. Iснує багато квадратурних формул [11],
що застосовують на практицi. Наприклад, можна використати формули прямо-
кутникiв, трапецiй, парабол, Сiмпсона, трьох восьмих та iн.

Пiсля застосування до iнтегрального рiвняння Фредгольма другого роду (1)
квадратурної формули отримаємо

λu (x) ≈
n∑
j=1

αjK (x, xj)u (xj)− f (x) .

Прийнявши за наближення розв’язку рiвняння функцiю

û (x) =
1

λ

(
n∑
j=1

αjK (x, xj) û (xj)− f (x)

)
,

û (xj) = u (xj) , j = 1, . . . , n,

та послiдовно пiдставивши x = xj, j = 1, . . . , n, отримаємо систему n лiнiйних
алгебричних рiвнянь з n невiдомими для знаходження значень наближеного
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14 В. М. БIЛЕЦЬКИЙ

розв’язку у вузлах квадратурної формули {û (xj)}

ÂX̂ = B̂. (4)

Тут X̂ — вектор невiдомих системи

X̂j = û (xj) ,

B̂ — вектор правої частини системи, що мiстить значення функцiї f у вузлах
квадратурної формули

B̂j = f (xj) ,

Â — матриця розмiру n× n, елементи якої обчислюються згiдно формули

Âjk = δjk −
1

λ
(αkK (xj, xk)) ,

де δjk — символ Кронекера.
За наближений розв’язок iнтегрального рiвняння приймають функцiю û, яку

знаходять шляхом iнтерполяцiї по її значеннях у вузлах квадратурної формули
{xj}.

3. Порiвняння методiв. Проведемо порiвняння обчислювальних складно-
стей та компактностi представлення наближеного розв’язку для методу уза-
гальненого роздiлення змiнних та методу квадратур. У подальших мiркуван-
нях, що стосуються обчислювальної складностi методiв, елементарними опера-
цiями вважатимемо обчислення значення функцiї у деякiй точцi та елементарнi
арифметичнi операцiї.

На практицi для використання алгоритму методу узагальненого роздiлен-
ня змiнних рiвняння (1) необхiдно дискретизувати. Нехай внаслiдок дискрети-
зацiї задачi нескiнченновимiрний простiр L2 ([aj, bj]), j = 1, . . . d ми замiнили
nj-вимiрним простором Hj. Тодi простiр L2 (D) можна наблизити n-вимiрним
простором H = H1 ⊗ . . .⊗Hd, де

n =
d∏
j=1

nj.

Чисельне представлення елемента простору H вимагає збереження iнфор-
мацiї розмiру

O

(
d∏
j=1

nj

)
. (5)

Поряд з цим для представлення одного доданку наближеного розв’язку методу
узагальненого роздiлення змiнних достатнiм є збереження iнформацiї розмiру

O

(
d∑
j=1

nj

)
. (6)

Легко бачити, що з одночасним збiльшенням розмiрностей всiх просторiв Hj,
j = 1, . . . , d величина (5) зростає експоненцiально, а величина (6) — лiнiйно.
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Отже, за умови вiдносно невеликої кiлькостi доданкiв наближеного розв’яз-
ку, метод узагальненого роздiлення змiнних дає компактне представлення на-
ближеного розв’язку рiвняння (1) та дозволяє суттєво зменшити затрати обчи-
слювальних ресурсiв.

На вiдмiну вiд методу квадратур, метод узагальненого роздiлення змiнних
враховує те, що простiр L2 (D) можна представити як тензорний добуток про-
сторiв L2 ([aj, bj]), j = 1, . . . , d, i завдяки цьому є бiльш ефективним. Оцiнимо
обчислювальну складнiсть методу узагальненого роздiлення змiнних у випадку,
якщо для знаходження доданкiв наближеного розв’язку використовують метод
послiдовних найменших квадратiв.

На кожному кроцi методу послiдовних найменших квадратiв для всiх j =
1, . . . , d задача мiнiмiзацiї функцiонала зводиться до системи nj лiнiйних алге-
бричних рiвнянь з nj невiдомими. Оскiльки ми вважаємо обчислення значень
ядра K та правої частини f у деяких точках елементарними операцiями, то для
побудови такої системи алгебричних рiвнянь необхiдно виконати O (n2) опера-
цiй, а для її розв’язання, наприклад методом Гауса, — O

(
n3
j

)
операцiй. Отже,

сумарна обчислювальна складнiсть одного кроку методу послiдовних наймен-
ших квадратiв рiвна

O

(
dn2 +

d∑
j=1

n3
j

)
.

Розглянемо питання обчислювальної складностi методу квадратур. Для по-
будови системи лiнiйних алгебричних рiвнянь (4) знадобиться порядку O (n2)
операцiї, а для її розв’язання — O (n3) операцiй. Для представлення наближе-
ного розв’язку знадобиться O (n) пам’ятi.

Порiвняння методу узагальненого роздiлення змiнних та методу квадратур
наведено у таблицi 1. Для методу узагальненого роздiлення змiнних вказанi об-
числювальна складнiсть одного кроку методу послiдовних найменших квадра-
тiв та обсяг пам’ятi, необхiдний для збереження одного доданку наближеного
розв’язку. Нагадаємо, що n =

∏d
j=1 nj.

Таблиця 1.
Порiвняння обчислювальної складностi та компактностi представлення

наближених розв’язкiв

Обчислювальна
складнiсть

Компактнiсть представлення
наближеного розв’язку

Метод квадратур
O
(
n3
)

O (n)

Метод узагальненого
роздiлення змiнних

O

(
dn2 +

d∑
j=1

n3
j

)
O

(
d∑
j=1

nj

)

При d > 1 та за умови вiдносно невеликої кiлькостi крокiв алгоритму методу
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узагальненого роздiлення змiнних, вiн є значно ефективнiшим нiж метод ква-
дратур як у планi швидкодiї так i у планi компактностi представлення розв’язку.
Причому рiзниця стає бiльш вiдчутною iз зростанням параметра d.

4. Числовi результати. Для проведення практичних дослiдiв створено
комплекс комп’ютерних програм, що реалiзують алгоритми методу узагаль-
неного роздiлення змiнних та методу квадратур. Для емпiричної оцiнки ефе-
ктивностi методу узагальненого роздiлення змiнних проведено ряд числових
експериментiв. Тут наведено числовi результати деяких з них. Всi експеримен-
ти проведено на обчислювальнiй машинi з процесором Intel Core i3 (тактова
частота 2.5GHz) та оперативною пам’яттю об’ємом 4GB.

Оскiльки при заданiй точностi наближеного розв’язку важко оцiнити кiль-
кiсть iтерацiй методу узагальненого роздiлення змiнних, то порiвняння методiв
зручно проводити шляхом оцiнки часу виконання програм, що реалiзують ал-
горитми цих методiв.

За критерiй зупинки методу узагальненого роздiлення змiнних приймемо
достатньо мале вiдносне значення нев’язки рiвняння (1)

∥f − Aû∥
∥f∥

< ϵ,

де û — деяке наближення розв’язку рiвняння.

Приклад 1.

1∫
0

1∫
0

cos
(
x̂ŷ + x2 − y2

)
u(x̂, ŷ)dx̂dŷ − 4u(x, y) = sin

(
x2 + y2

)
. (7)

Це рiвняння є двовимiрним iнтегральним рiвнянням Фредгольма другого
роду. У таблицi 2 наведено порiвняння часу виконання алгоритмiв методу
узагальненого роздiлення змiнних та методу квадратур при заданiй точностi
ϵ = 10−7 та рiзних розмiрностях дискретизованої задачi.

Таблиця 2.
Порiвняння часу виконання реалiзацiй алгоритмiв методiв для задачi (7)

n n1 n2 Метод квадратур Метод узагальненого
роздiлення змiнних

900 30 30 4,12 сек. 1,98 сек.
2500 50 50 85,03 сек. 13,68 сек.
4500 60 75 489,81 сек. 44,47 сек.
9801 99 99 5109,12 сек. 197,54 сек.

Приклад 2.

π/2∫
1

π/2∫
1

π/2∫
1

ln (1 + xx̂+ yŷ + zẑ)u (x̂, ŷ, ẑ) dx̂dŷdẑ + 7u(x, y, z) =

= cos (x+ y) sin (y + z). (8)
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У цьому прикладi ми маємо тривимiрне iнтегральне рiвняння Фредголь-
ма другого роду. У таблицi 3 наведено порiвняння часу виконання алгоритмiв
методу узагальненого роздiлення змiнних та методу квадратур при заданiй
точностi ϵ = 10−5 та рiзних розмiрностях дискретизованої задачi.

Таблиця 3.
Порiвняння часу виконання реалiзацiй алгоритмiв методiв для задачi (8)

n n1 n2 n3 Метод квадратур Метод узагальненого
роздiлення змiнних

1000 10 10 10 7,33 сек. 6,59 сек.
3240 15 12 18 235,87 сек. 67,42 сек.
8000 20 20 20 3502,18 сек. 404,74 сек.

Легко бачити, що зi зростанням розмiрностi дискретизованої задачi час ро-
боти методу квадратур зростає швидше нiж час роботи методу узагальненого
роздiлення змiнних. Можна помiтити кубiчну залежнiсть часу виконання вiд
розмiрностi дискретизованої задачi для методу квадратур та квадратичну —
для методу узагальненого роздiлення змiнних.

Числовi результати свiдчать про ефективнiсть застосування методу узагаль-
неного роздiлення змiнних у порiвняннi з методом квадратур при розв’язуваннi
багатовимiрних iнтегральних рiвнянь Фредгольма другого роду.
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