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ПРО ТОЧНIСТЬ ДЕЯКИХ ЧИСЕЛЬНИХ МЕТОДIВ,
ОДЕРЖАНИХ ВНАСЛIДОК АПРОКСИМАЦIЇ ФУНКЦIЙ
НЕКЛАСИЧНОЮ МАЖОРАНТОЮ НЬЮТОНА

Assessment of the accuracy of approximation of twice continuously differentiable and logarithmi-
cally convex function is considered.

Розглянуто оцiнку точностi апроксимацiї двiчi неперервно диференцiйованої i логарифмiчно
опуклої функцiї.

1.Вступ.В [1] розглянуто точнiсть апроксимацiї довiльної неперервної логари-
фмiчно вгнутої функцiї f(x), визначеної на промiжку [a, b], некласичною ма-
жорантою Ньютона Mf (x) [2], побудованою для функцiї f(x) за її значеннями у
вибранiй системi точок x0, x1, ..., xn промiжку [a, b], а також точнiсть апрокси-
мацiї довiльної неперервної функцiї функцiєю gn(f ; x), яка на кожному промiж-
ку [xi, xi+1], i = 0, 1, ..., n− 1, збiгається з некласичною мажорантою Ньютона,
побудованою за значеннями функцiї f(x) в двох точках xi та xi+1. Якщо при
цьому функцiя f(x) є двiчi неперервно диференцiйованою на промiжку [a, b], то
в [3] показано, що точнiсть апроксимацiї в цьому випадку є на порядок вищою.

У роботi розглянемо оцiнку точностi апроксимацiї двiчi неперервно диферен-
цiйованої i логарифмiчно опуклої функцiї f(x), визначеної на промiжку [a, b],
функцiєю gn(f ; x), яка на кожному промiжку [xi, xi+1] вибраної системи точок
збiгається з некласичною мажорантою Ньютона, побудованою за значеннями
функцiї f(x) в двох точках xi та xi+1. Крiм того, встановимо оцiнки похиб-
ки наближеного обчислення визначених iнтегралiв i iнтерполяцiйного методу
розв’язування задачi Кошi для звичайних диференцiальних рiвнянь у випад-
ку, коли пiдiнтегральна функцiя, що апроксимується некласичною мажорантою
Ньютона, є двiчi неперервно диференцiйованою i логарифмiчно опуклою.
2. Формулювання задач.

Задача 1. Припустимо, що f(x) ∈ C2[a, b] – логарифмiчно опукла функцiя
на промiжку [a, b]. Виберемо на промiжку [a, b] систему рiвновiддалених точок
xi = x0 + ih (i = 0, 1, ..., n), де x0 = a, h = b−a

n
, i побудуємо функцiю gn(f ; x),

визначену на [a, b], яка на кожному з промiжкiв [xi, xi+1], i = 0, 1, ..., n− 1, збi-
гається з некласичною мажорантою Ньютона, побудованою для функцiї f(x) за
двома точками (xi, f (xi)), (xi+1, f (xi+1)). Знайдемо оцiнку похибки апроксима-
цiї функцiї f(x) функцiєю gn(f ; x).

Задача 2. В [4], використовуючи некласичну мажоранту Ньютона, побудо-
вана формула для наближеного обчислення визначених iнтегралiв

b∫
a

f(x) dx = h
n−1∑
k=0

f(xk+1)− f(xk)

ln (f(xk+1)/f(xk))
+Rn(f).

Знайдемо оцiнку похибки цiєї формули у випадку, коли f(x) – двiчi непе-
рервно диференцiйована i логарифмiчно опукла функцiя.
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Задача 3. В [5], використовуючи некласичну мажоранту Ньютона, розро-
блено чисельний метод iнтерполяцiйного типу

yi+1 = yi + h
f (xi+1, yi+1)− f (xi, yi)

ln (f (xi+1, yi+1)/f (xi, yi))
( i = 0, 1, ..., n− 1 ),

де y0 = y(x0), розв’язування задачi Кошi для звичайних диференцiальних рiв-
нянь

y′ = f(x, y), y(x0) = y0.

Знайдемо оцiнку похибки методу у випадку, коли f (x, y(x)) – двiчi неперервно
диференцiйована i логарифмiчно опукла функцiя, де y(x) – розв’язок задачi.
3. Розв’язування задач.

Задача 1. Справедлива така теорема.

Теорема 1. Якщо f(x) ∈ C2[a, b] – логарифмiчно опукла функцiя на про-
мiжку [a, b], то

lim
n→∞

gn(x) = f(x)

рiвномiрно для всiх x ∈ [a, b] i справедлива оцiнка

gn(f ; x)− f(x) ≤ M2

8
h2,

де M2 = max
x∈[a, b]

f ′′(x).

Доведення. Нехай

max
x∈[a, b]

(gn(f ;x)− f(x)) = max
x∈[xk, xk+1]

(gn(f ;x)− f(x)) .

Зазначимо, якщо f(x) – логарифмiчно опукла функцiя, то f(x) ≤ gn(f ;x).
Оскiльки для x ∈ [xk, xk+1]

gn(f ; x)− f(x) ≤ L1(x)− f(x) ≤ −f
′′(ξ)

2
(x− xk) (x− xk+1) ,

де L1(x) – iнтерполяцiйний многочлен Лагранжа, побудований для функцiї f(x)
за двома вузлами xk i xk+1, ξ ∈ (xk, xk+1), то для x ∈ [a, b]

gn(f ;x)− f(x) ≤ −f
′′(ξ)

2
(x− xk) (x− xk+1) .

Очевидно,

max
x∈[xk, xk+1]

|(x− xk) (x− xk+1)| =
h2

4

i досягається при x = xk+xk+1

2
. Тому для всiх x ∈ [a, b]

gn(f ; x)− f(x) ≤ M2

8
h2.
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Задача 2. Якщо f(x) ∈ C2[a, b] – логарифмiчно опукла функцiя на промiж-
ку [a, b], то

b∫
a

f(x) dx ≤
n−1∑
k=0

xk+1∫
xk

Mf (x) dx,

де Mf (x) – мажоранта Ньютона, побудована для функцiї f(x) за двома точками
(xk, f (xk)), (xk+1, f (xk+1)). Тому залишковий член

Rn(x) ≤
n−1∑
k=0

xk+1∫
xk

(Mf (x)− f(x)) dx ≤
n−1∑
k=0

xk+1∫
xk

(L1(x)− f(x)) dx =

=
n−1∑
k=0

xk+1∫
xk

(
−f

′′(ξ)

2
(x− xk) (x− xk+1)

)
dx,

де L1(x) – iнтерполяцiйний многочлен Лагранжа, побудований для функцiї f(x)
за двома вузлами xk i xk+1, ξ ∈ (xk, xk+1).

Функцiя f(x) ∈ C2[a, b], а добуток (x− xk) (x− xk+1) на промiжку [xk, xk+1]
не змiнює знака. Тому на основi теореми про середнє значення визначеного
iнтеграла iснує таке ξ ∈ (xk, xk+1), що

−
xk+1∫
xk

f ′′(ξ)

2
(x− xk) (x− xk+1) dx = −f

′′(ξ)

2

xk+1∫
xk

(x− xk) (x− xk+1) dx ≤

≤ f ′′(ξ)

2
h2

xk+1∫
xk

dx =
f ′′(ξ)

2
h3.

Тому

Rn(x) ≤
n−1∑
k=0

f ′′(ξ)

8
h3 =

b− a

8
f ′′(ξ)h2.

Задача 3. Зазначимо спочатку, що додатна функцiя g(x) ∈ C2[a, b] буде лога-
рифмiчно опуклою на промiжку [a, b] тодi i тiльки тодi, коли для всiх x ∈ [a, b]
виконується нерiвнiсть

g′′(x)g(x)− (g′(x))
2
> 0.

Нехай f(x, y) ∈ C2(Ω̄). Тодi очевидне

Твердження 1. Для того, щоб функцiя f(x, y) була логарифмiчно опуклою
на Ω̄, необхiдно i досить, щоб для всiх (x, y) ∈ Ω̄, виконувалась нерiвнiсть

f ′′(x, y)f(x, y)− (f ′(x, y))
2
> 0,

де
f ′(x, y) = f ′

x(x, y) + f ′
y(x, y) f(x, y),

f ′′(x, y) = f ′′
xx(x, y) + 2f ′′

xy(x, y)f(x, y) + f ′′
yy(x, y)f

2(x, y) + f ′
y(x, y)f

′
(x, y).
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Якщо функцiя f(x, y(x)) ∈ C2 [a, b] – логарифмiчно опукла, то похибка ви-
значається формулою

Ri+1(x) =

xi+1∫
xi

(Mf (x)− f(x)) dx ≤
xi+1∫
xi

(L1(x)− f(x)) dx =

=

xi+1∫
xi

(
−f

′′(ξ)

2
(x− xi) (x− xi+1)

)
dx ≤ −f

′′(ξ)

2
h3,

де ξ∈(xi, xi+1),Mf (x) – мажоранта Ньютона, побудована для функцiї f(x, y(x))
за двома точками (xi, f (xi, y(xi))), (xi+1, f (xi+1, y(xi+1))). Тому похибка чи-
сельного методу становить O(h2).
4. Висновки. Показано, що точнiсть апроксимацiї логарифмiчно опуклої фун-
кцiї f(x, y(x)) ∈ C2 [a, b] функцiєю gn(f ; x), ланками якої є некласичнi мажо-
ранти Ньютона, побудованi для функцiї f(x) на кожному промiжку вибраної
системи точок за двома вузлами – кiнцями промiжку, становить O(h2). Крiм
того, встановлено, що точнiсть наближеної формули для обчислення визначе-
них iнтегралiв i чисельного методу iнтерполяцiйного типу для розв’язування
задачi Кошi для звичайних диференцiальних рiвнянь становить також O(h2)
при апроксимацiї пiдiнтегральної функцiї некласичною мажорантою Ньютона.
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