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УМОВИ РIВНОМIРНОЇ ЗБIЖНОСТI ЗОБРАЖЕНЬ
φ-СУБГАУССОВИХ ВИПАДКОВИХ ПРОЦЕСIВ У ВИГЛЯДI
ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ РЯДIВ

In this article the conditions and rates uniforms convergence of representation φ-subgaussian pe-
riodic random processes in the form of trigonometric series ave considered.

В данiй роботi розглядаються умови та швидкiсть рiвномiрної збiжностi зображень φ-субгау-
ссових перiодичних випадкових процесiв у виглядi тригонометричних рядiв.

Вступ. Робота є продовженням статтi [1], в якiй сформульованi всi необхiднi
вiдомостi з теорiї просторiв subφ(Ω) i введенi вiдповiднi позначення. В статтi [1]
розглядалися зображення перiодичних строго φ-субгауссових випадкових про-
цесiв у виглядi рядiв за ортонормованими тригонометричними полiномами i
були знайденi умови та швидкiсть збiжностi цих рядiв у просторi L2 ([0, π], µ).

В цiй роботi вивчаються умови та швидкiсть збiжностi за ймовiрнiстю таких
же рядiв у просторi C([0, π]). Робота складається iз вступу i трьох роздiлiв. В
першому роздiлi знайдено умови збiжностi рядiв у просторi C([0, π]), в другому
– швидкiсть цiєї збiжностi, а в третьому роздiлi розглядаються приклади.

1. Умови збiжностi зображень строго φ-субгауссових процесiв у
виглядi рядiв за тригонометричними полiномами у просторi C([0, π]).
Нехай X={x(θ), θ∈R} – строго φ-субгауссовий з визначальною константою Cx
перiодичний з перiодом 2π випадковий процес. Процес X-вимiрний, x(θ)=
x(−θ), Ex(θ)=0, sup

0≤θ≤π
E | x(θ) |2<∞, Ex(θ)x(ξ) = R(cos θ, cos ξ), 0≤θ≤ π.

Покладемо, що процес X неперервний в середньому квадратичному, тобто
функцiя R(t, s), −1 ≤ t ≤ 1, −1 ≤ s ≤ 1, неперервна. Розглянемо цей про-
цес на вiдрiзку [0, π]. Як i в роботi [1] цей процес називатимемо стандартним
φ-субгауссовим випадковим процесом.

Зауважимо, що центрований гауссiв процес є строго φ-субгауссовим з визна-
чальною константою Cx = 1.

Нехай Tk(θ), k = 0, 1, 2, ..., θ ∈ [0, π] – повна ортонормована система дiйсних
тригонометричних полiномiв степенi k на просторi {[0, π], µ}, µ – скiнченна мiра.
Тодi [1] X(θ) можна зобразити у виглядi ряду

X(θ) =
∞∑
k=0

ξk · Tk(θ), (1)

де ξk =
∫ T
0
X(θ)Tk(θ)dµ(θ) i ряд (1) збiжний з iмовiрнiстю одиниця в нормi

простору L2([0, π], µ). Введемо позначення:

XN(θ) =
N∑
k=0

ξk · Tk(θ),
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∆N(θ) = X(θ)−XN(θ) =
∞∑

k=N+1

ξ · Tk(θ) –

похибка при апроксимацiї процесу X(θ) сумою XN(θ). У роботi [1] показано, що

τ 2φ(∆N(θ)) ≤ C2
X ·

∞∑
l=N+1

∞∑
k=N+1

(Eξkξl) · Tk(θ) · Tl(θ), (2)

де τφ(·) – норма випадкових величин у просторi subφ(Ω).
Аналогiчно встановлюється, що при M < N

τ 2φ(XN(θ)−XM(θ)) ≤ C2
X ·

N∑
l=M+1

N∑
k=M+1

(Eξkξl) · Tk(θ)Tl(θ). (3)

Зауважимо, що

Eξkξl =

T∫
0

T∫
0

R(cos θ, cos ζ)Tk(θ)Tl(ζ)dµ(θ)dµ(ζ). (4)

З нерiвностi (3) випливає така лема.

Лема 1. Якщо при кожному θ ∈ [0, π] збiгається ряд
∞∑
l=0

∞∑
k=0

(Eξkξl) · Tk(θ) · Tl(θ) <∞, (5)

то в кожнiй точцi θ ряд (1) є збiжним у середньому квадратичному, тобто
E(X(θ)−XN(θ)

2 −→ 0 при N −→ ∞.

Наслiдок 1. При виконаннi умови (5) справджується таке граничне спiв-
вiдношення: XN(θ) −→ X(θ) при N −→ θ, θ ∈ (0, π) за ймовiрнiстю.

Сформулюємо твердження, якi є необхiдними для доведення основних тео-
рем.

Наступна теорема є частинним випадком теореми 3.6 з роботи [2].

Теорема 1. Нехай Yn = {yn(t), t ∈ [0, T ]}, n = 1, 2, . . ., – послiдовнiсть
строго φ-субгауссових випадкових процесiв, yn ∈ C([0, T ]), i виконується умо-
ва:

sup
|t−s|≤h

(E|yn(t)− yn(s)|2)
1
2 ≤ σ(h), (6)

де σ(h), h ≤ 0, – строго монотонно зростаюча неперервна функцiя, така, що
σ(0) = 0.

Якщо для будь-якого ε > 0

ε∫
0

ψ(ln

(
1 +

1

σ(−1)(u)

)
du <∞, (7)

де ψ(v) = v
φ(−1)(v) , а σ(−1)(v) – функцiя обернена до σ(v), i для кожного t ∈ T за

ймовiрнiстю Xn(t) −→ X(t) при n −→ ∞, тодi Xn(t) збiгається за ймовiрнi-

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2012, вип. 23 , N 2



44 В. Й. ДЗЯМКО, Ю. В. КОЗАЧЕНКО, А. I. МОЦА

стю в просторi C(T ) до X(t), тобто при δ > 0

P

{
sup

t∈L[0,T ]
|Xn(t)−X(t)| > δ

}
−→ 0

при n −→ ∞.

Лема 2. [3] (Нерiвнiсть Бернштейна). Нехай Tk(x) – тригонометричний
полiном степенi k. Тодi

sup
x

|T ′
k(x)| ≤ k · sup

x
|Tk(x)|.

З леми 2 випливає такий наслiдок.

Наслiдок 2. Нехай Tk(x) – тригонометричний полiном степенi k, то для
будь-яких t, s ∈ [0, π] справджується нерiвнiсть

|Tk(t)− Tk(s)| ≤ k · sup
x

|Tk(x)| · |t− s|. (8)

Наступна лема є модифiкацiєю леми 4.2 з роботи [4].

Лема 3. Нехай Zn(u), n = 1, 2, 3, . . ., u ∈ [0, π] – послiдовнiсть функцiй,
така, що:

1) sup
0≤u≤π

|Zn(u)| ≤ Bn;

2) для всiх u, v ∈ [0, π] має мiсце нерiвнiсть |Zn(u)−Zn(v)| ≤ Cn · n · |u− v|;
3)S(u), u > 0 – монотонно зростаюча функцiя, така, що для деякої кон-

станти r ≥ 0 функцiя u
S(u)

– монотонно зростає при u > r. Тодi для всiх
n ≥ 1 справджується нерiвнiсть

|Zn(u)− Zn(v)| ≤ max(Cn, 2Bn) ·
S(n+ r)

S
(
r + 1

|u−v|

) . (9)

З леми 3 та наслiдку 2 випливає таке твердження.

Лема 4. Нехай Tk(u), k = 1, 2, 3, . . ., – тригонометричний полiном степенi
k. Тодi для всiх u, v ∈ [0, π] та k = 1, 2, 3, . . . має мiсце нерiвнiсть:

|Zk(u)− Zk(v)| ≤ 2 · sup
u

|Tk(u)| ·
S(k + r)

S
(
r + 1

|u−v|

) , (10)

де функцiя S(u) визначена в лемi 3.

Наступна теорема – перша з двох основних теорем.

Теорема 2. Нехай X(θ) – стандартний процес з простору subφ(Ω), S(u) –
функцiя, для якої виконуються умови леми 3, причому для кожного ε < C

S(r+ 1
π )

є збiжним iнтеграл
ε∫
0

ψ
(
ln
(
S(−1)

(
C
u

)
− r + 1

))
du, (C – визначена в (12), а ψ

визначена в теоремi 1), тодi, якщо збiгається ряд
∞∑
k=0

∞∑
l=0

|Eξkξl| · S(k + r) · S(l + r)Ck · Cl <∞, (11)
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(тут Ck = sup
u

|Tk(u)|), то XN(θ) збiжний за ймовiрнiстю в просторi C([0, π])

при N −→ ∞ до процесу X(θ), який є вибiрково неперервний з iмовiрнiстю
одиниця.

Доведення. Справедливiсть теореми 2 випливає з теореми 1. Дiйсно, з (11)
випливає, що є збiжним ряд

∞∑
k=0

∞∑
l=0

|Eξkξl| · Ck · Cl,

тобто при кожному θ ∈ [0, π] збiгається ряд (5). Отже, з наслiдку 1 випливає,
що в кожнiй точцi θ ∈ [0, π] часткова сума XN(θ) прямує до X(θ) при N −→ ∞
за ймовiрнiстю.

Знайдемо тепер функцiю σ(h) з (6). Оскiльки

XN(θ)−XN(ζ) =
N∑
k=0

ξk(Tk(θ)− Tk(ζ)),

то з леми 4 та умови (11) маємо, що

E|XN(θ)−XN(ζ)|2 =
N∑
k=0

N∑
l=0

(Eξkξl)(Tk(θ)− Tk(ζ))(Tl(θ)− Tl(ζ)) ≤

≤
N∑
k=0

N∑
l=0

|Eξkξl| · |Tk(θ)− Tk(ζ)| · |Tl(θ)− Tl(ζ)| ≤

≤
N∑
k=0

N∑
l=0

|Eξkξl| · 2Ck ·
S(k + r)

S
(

1
|θ−ζ| + r

) · 2Cl ·
S(l + r)

S
(

1
|θ−ζ| + r

) =

=
4

S2
(

1
|θ−ζ| + r

) ·
N∑
k=0

N∑
l=0

|Eξkξl| · Ck · Cl · S(k + r) · S(l + r) ≤ 1

S2
(

1
|θ−ζ| + r

) · C2,

де

C2 = 4
T∑
k=0

T∑
l=0

|Eξkξl| · Ck · Cl · S(k + r) · S(l + r). (12)

Звiдси маємо, що

σ(h) =
C

S
(
1
h
+ r
) .

Отже,

σ(−1)(h) =

(
S−1

(
C

h

)
− r

)−1

, де 0 < h <
C

S−1
(
r + 1

π

) .
Тобто, при ε < C

S−1(r+ 1
π )

отримаємо:

ε∫
0

ψ

(
ln

(
1

σ(−1)(u)
+ 1

))
du =

ε∫
0

ψ

(
ln

(
S(−1)

(
C

u

)
− r + 1

))
du <∞.
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Теорема доведена.

2. Швидкiсть збiжностi зображень строго φ-субгауссового випад-
кового процесу у виглядi ряду за тригонометричними полiномами.
Сформулюємо теорему, яка є окремим випадком наслiдку 5.1 з роботи [2].

Теорема 3. Нехай y = {y(t), t ∈ [0, T ]} – сепарабельний випадковий процес
з простору subφ(Ω). Якщо виконується умова

sup
|t−s|≤h

τφ (X(t)−X(s)) ≤ σ(h),

де σ(h) – строго монотонно зростаюча неперервна функцiя, σ(0) = 0 та для
σ(h) виконується умова (7), тодi для будь-якого p ∈ (0, 1) i u > 2 · Iφ

(
pε0

p·(1−p)

)
справджується нерiвнiсть

P{ sup
t∈[0,T ]

|X(t)| > u} ≤ 2A(u, p), (13)

де

ε0 = Cx · sup
0≤t≤T

(
E|X(t)|2

) 1
2 , Iφ(δ) =

δ∫
0

ψ

(
ln

(
T

2σ(−1)(u)
+ 1

))
du,

A(u, p) = exp

{
−φ∗

(
1

ε0

[
u(1− p)− 2

p
Iφ(θε0)

])}
,

φ∗(u) – перетворення Юнга-Фенхеля функцiї φ(u).

Другою основною теоремою роботи є така.

Теорема 4. Нехай виконуються умови теореми 2. Тодi при будь-яких

0 < p < 1, u > 2Iφ(p · εN) ·
1

p · (1− p)

має мiсце нерiвнiсть:

P{ sup
0≤θ≤π

|∆N(θ)| > u} ≤ 2AN(u, p), (14)

де
AN(u, p) = exp

{
−φ ∗

[
1

εN

(
u(1− p)− 2

p
· Îφ(p · εN)

)]}
,

Îφ(δ) =

δ∫
0

ψ

(
ln

[
π

2

(
S(−1)

(
CN
u

)
− r

)
+ 1

])
du,

CN = 2Cx ·

(
∞∑

k=N+1

∞∑
l=N+1

|Eξkξl|Ck · Cl · S(k + r)S(l + r)

)
,

εN = Cx sup
0≤θ≤π

∞∑
l=N+1

∞∑
k=N+1

(Eξkξl) · Tk(θ) · Tl(θ)

∆N(θ) =
∞∑

k=N+1

ξk · Tk(θ).
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Зауваження 1. Справедлива нерiвнiсть

εN ≤ ε̂N = Cx ·
∞∑

l=N+1

∞∑
k=N+1

|Eξkξl| · Cl · Ck.

В оцiнцi (14) можна замiнити εN на ε̂N .

Доведення теореми. Як i при доведеннi теореми 2 маємо

E|∆N(θ)−∆N(ζ)|2 ≤

≤ 1

S2
(

1
|θ−ζ| + r

) ·
∞∑

k=N+1

∞∑
l=N+1

|Eξkξl| · Ck · Cl · S(k + r) · S(l + r).

Тобто, в позначеннях теореми 3 отримаємо

C(h) = CN · 1

S
(
1
h
+ r
) , σ(−1)(h) =

(
S(−1)

(
CN
h

)
− r

)−1

,

ε0 = Cx · sup
0≤θ≤π

(
E∆2

N(θ)
) 1

2 .

В роботi [1] показано, що

E
(
∆2
N(θ)

)
=

∞∑
k=N+1

∞∑
l=N+1

(Eξkξl) · Tk(θ) · Tl(θ).

Звiдси маємо
sup

0≤θ≤π
τ (∆N(θ)) ≤ εN ≤ ε̂N .

Таким чином, iз теореми 3 випливає справедливiсть теореми 4. Теорема до-
ведена.

3. Приклади

Приклад 1. Нехай X(θ) – стандартний процес з простору subφ(Ω). По-
кладемо:

S(v) = Sψ(v) =
(
ψ
[
ln
(π
2
v + 1

)]) 1
γ
,

де γ є будь-яким числом, що приймає значення з iнтервалу (0; 1). Тодi

S
(−1)
ψ (t) =

[
exp

{
ψ(−1)(tγ)

}
− 1
]
· 2
π
.

Позначимо символом rψ таке невiд’ємне число, що при v > rψ функцiя v
Sψ(v)

монотонно зростає. Тодi
δ∫
0

ψ
(
ln
[
π
2

(
S−1
ψ

(
CN
u

)
− rψ

)
+ 1
])
du =

=
δ∫
0

ψ
(
ln
[
exp

{
ψ(−1)

((
CN
u

)γ)− rψ
}])

du ≤

≤
δ∫
0

ψ
(
ln
[
exp

{
ψ(−1)

((
CN
u

)γ)}])
du ≤

δ∫
0

(
CN
u

)γ
du = Cγ

N · δ1−γ · 1
1−γ <∞.
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Отже, якщо iснує rξ ≥ 0, для якого функцiя v
Sψ(v)

монотонно зростає при
v > rξ, тодi функцiя Sψ(v) задовольняє умови теореми 2.

Отже, має мiсце наступна теорема.

Теорема 5. Нехай X(θ) – стандартний випадковий процес з простору
subφ(Ω), iснує rξ ≤ 0 таке, що при v > rξ функцiя v

Sψ(v)
строго монотонно

зростає. Якщо є збiжним ряд
∞∑
k=0

∞∑
l=0

|Eξkξl| · Sψ(k + rψ) · Sψ(l + rψ) · Ck · Cl,

тодi XN(θ) збiгається за iмовiрнiстю у просторi C([0, π]) при N → ∞. Про-
цес X(θ) вибiрково неперервний з iмовiрнiстю одиниця та якщо для деяких
0 < p < 1, 0 < γ < 1

u > 2Cγ
N · (pεN)1−γ ·

1

1− γ
· 1

p · (1− p)
,

то справджується нерiвнiсть

P{ sup
0≤θ≤π

|∆N(θ)| > u} ≤ 2ÂN(u, p), (15)

де

ÂN(u, p) = exp

{
−φ∗

(
1

εN

[
u(1− p)− 2

p
· Cδ

N · (p · εN)1−γ ·
1

1− γ

])}
.

Розглянемо простори subφ(Ω), де φ(x) = |x|α
α

, причому α ∈ (1, 2]. Тодi

ψ(x) =
1

α
1
α

· x1−
1
α i Sψ(v) =

[
1

α
1
α

(
ln
(π
2
v + 1

))1− 1
α

] 1
γ

,

де γ – будь-яке число, що 0 < γ < 1. Звiдси бачимо, що для цих просторiв
теорема 5 буде справедливою, якщо для деякого γ ∈ (0, 1) ряд

∞∑
k=0

∞∑
l=0

|Eξkξl| · Ck · Cl · (ln k)(1−
1
α)·

1
γ · (ln l)(1−

1
α)·

1
γ (16)

є збiжним. Причому, якщо

u > 2Cγ
N · (pεN)1−γ ·

1

1− γ
· 1

p(1− p)
,

тодi справджується нерiвнiсть

P{ sup
0≤θ≤π

|∆N(θ)| > u} ≤ 2ÃN(u, p), (17)

де

ÃN(u, p) = exp

{
− 1

β

[
1

εN

(
u(1− p)− 2

p
· Cγ

N · (p · CN)1−γ ·
1

1− γ

)]β}
,
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i число β визначається з умови 1
β
+ 1

α
= 1.

Якщо процес гауссiв, то умову (16) можемо визначити таким чином: для
деякого γ ∈ (0, 1) ряд

∞∑
k=0

∞∑
l=0

|Eξkξl| · Ck · Cl(ln k)
1
2γ · (ln l)

1
2γ <∞ (18)

збiжний. При умовi (18), якщо

u > 2Cγ
N · (pεN)

1
2 · 2

p · (1− p)
,

тодi справджується наступна нерiвнiсть:

P{ sup
0≤θ≤π

|∆N(θ)| > u} ≤

≤ exp

{
−1

2

[
1
εN

(
u(1− p)− 2

p
· Cγ

N · (p · CN)1−γ · 1
1−γ

)]2}
,

(19)

де

CN = 2

[
∞∑

k=N+1

∞∑
l=N+1

|Eξkξl| · CkCl · Ŝ(k + r) · Ŝ(l + r)

]
,

Ŝ(v) =

[
1√
2

(
ln
(π
2
v + 1

)) 1
2

] 1
γ

, r визначається за лемою 3,

εN =
∞∑

k=N+1

∞∑
l=N+1

|Eξkξl| · Ck · Cl.

Приклад 2. Розклад стандартних процесiв за системою косинусiв.
Нехай процес гауссiв

Tk(θ) = bk cos kθ, k = 0, 1, 2, ..., b0 =
1

π
, bk =

2

π
, k = 1, 2, ... .

Ця система є повною ортонормованою системою в просторi C([0, π], µ), де µ
– мiра Лебега. Отже,

Eξkξl = bk · bl ·
π∫
o

π∫
0

R(cos θ, cos ζ) cos kθ · cos kζdθdζ.

Якщо збiжний ряд

∞∑
k=0

∞∑
l=0

|Eξkξl| · (ln k · ln l)χ, (20)

k, l ≥ 1, χ > 1
2γ

, де 0 < γ < 1, тодi умова (18) виконується. Очевидно, умова
(18) виконується при χ > 1

2
.
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Знайдемо умови, якi треба накласти на коварiацiйну функцiю процесу X,
щоб виконувалася умова (20). Безпосередньою перевiркою встановлюється, що
при k, l ≥ 1

Eξkξl =
4

π2

π∫
−π

π∫
−π

R(cos θ, cos ζ) cos kθ · cos lζdθdζ =

=
4

π2kl

π∫
−π

π∫
−π

∂2R(cos θ, cos ζ)

∂θ∂ζ
sin kθ · sin lζdθdζ.

Далi, як i в роботi [1] переконуємося, що

Eξkξl =
4
π2

π∫
−π

π∫
−π

[
∂2R(cos(θ+π

k ),cos(ζ+
π
k ))

∂θ∂ζ
−

−∂2R(cos(θ+π
k ),cos ζ)

∂θ∂ζ
− ∂2R(cos θ,cos(ζ+π

l ))
∂θ∂l

+ ∂2R(cos θ,cos ζ)
∂θ∂ζ

]
sin kθ · sin lζdθdζ.

(21)

З умови (21) випливає, що умова (20) i, отже, умова (18), справджується,
якщо iснує похiдна ∂2R(cos θ,cos ζ)

∂θ∂ζ
i для неї виконується умова

sup
0≤θ,ζ≤π

∣∣∣∣∂2R(cos(θ + h), cos(ζ + h1))

∂θ · ∂ζ
− ∂2R(cos(θ + h), cos ζ)

∂θ∂ζ
−

− ∂2R(cos θ, cos(ζ + h1))

∂θ∂ζ
+
∂2R(cos θ, cos ζ)

∂θ · ∂ζ

∣∣∣∣ ≤
≤ C ·

(
1

| ln |h1||
· 1

| ln |h1||

)s
для s >

3

2
.

Висновки. В роботi дослiдженi умови та швидкiсть збiжностi зображень
строго φ-субгауссових випадкових процесiв у виглядi рядiв за ортонормованими
системами тригонометричних полiномiв у просторi C ([0, π]).
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