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ПРО МАТРИЧНI ЗОБРАЖЕННЯ ОДНIЄЇ НАПIВГРУПИ

In this paper we describe the matrix representations of a semigroup that is the simplest amplifi-
cation of the wild semigroup S32 =< a, b | a3 = a, b2 = b >.

У цiй роботi описано матричнi зображення напiвгрупи, яка є найпростiшим посиленням дикої
напiвгрупи S32 =< a, b | a3 = a, b2 = b >.

Добре вiдомо, що у класичному випадку теорiї матричних зображень скiнчен-
них груп, коли характеристика поля не дiлить порядок групи (зокрема, для
полiв нульової характеристики), всi її нерозкладнi зображення є незвiдними
прямими доданками регулярного зображення. Для напiвгруп це вже не так
навiть для полiв нульової характеристики. У цiй статтi розглядається один iз
таких прикладiв, а саме найпростiше посилення задачi про матричнi зображе-
ння напiвгрупи S32 =< a, b | a3 = a, b2 = b >, яка є дикою (в сенсi роботи [1]) за
теоремою [2].

1. Формулювання основного результату. Протягом всiєї статтi K по-
значає поле характеристики p ̸= 2.

Нехай S0
32 позначає напiвгрупу з нулем iз системою твiрних 0, a, b та визна-

чальними спiввiдношеннями
1) 02 = 0, 0a = a0 = 0, 0b = b0 = 0;
2) a3 = a, b2 = b;
3) ab = 0.
Ця напiвгрупа є найпростiшим посиленням нескiнченної напiвгрупи

S32 =< a, b | a3 = a, b2 = b >, задача про опис матричних зображень якої є
дикою.

Згiдно загального означення матричних зображень напiвгруп, матричне зоб-
раження напiвгрупи S0

32 над полем K — це довiльний гомоморфiзм T : S0
32 →

Mn(K), де Mn(K) напiвгрупа (вiдносно множення) всiх квадратних матриць
порядку n над полем K (n називається розмiрнiстю зображення T ). Ми будемо
завжди вважати, що матриця T (0) є нульовою (по сутi це не є обмеженням, бо
при цiй вимозi ми “втрачаємо” лише одне нерозкладне зображення розмiрностi
1, яке кожному елементу напiвгрупи зiставляє одиничний елемент поля). То-
дi зображення T : S0

32 → Mn(K) напiвгрупи S0
32 однозначно задається парою

матриць R = {A = T (a), B = T (b)}, такою, що A3 = A, B2 = B, AB = 0.
Матричнi зображення R = {A,B} i R′ = {A′, B′} напiвгрупи S0

32 назива-
ються еквiвалентними, якщо A′ = CAC−1 i B′ = CBC−1 для деякої оборо-
тної матрицi C. Матричне зображення R називається розкладним, якщо воно
еквiвалентне прямiй сумi двох зображень, i нерозкладним в iншому разi. Для
матричних зображень напiвгрупи S = S0

32 (як i для будь-якої скiнченної напiв-
групи) має мiсце теорема Крулля-Шмiдта про однозначнiсть розкладу довiль-
ного матричного зображення в пряму суму нерозкладних.

Мета цiєї роботи — установити канонiчну форму матричних зображень на-
пiвгрупи S0

32.
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Теорема 1. Будь-яке матричне зображення напiвгрупи S0
32 над полем K

характеристики p ̸= 2 еквiвалентне матричному зображенню вигляду

a→ A =



E 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 E 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 E 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 −E 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −E 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −E 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0


,

b→ B =



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 E 0 0 E 0 E 0 0 0 0
0 0 E 0 0 0 0 E 0 0 0
0 0 0 0 0 E 0 0 E 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 E 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0


.

Тут E позначає одиничнi матрицi деяких порядкiв m ≥ 0.
Використовуючи цю теорему, в останньому параграфi ми опишемо (з точнi-

стю до еквiвалентностi) всi нерозкладнi матричнi зображення напiвгрупи S0
32.

Всi доведення проводяться за схемою, запропонованою В. М. Бондаренком
(див., зокрема, [3]).

2. Доведення теореми 1. Нехай R = {A,B} — матричне зображення
напiвгрупи S0

32 над полем K. Не втрачаючи загальностi, можна вважати, що
матриця A має жордановий нормальний вигляд

A =

 E 0 0
0 −E 0
0 0 0

 .

Запишемо матрицю B у блоковому виглядi, який вiдповiдає запису A:

B =

 B11 B12 B13

B21 B22 B23

B31 B32 B33

 .

Спочатку скористаємося рiвнiстю AB = 0: E 0 0
0 −E 0
0 0 0

 B11 B12 B13

B21 B22 B23

B31 B32 B33

 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,
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або

 B11 B12 B13

−B21 −B22 −B23

0 0 0

 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 .

Внаслiдок цього маємо: B11 = 0, B12 = 0, B13 = 0, B21 = 0, B22 = 0, B23 = 0,
тобто

B =

 0 0 0
0 0 0
B31 B32 B33

 .

Далi використаємо спiввiдношення B2 = B, а саме 0 0 0
0 0 0
B31 B32 B33

2

=

 0 0 0
0 0 0

B33B31 B33B32 B2
33

 =

 0 0 0
0 0 0
B31 B32 B33

 .

Звiдси маємо наступнi рiвностi:

B33B31 = B31 (1)

B33B32 = B32 (2)

B2
33 = B33 (3)

Таким чином, наше матричне зображення R = {A,B} породжується матри-
цями

A =

 E 0 0
0 −E 0
0 0 0

 , B =

 0 0 0
0 0 0
B31 B32 B33

 (4)

де блоки B31 , B32 i B33 задовольняють спiввiдношення (1– (3).
Далi з’ясуємо, коли матричне зображення R = {A,B} еквiвалентне матри-

чному зображенню R = {A,B} такого ж вигляду, а саме

A =

 E 0 0
0 −E 0
0 0 0

 , B =

 0 0 0
0 0 0
B31 B32 B33

 .

Нехай X — оборотна матриця, така що A = XAX−1, B = XBX−1, що еквi-
валентно AX = XA, BX = XB. Зрозумiло, що з подiбностi матриць A i A
випливає їх рiвнiсть.

Спочатку використаємо рiвнiсть AX = XA (де матриця X розбита на блоки
у вiдповiдностi з розбиттям матриць A i B): E 0 0

0 −E 0
0 0 0

 X11 X12 X13

X21 X22 X23

X31 X32 X33

 =

 X11 X12 X13

X21 X22 X23

X31 X32 X33

 E 0 0
0 −E 0
0 0 0

 .

Як наслiдок, отримуємо: X11 X12 X13

−X21 −X22 −X23

0 0 0

 =

 X11 −X12 0
X21 −X22 0
X31 −X32 0

 .
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Прирiвнявши блоки обох матриць, маємо: X12 = 0, X13 = 0, X21 = 0, X23 = 0,
X31 = 0, X32 = 0, а отже,

X =

 X11 0 0
0 X22 0
0 0 X33

 .

Далi розглянемо рiвнiсть BX = XB: 0 0 0
0 0 0
B31 B32 B33

 X11 0 0
0 X22 0
0 0 X33

=

 X11 0 0
0 X22 0
0 0 X33

 0 0 0
0 0 0
B31 B32 B33

.
Це означає, що 0 0 0

0 0 0
B31X11 B32X22 B33X33

 =

 0 0 0
0 0 0

X33B31 X33B32 X33B33

 .

Внаслiдок цiєї рiвностi одержуємо, що

B31X11 = X33B31, B32X22 = X33B32, B33X33 = X33B33,

тобто (в еквiвалентнiй формi)

B31 = X33B31X
−1
11 (5)

B32 = X33B32X
−1
22 (6)

B33 = X33B33X
−1
33 (7)

Таким чином, ми показали, що матричнi зображення R = {A,B} та R =
{A,B} еквiвалентнi тодi i лише тодi, коли справедливi рiвностi (5) – (7). Iн-
шими словами, мовою елементарних перетворень, з цих рiвностей i вигляду
матрицi X випливає, що допустимими перетвореннями для блокiв B31, B32 i
B33 зображення R є лише наступнi перетворення а) – в) та їх композицiї:

а) зi стовпцями матрицi B31 можна виконувати довiльне елементарне перет-
ворення;

б) зi стовпцями матрицi B32 можна робити довiльне елементарне перетво-
рення;

в) зi стовпцями матрицi B33 можна робити довiльне елементарне перетво-
рення, але при цьому з рядками матриць B31, B32 i B33 необхiдно виконати
обернене елементарне перетворення.

Аналiзуючи вище сказане, маємо, що задача про опис (з точнiстю до еквiва-
лентностi) матричних зображень вигляду (4) напiвгрупи S0

32, а отже, i взагалi
всiх її матричних зображень, еквiвалентна задачi про опис матриць B31, B32

i B33 з точнiстю до еквiвалентностi, яка задається рiвностями (5) – (7) або ж
перетвореннями а), б) та в).

Далi проведемо дослiдження цiєї задачi про матрицi B31, B32 i B33.
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Оскiльки B2
33 = B33 (за рiвнiстю (3)), то перетвореннями а) – в) (еквiвален-

тно використанню рiвностi (7)) зведемо матрицю B33 до наступного (жордано-
вого) вигляду

B33 =

(
E 0
0 0

)
. (8)

Далi, розбивши, вiдповiдно розбиттю на блоки матрицi B33, матрицi B31 i B32

на двi горизонтальнi смуги та застосувавши рiвностi (1), (2), отримуємо:

B31 =

(
C
0

)
, B32 =

(
D
0

)
, (9)

де C i D — деякi матрицi1.
Розглянемо такi допустимi перетворення матриць B31, B32 i B33, якi не псу-

ють їх загального вигляду, та проаналiзуємо перетворення матриць C i D, якi
при цьому виникають.

По-перше, зi стовпцями матрицi C можна виконувати довiльне елементарне
перетворення (див. допустиме для B31, B32 i B33 перетворення а)). По-друге, зi
стовпцями матрицi D можна робити довiльне елементарне перетворення (див.
допустиме для B31, B32 i B33 перетворення б)). По-третє, з рядками матриць C i
D можна робити одне i теж довiльне елементарне перетворення; при цьому таке
ж перетворення необхiдно зробити з першою горизонтальною смугою матрицi
B33, i обернене до нього — з першою вертикальною смугою матрицi B33 (див.
допустиме для B31, B32 i B33 перетворення в)). Нарештi, по-четверте, якщо
перетворення вигляду в) зробити з другою вертикальною смугою матрицi B33,
то загальний вигляд матриць B31, B32 i B33 не змiниться.

Отже, допустимими для матриць C i D є довiльнi одночаснi елементарнi пе-
ретворення з їх рядками та незалежнi елементарнi перетворення з їх стовпцями;
звичайно ж, що допустимими є i їх композицiї.

Аналогiчно випадку матричних зображень R i R можна довести, розгля-
даючи матрицi B31, B32 ,B33 вигляду (8), (9) та матрицi B31, B32, B33 такого ж
вигляду, разом з перетвореннями (5) – (7), що iнших допустимих перетворень
для матриць C i D немає.

Скориставшись рiвностями (4), (8) i (9) маємо, що наше зображення R зве-
дене до наступного вигляду:

A =


E 0 0 0
0 −E 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , B =


0 0 0 0
0 0 0 0
C D E 0
0 0 0 0

 (10)

Як добре вiдомо, матрицi C i D, мають (з точнiстю до вказаних вище допу-
стимих перетворень) наступний вигляд:

C =


0 E 0
0 0 E
0 0 0
0 0 0

 , D =


0 E 0
0 0 0
0 0 E
0 0 0

 .

1Формально матрицi B31, B32 i B33 потрiбно замiнити iншими символами, наприклад B̃31,
B̃32 i B̃33, але для зручностi i за домовленiстю в теорiї матричних задач ми зберегли старi
позначення.
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Пiсля пiдстановки цих матриць в (10), отримуємо:

A =



E 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 E 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 E 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 −E 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −E 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −E 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0


,

B =



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 E 0 0 E 0 E 0 0 0 0
0 0 E 0 0 0 0 E 0 0 0
0 0 0 0 0 E 0 0 E 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 E 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0


.

Отже, теорема 1 доведена.

3. Нерозкладнi матричнi зображення напiвгрупи S0
32. Використовую-

чи теорему 1, опишемо (з точнiстю до еквiвалентностi) всi нерозкладнi матричнi
зображення напiвгрупи S0

32 над полем K.

Теорема 2. Нерозкладнi матричнi зображення напiвгрупи S0
32 над полем

K характеристики p ̸= 2 вичерпуються, з точнiстю до еквiвалентностi, на-
ступними (попарно нееквiвалентними) зображеннями:

1) a→ 0, b→ 0;

2) a→ 0, b→ 1;

3) a→ 1, b→ 0;

4) a→ −1, b→ 0;

5) a→
(

1 0
0 0

)
, b→

(
0 0
1 1

)
;

6) a→
(

−1 0
0 0

)
, b→

(
0 0
1 1

)
;

7) a→

 1 0 0
0 −1 0
0 0 0

, b→

 0 0 0
0 0 0
1 1 1

.
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Справдi, за теоремою 1 маємо, що будь-яке матричне зображення напiвгрупи
S0
32 над полем K характеристики p ̸= 2, еквiвалентне прямiй сумi зображень

вигляду 1)–7). Крiм цього, зображення 1)–7) попарно нееквiвалентнi.
Переконаємося, що всi зображення 1)–7) нерозкладнi. Нехай iснує розкла-

дне зображення R вигляду 1)–7). Тодi, вiдповiдно до вище зазначеного, воно
еквiвалентне прямiй сумi R0 деяких зображень вигляду 1)–7) меншої розмiрно-
стi. Оскiльки еквiвалентнi зображення мають подiбнi матрицi, що вiдповiдають
елементу a, то можливi лише наступнi випадки:

a) зображення R вигляду 5) еквiвалентне прямiй сумi R0 зображень 3) i 1);
б) зображення R вигляду 5) еквiвалентне прямiй сумi R0 зображень 3) i 2);
в) зображення R вигляду 6) еквiвалентне прямiй сумi R0 зображень 4) i 1);
г) зображення R вигляду 6) еквiвалентне прямiй сумi R0 зображень 4) i 2);
д) зображення R вигляду 7) еквiвалентне прямiй сумi R0 зображень 3), 4) i

1);
е) зображення R вигляду 7) еквiвалентне прямiй сумi R0 зображень 3), 4) i

2).
Але всi цi випадки неможливi. Дiйсно, легко перевiрити, що у кожному з

перерахованих випадкiв матрицi R(b) та R0(b) не є подiбними.
Теорема доведена.
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