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The paper is devoted to investigation of non-local boundary problem for partial differential equa-

tions with the operator B = (B1, B2, . . . , Bp), where Bj ≡ zj
∂

∂zj
, j = 1, . . . , p, are operators of

the generalized differentiation, which operates on complex variable zj . Problem is incorrect in
the Hadamard sense and the solvability of this problem depends on the small denominators which
arising in the construction of the solution. By using of metric approach, the theorem about lower
estimation of small denominators was proved, and also existence and uniqueness conditions of this
solution in the scale of spaces of functions of many complex variables are establish.

Дослiджено нелокальну крайову задачу для рiвняння з частинними похiдними з векторним

оператором B = (B1, B2, . . . , Bp), де Bj ≡ zj
∂

∂zj
, j = 1, . . . , p, – оператори узагальненого дифе-

ренцiювання за комплексною змiнною zj . Задача є некоректною за Адамаром, а її розв’язнiсть
пов’язана з проблемою малих знаменникiв. Доведено метричнi теореми про оцiнки знизу ма-
лих знаменникiв, якi виникають при побудовi розв’язку задачi, а також встановлено умови
iснування та єдиностi даного розв’язку у шкалi просторiв функцiй багатьох комплексних
змiнних.

1. Вступ. Одним з важливих напрямкiв розвитку сучасної теорiї дифе-
ренцiальних рiвнянь з частинними похiдними є дослiдження крайових задач,
зокрема задач з нелокальними крайовими умовами, та встановлення умов їх
коректностi i розв’язностi. Коректнiсть таких задач забезпечується вибором
областi розгляду та накладанням додаткових умов. В загальному випадку цi
задачi є некоректними за Адамаром i така некоректнiсть пов’язана з проблемою
малих знаменникiв, що виникають у рядах Фур’є, якi представляють їх розв’яз-
ки. Нелокальнi задачi для гiперболiчних, параболiчних i безтипних рiвнянь з
частинними похiдними вивчалися у дiйснiй областi, напиклад у роботах [1–3].

Особливiстю даної роботи є вивчення нелокальної задачi для просторових
змiнних, якi приймають комплекснi значення. Крайовi задачi з нелокальни-
ми умовами у комплексних областях ранiше не вивчалися. Задачу Кошi для
рiвнянь з частинними похiдними у комплекснiй областi дослiджував Дубин-
ський [4]. Перенесення крайових задач дiйсної змiнної на випадок комплексної
потребує вiдповiдних змiн у постановцi задач. Це зумовило розгляд нелокальної
крайової задачi у багатовимiрнiй комплекснiй областi.

У статтi дослiджено нелокальну крайову задачу для рiвняння з частинними

похiдними з оператором B = (B1, B2, . . . , Bp), де Bj ≡ zj
∂

∂zj
, j = 1, . . . , p, дiє

за комплексною змiнною zj. Доведено теореми iснування та єдиностi розв’язку
задачi у вiдповiдному функцiональному просторi, а також встановлено метри-
чнi теореми про оцiнки знизу малих знаменникiв, якi виникають при побудовi
розв’язку задачi. Одновимiний випадок задачi дослiджено у працi [5].

2. Постановка задачi. Введемо наступнi позначення: S однозв’язна область
проколотої у нулi комплексної площини, тобто S ⊂ C/{0}, а Dp — цилiндрична
область [0, T ]× Sp, де T > 0, p ≥ 2.
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Нехай W — лiнiйний простiр кратних скiнченних сум (основних функцiй)
вигляду P (z) =

∑
k

Pkz
k =

∑
k1

. . .
∑
kp

Pk1,...,kpz
k1
1 . . . z

kp
p , де z = (z1, . . . , zp) ∈ Sp,

Pk — комплекснi коефiцiєнти, k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp.
Простiр W′ спряжений з простором W; це простiр узагальнених функцiй

(лiнiйних неперервних функцiоналiв), якi є формальними рядами ЛоранаQ(z)=
=
∑
k∈Zp

Qkz
k, що дiють на основну функцiю P∈W за правилом ⟨P,Q⟩=

∑
k

QkP k.

Введемо шкали просторiв {Hq(S
p)}q∈R i {Hn

q (D
p)}q∈R. Нехай Hq(S

p), q ∈ R, —
гiльбертiв простiр функцiй ψ = ψ(z) =

∑
k∈Zp

ψkz
k зi заданим в ньому скаляр-

ним добутком (ψ, φ)Hq(Sp) =
∑
k∈Zp

k̃2qψkφk, де k̃ =
√

1 + k21 + . . .+ k2p, i нехай

∥ψ∥2Hq(Sp)
= (ψ, ψ)Hq(Sp); а Hn

q (D
p), q ∈ R, n ∈ Z+, — банахiв простiр функцiй

u = u(t, z) таких, що похiднi
∂ru(t, z)

∂tr
, де

∂ru(t, z)

∂tr
=
∑
k∈Zp

u
(r)
k (t)zk, r = 0, 1, . . . , n,

для кожного t ∈ [0, T ] належать до просторiв Hq−r(S
p) вiдповiдно i неперервнi

за t у цих просторах. Квадрат норми у просторi Hn
q (D

p) дає формула:

∥u∥2Hn
q (D

p) =
n∑
r=0

max
[0,T ]

∥∥∥∂ru(t, ·)
∂tr

∥∥∥2
Hq−r(Sp)

.

У просторi W′ запровадимо оператори Bj ≡ zj
∂

∂zj
узагальненого диферен-

цiювання, зокрема Bj(z
k) = kjz

k, а також степенi даних операторiв B0
ju ≡ u,

Bl
ju=Bj(B

l−1
j u) (j = 1, . . ., p, l = 1, . . ., n). З узагальнених операторiв B1, . . ., Bp

складемо оператор B = (B1, B2, . . . , Bp) i позначимо Bs = Bs1
1 . . . B

sp
p .

Введемо також функцiю ζ(z)=
∑
k∈Zp

k̃−z, де Re z > p, область OR — круг ра-

дiуса R iз центром у початку координат комплексної площини C та параметр
µ ∈ C.

В областi Dp розглянемо задачу з двоточковими нелокальними умовами для
диференцiально-операторного рiвняння зi сталими коефiцiєнтами

Lu =
∑

s0+|s|≤n

as0,sB
s∂

s0u

∂ts0
= 0, (1)

Mmu = µ
∂mu

∂tm

∣∣∣∣
t=0

− ∂mu

∂tm

∣∣∣∣
t=T

= φm, m = 0, 1, . . . , n− 1, (2)

де s = (s1, . . . , sp) ∈ Zp+, |s| = s1+. . .+sp, as0,s ∈ C, an,0 = 1, u— шукана функцiя,
а φ0, φ1, . . . , φm−1 — заданi функцiї.

Якщо функцiя u =
∑
k∈Zp

uk(t)z
k i u ∈ Hn

q (D
p), то Bju =

∑
k∈Zp

kjuk(t)z
k i,

очевидно, Bju ∈ Hn
q−1(D

p). Аналогiчно, Bsu ∈ Hn
q−|s|(D

p), Lu ∈ H0
q−n(D

p) i
Mmu ∈ Hq−m(S

p), де m = 0, 1, . . . , n− 1, j = 1, . . . , p.
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Доведемо, наприклад, останнє включення. Нехай функцiя u ∈ Hn
q (D

p), тодi

∥Mmu∥2Hσ(Sp)=

∥∥∥∥µ∂mu∂tm

∣∣∣∣
t=0

−∂
mu

∂tm

∣∣∣∣
t=T

∥∥∥∥2
Hσ(Sp)

≤

≤(|µ|2 + 1)max
[0,T ]

∥∥∥∥∂mu∂tm

∥∥∥∥2
Hσ(Sp)

≤(|µ|2 + 1)∥u∥2Hσ+m(Sp)<∞,

якщо σ +m ≤ q. Отже, Mmu ∈ Hq−m(S
p) у разi σ = q −m.

Для функцiй u з простору Hn
q (D

p) рiвняння (1) є рiвнянням у просторi
H0
q−n(D

p), а умови (2) — це умови у просторах Hq(S
p), Hq−1(S

p), . . . , Hq−n+1(S
p)

вiдповiдно.

Означення 1. Пiд розв’язком задачi (1), (2) будемо розумiти функцiю
u=u(t, z) iз значеннями u(t, ·) у просторi W′ для t ∈ [0, T ], яка задовiльняє
рiвняння (1) i умови (2) та належить до простору Hn

q (D
p).

Якщо iснує розв’язок u задачi (1), (2), то з необхiднiстю функцiї φm =Mmu
належать до просторiв Hq−m(S

p) приm = 0, 1, . . . , n−1 вiдповiдно. Це тверджен-
ня є наслiдком означення розв’язку та властивостей просторiв Hq(S

p) i Hn
q (D

p).
Для встановлення достатнiх умов на функцiї φm, при яких обернений опе-

ратор задачi (1), (2) iснує та дiє у простiр Hn
q (D

p), використовуємо метричний
пiдхiд [3].

Розглядаємо множину задач (1), (2), що параметризується коефiцiєнтами
as0,s рiвняння (1). Вважаємо, що коефiцiєнти as0,s розглядаються у крузi
OA ⊂ C, параметр µ у крузi OM ⊂ C, причому комплексний простiр C ототож-
нюємо з дiйсним простором R2 з мiрою Лебега, де A та M — додатнi фiксованi
числа. Для майже всiх, в сенсi мiри Лебега у просторi R2p, таких коефiцiєнтiв
as0,s доведено теореми iснування та єдиностi розв’язку задачi (1), (2).

3. Побудова розв’язку. Розв’язок задачi (1), (2) шукаємо у виглядi ряду:

u(t, z) =
∑
k∈Zp

uk(t)z
k, (3)

де коефiцiєнти uk(t)— невiдомi функцiї, якi треба визначити.

Запишемо оператор L з рiвняння (1) у виглядi L
(∂
∂t
, B
)
=
∂n

∂tn
+

n∑
j=1

bj(B)
∂n−j

∂tn−j
,

де bj(B) =
j∑

|s|=0

an−j,sB
s =

j∑
|s|=0

an−j,s1,...,spB
s1
1 . . . B

sp
p , j = 1, . . . , n.

Функцiя uk = uk(t) з формули (3) для кожного k ∈ Zp є класичним розв’яз-
ком вiдповiдної задачi для звичайного диференцiального рiвняння:

u
(n)
k +

n∑
j=1

bj(k)u
(n−j)
k = 0, (4)

µu
(m)
k

∣∣
t=0

− u
(m)
k

∣∣
t=T

= φmk, m = 0, 1, . . . , n− 1, (5)

де bj(k)=
j∑

|s|=0

an−j,sk
s=

j∑
|s|=0

an−j,s1,...,spk
s1
1 . . . k

sp
p , φmk — коефiцiєнти Фур’є функ-

цiй φm, тобто φm(z) =
∑
k∈Zp

φmkz
k та ⟨φm(z), zk⟩ = φmk.
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Якщо для якогось k iснує нетривiальний розв’язок ûk(t) однорiдної задачi
(4), (5), то однорiдна задача (1), (2) також має нетривiальний розв’язок, який
визначає формула û(t, z) = ûk(t)z

k. Тому єдинiсть розв’язку uk(t) задачi (4), (5)
у просторi Cn[0, T ] для всiх k ∈ Zp є необхiдною i достатньою умовою єдиностi
розв’язку задачi (1), (2) у W′.

4. Побудова розв’язку задачi (4), (5). Для побудови розв’язку задачi (4),
(5) пронормуємо коефiцiєнти bj(k), j = 0, 1, . . . , n, рiвняння (4), подаючи їх у
виглядi bj(k) = k̃j b̃j(k). Величини b̃j(k), як i коефiцiєнти bj(k), лiнiйно залежать

вiд параметрiв an−j,s, якi у рiвняннi (1) є коефiцiєнтами при Bs∂
n−ju

∂tn−j
, |s| ≤ j,

i рiвномiрно обмеженi за k, j i as0,s. Тодi для величини b̃j(k) можна записати
наступнi нерiвностi: при k̃ ̸∈ {1,

√
2}

|b̃j(k)| ≤ max
|s|≤j

|an−j,s|
1

k̃j

j∑
|s|=0

|ks| ≤ A

j∑
σ=0

1

k̃j−σ

∑
|s|=σ

p∏
l=1

(
|kl|
k̃

)sl
≤

≤ A

j∑
σ=0

k̃σ−j
∑
|s|=σ

1 = A

j∑
σ=0

k̃σ−jCσ
σ+p−1 ≤ ACj

p+j,

|b̃j(k)| = |an−j,0| ≤ A при k̃ = 1, а |b̃j(k)| ≤ (j + 1)2−j/2A ≤ 3

2
A при k̃ =

√
2.

Для коренiв λ1(k), . . . , λn(k) многочлена

Pk(λ) =
n∏
j=1

(λ− λj(k)) = λn +
n∑
j=1

b̃j(k)λ
n−j,

якi є неперервними функцiями вiд as0,s, виконуються наступнi нерiвностi [6]:

|λj(k)| ≤ 1 + max{|b̃1(k)|, . . . , |b̃n(k)|} < A1 = 1 + Cn
p+nA. (6)

Очевидно, що числа γj = k̃λj(k) є коренями характеристичного рiвняння

γn + b1(k)γ
n−1 + . . .+ bn(k) = 0

для диференцiального рiвняння (4).
Позначимо через K∆ множину тих k ∈ Zp, при яких многочлен Pk(λ) має

кратнi коренi. Ця множина залежить вiд коефiцiєнтiв as0,s рiвняння (1).
У випадку рiзних коренiв λ1(k), . . . , λn(k), тобто k ∈ Zp \ K∆, загальний

розв’язок рiвняння (4) має вигляд

uk(t) =
n∑
l=1

Ckle
k̃λl(k)t, (7)

де Ckl — довiльнi комплекснi сталi, i належить до простору Cn[0, T ].
Якщо uk(t) є розв’язком задачi (4), (5), то числа C̃kl = (µ − ek̃λl(k)T )Ckl,

l = 1, . . . , n, утворюють розв’язок системи лiнiйних алгебричних рiвнянь
1 1 . . . 1
λ1 λ2 . . . λn
λ21 λ22 . . . λ2n
. . . . . . . . . . . .
λn−1
1 λn−1

2 . . . λn−1
n



C̃k1
C̃k2
C̃k3
. . .

C̃kn

 =


φ0k

φ1k/k̃

φ2k/k̃
2

. . .

φn−1,k/k̃
n−1

 (8)
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з невиродженою матрицею Вандермонда (λα−1
j )nj,α=1 i навпаки, якщо числа C̃k1,

C̃k2, . . . , C̃kn утворюють розв’язок системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (8),
то функцiя uk(t), що визначається формулою (7), в якiй Ckl = C̃kl/(µ− ek̃λl(k)T ),
є розв’язком задачi (4), (5).

Розв’язуючи систему (8) за правилом Крамера, одержуємо

C̃kl =
n−1∑
j=0

∆jl(k)

∆(k)
k̃−jφjk, l = 1, . . . , n, k ∈ Zp \K∆,

де ∆(k) =
∏

1≤r<q≤n
(λq(k)− λr(k)) ̸= 0— визначник Вандермонда, а ∆jl(k)— його

вiдповiднi алгебричнi доповнення.
Для того, щоб задача (4), (5) мала єдиний класичний розв’язок (у просторi

Cn[0, T ]) необхiдно i достатньо, щоб для кожного k∈Zp\K∆ виконувалась умова
µ/∈{ek̃λ1(k)T , . . ., ek̃λn(k)T}. З цiєї умови випливає, що lnµ ̸= k̃λl(k)T + i2πm, або

λl(k) ̸=
lnµ− i2πm

k̃T
, для довiльних k ∈ Zp \K∆, m ∈ Z i l = 1, . . . , n.

У протилежному випадку, коли µ=ek̃λl(k)T для деяких k та l, iснує таке число

m∈Z, що корiнь λl(k) визначається за формулою λl(k) =
lnµ− i2πm

k̃T
. Тому ви-

конується рiвнiсть
(lnµ− i2πm)n

T nk̃n
+

n∑
j=1

b̃j(k)
(lnµ− i2πm)n

T nk̃n
= 0 чи еквiвалентна

їй рiвнiсть

(lnµ− i2πm)n +
n∑
j=1

b̃j(k)T
j(lnµ− i2πm)n−j = 0. (9)

У випадку кратних коренiв загальний розв’язок рiвняння (4) також буде
мати вигляд (7), але замiсть коефiцiєнтiв Ckl будуть многочлени Ckl(t) степеня
на одиницю меншого вiд кратностi кореня λl(k). Тому розв’язнiсть у цiлих чис-
лах m i k1, . . . , kp рiвняння (9) є умовою не єдиностi розв’язку задачi (1), (2) у
просторi W′ i для цього випадку.

Сформулюємо i доведемо теорему про єдинiсть розв’язку задачi (1), (2) у
просторi W′.

Теорема 1. Для єдиностi розв’язку задачi (1), (2) у просторi W′ необхiдно
i достатньо, щоб рiвняння (9) не мало розв’язкiв у цiлих числах m i k1, . . . , kp.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай однорiдна задача (1), (2) у просторi W′

має не бiльше одного розв’язку. Якщо iснує розв’язок задачi (1), (2), тодi всi
функцiї uk(t) знаходяться однозначно, тобто однорiдна задача (4), (5) у просторi

Cn[0, T ] для всiх k ∈ Zp має єдиний розв’язок. Отже, ∆ ·
n∏
l=1

(µ− ek̃λl(k)T ) ̸= 0 при

k ∈ Zp\K∆, тобто µ ̸= ek̃λl(k)T при l = 1, . . . , n. Таким чином, рiвняння (9) не має
розв’язкiв у цiлих m i k1, . . . , kp. Аналогiчнi нерiвностi отримуємо при k ∈ K∆.

Достатнiсть. Доведемо методом вiд супротивного. Нехай числа m∗, k∗1,

. . . , k∗p є розв’язком рiвняння (9). Тодi, вважаючи λ1(k
∗) =

lnµ− i2πm∗

k̃∗T
, де

k∗=(k∗1, . . . , k
∗
p), однорiдна задача (4), (5) має розв’язок ek̃∗λ1(k∗)T=e(lnµ−i2πm∗)t/T .
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Отже, звiдси випливає, що задача (1), (2) у просторi W′ має неєдиний розв’я-
зок, оскiльки функцiї u∗(t, z) = C0z

k∗e(lnµ−i2πm
∗)t/T , де C0 — довiльна комплексна

стала, є розв’язками вiдповiдної однорiдної задачi.
Теорему доведено.
В умовах теореми 1 для довiльного k ∈ Zp розв’язок uk(t) задачi (4), (5)

iснує, а при k ∈ Zp \K∆ має такий вигляд:

uk(t) =
n∑
l=1

n−1∑
j=0

∆jl(k)

∆(k)

ek̃λl(k)t

µ− ek̃λl(k)T
k̃−jφjk. (10)

Запишемо похiдну по t порядку r даної функцiї:

u
(r)
k (t) =

n∑
l=1

n−1∑
j=0

∆jl(k)

∆(k)

λrl (k)e
k̃λl(k)t

µ− ek̃λl(k)T
k̃r−jφjk.

Оцiнимо абсолютну величину функцiй u(r)k (t):

|u(r)k (t)| ≤ 1

|∆(k)|
max
j,l

|∆jl(k)|
n∑
l=1

|λrl (k)||ek̃λl(k)t|
|µ− ek̃λl(k)T |

n−1∑
j=0

|k̃r−jφjk|.

Пiднесемо обидвi частини нерiвностi до квадрату i перетворимо до вигляду:

|u(r)k (t)|2 ≤ n3 1

|∆(k)|2
max
j,l

|∆jl(k)|2|λl(k)|2r max
1<l<n

∣∣∣∣ ek̃λl(k)t

µ− ek̃λl(k)T

∣∣∣∣2 n−1∑
j=0

|k̃r−jφjk|2.

На основi формул (3) i (10) отримаємо формальне зображення розв’язку
задачi (1), (2) з простору W′ у виглядi ряду

u(t, z) =
∑
k∈K∆

uk(t)z
k +

∑
k∈Zp\K∆

n∑
l=1

n−1∑
j=0

∆jl(k)

∆(k)

ek̃λl(k)t

µ− ek̃λl(k)T
k̃−jφjkz

k. (11)

Оскiльки ∆jl(k)— визначники порядку n− 1, що мають обмеженi елементи,
якi є степенями чисел λ1, . . . , λn, то з (6) маємо

|∆jl(k)| < (n− 1)!A
n(n−1)/2
1 . (12)

Сформулюємо i доведемо теорему iснування та єдиностi розв’язку задачi
(1), (2) у просторi Hn

q (D
p).

Теорема 2. Нехай задача (1), (2) має єдиний розв’язок у просторi W′,
тобто справджуються умови теореми 1, та для деяких додатних сталих C1,
C2 i дiйсних чисел η1, η2 для всiх (крiм скiнченного числа) векторiв k ∈ Zp
виконуються нерiвностi

|∆(k)| ≥ C1k̃
−η1 , (13)∣∣∣∣ ek̃λl(k)t

µ− ek̃λl(k)T

∣∣∣∣ ≤ C2k̃
η2 , l = 1, . . . , n. (14)

Якщо φ0 ∈ Hψ(S
p), φ1 ∈ Hψ−1(S

p), . . . , φn−1 ∈ Hψ−n+1(S
p), де ψ = q + η1 + η2,

то iснує єдиний розв’язок задачi (1), (2) з простору Hn
q (D

p), який неперервно
залежить вiд функцiй φ0, φ1, . . . , φn−1.
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Доведення. Позначимо через K скiнченну множину тих k ∈ Zp, для яких
не виконується хоча б одна з нерiвностей (13) або (14).

З умов теореми випливає, що розв’язки uk задачi (4), (5) з простору Cn[0, T ]
iснують, причому

|u(r)k (t)|2 ≤ C3|k̃|2η1+2η2

n−1∑
j=0

|k̃r−jφjk|2, k ∈ Zp \K, r = 0, 1, . . . , n, (15)

де C3 = n3A
n(n−1)
1

(
(n−1)!(1+Cn

p+n)
rC2/C1

)2, t ∈ [0, T ]. Нерiвностi (15) отримано
на основi оцiнок (12)— (14).

З формул (11) i (15) одержимо нерiвнiсть

∥u∥2Hn
q (D

p)≤C
n−1∑
j=0

∥φj∥2Hψ−j(Sp)
,

де C>0— стала, звiдки й випливає твердження теореми.
Теорему доведено.
Розглянемо умови, при яких виконуються нерiвностi (13), (14). Для дове-

дення нерiвностi (13) подамо лiву частину Lu рiвняння (1) у виглядi

Lu = a0,n,0,...,0B
n
1 u+ . . .+ a0,0,...,nB

n
pu+ L1u,

де вектор (a0,n,0,...,0, . . . , a0,0,...,n) ∈ O
p
A.

Теорема 3. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в просторi R2p) ве-
кторiв (a0,n,0,...,0, . . ., a0,0,...,n) з множини O

p
A нерiвнiсть (13) виконується при

η1>p(n−1)/2 для всiх (крiм скiнченного числа) векторiв k ∈ Zp \ {0}.
Доведення. Величина ∆2(k) =

∏
1≤r<q≤n

(λq(k) − λr(k))
2 є дискримiнантом

D(k) полiнома Pk(λ), який визначається за коефiцiєнтами цього полiнома [7]:

D(k)=±

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 b̃1(k) . . . b̃n−1(k) b̃n(k) 0 . . . 0

0 1 . . . b̃n−2(k) b̃n−1(k) b̃n(k) . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . b̃1(k) b̃2(k) b̃3(k) . . . b̃n(k)

n (n−1)b̃1(k) . . . b̃n−1(k) 0 0 . . . 0

0 n . . . 2b̃n−2(k) b̃n−1(k) 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . n (n−1)b̃1(k) (n−2)b̃2(k) . . . b̃n−1(k)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

(16)
де знак ± визначника дає формула (−1)n(n−1)/2.

Доведемо, що для майже всiх векторiв (a0,n,0,...,0, . . . , a0,0,...,n), якi належать
до множини O

p
A ⊂ R2p, за досить великих k̃ справджується оцiнка:

|ReD(k)| ≥ k̃−2η1 . (17)

Позначимо через E множину векторiв (a0,n,0,...,0, . . . , a0,0,...,n), для яких проти-
лежна до (17) нерiвнiсть

|ReD(k)| < k̃−2η1 (18)
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виконується для безлiчi векторiв k ∈ Zp, а через Ek — множину тих векто-
рiв (a0,n,0,...,0, . . ., a0,0,...,n), для яких нерiвнiсть (18) правильна при фiксованому
k∈Zp. Не порушуючи загальностi вважатимемо, що |k1| = max

1≤i≤n
|ki|. Коефiцiєнт

a0,n,0,...,0 позначимо через α = α1 + iα2, де α1 — дiйсна, а α2 — уявна частини α.
Iз (16) видно, що

D(k) = (−1)n(n−1)nnb̃n−1
n (k) + F = (−1)n(n−1)nn

(
k1

k̃
α + . . .

)n−1

+ F, k̃ ̸= 1,

звiдки

ReD(k) = (−1)n(n−1)nn(Re b̃n(k))
n−1 + F1 = (−1)n(n−1)nn

(
k1

k̃

)n−1

αn−1
1 + F̃1,

де F мiстить степенi b̃n(k) меншi за n − 1, F1 мiстить степенi Re b̃n(k) мен-
шi за n − 1, а F̃1 мiстить степенi α1 меншi за n − 1. Знайдемо мiру measE1

k

множини E1
k ⊂ Ek, для якої фiксованими є дiйснi та уявнi частини вектора

(a0,n,0,...,0, . . . , a0,0,...,n), крiм α1. Оскiльки виконується нерiвнiсть:∣∣∣∣∂n−1ReD(k)

∂αn−1
1

∣∣∣∣ = nn(n− 1)!

(
|k1|
k̃

)n(n−1)

≥ C4,

де C4 = nn(n− 1)!(p+ 1)−
n(n−1)

2 , то за лемою з [8] справджується оцiнка

measE1
k ≤ min

{
2
√
A2 − α2

2, C5(n)
( 1

C4

|k|−2η1
) 1
n−1

}
,

де C5(n)=2n [9]. Iнтегруючи останню оцiнку в областi [−A,A]×O
p−1
A , отримаємо

measEk ≤ C6k̃
− 2η1
n−1 , C6 = C6(n, p) > 0.

Оскiльки measE ≤
∑
|k|>0

measEk i
2η1
n− 1

> p, то
∑
k∈Zp

measEk ≤ C6ζ
( 2η1
n− 1

)
<∞.

Отже, згiдно з лемою Бореля-Кантеллi [10] мiра множини E дорiвнює нулевi.
Якщо вектор (a0,n,0,...,0, . . . , a0,0,...,n) ̸∈ E, то з формули (17) i нерiвностi

|D(k)| ≥ |ReD(k)| отримаємо, що оцiнка (13) при η1 > p(n − 1)/2 виконується
для всiх векторiв k ∈ Zp (крiм скiнченного числа, яке залежить вiд as0,s).

Теорему доведено.
Розглянемо умови виконання нерiвностi (14), для чого скористаємося мето-

дикою з [11]. Позначимо ρ(λ, t) =
ek̃λt

µ− ek̃λT
, тодi дроби з (14) дорiвнюватимуть

ρ(λl(k), t), де l = 1, . . . , n. Послiдовнiсть знаменникiв функцiї ρ(λl(k), t) може
мати збiжнi до нуля пiдпослiдовностi. Для оцiнювання величини ρ(λl(k), t) по-
будуємо винятковi множини малої мiри на комплекснiй площинi для параметра
µ, використання яких є варiантом метричного пiдходу до оцiнювання малих
знаменникiв [3, 5].

Виберемо додатнi числа η2 та χ з умов η2 >
p

2
, χ232nT 2ζ(2η2) = π. Нехай

ε < 1 i, додатково,
√
ε < ln 2/(2χT ), якщо n = 1; тодi для n > 1 виконується
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наступна нерiвнiсть: ln 2/(2χT ) = ln 2
√

8nζ(2η2)/π ≥
√

8n/π/2 =
√

2n/π > 1,
тобто також

√
ε < ln 2/(2χT ).

Позначимо χ1 = χ1(k) =
√
εχk̃−η2 та µl(k) = ek̃λl(k)T , µ(k) = ek̃λT . Враховую-

чи данi позначення, отримаємо, що ρ(λ, t) =
ek̃λt

µ− µ(k)
.

Reλ

Imλ

0

M−+ M++

M−− M+−

λl(k)

Vl(k)

χ1

2

χ1

2

χ1

2

χ1

2

2χ1

2χ1

Рис. 1. Концентричнi квадрати з центром у точцi λl(k): квадрат Vl(k) зi
стороною χ1 та квадрат iз стороною 2χ1. Видiлено множину, яка є рiзницею

цих квадратiв.

Виберемо множини Vl(k) для тих l = 1, . . . , n та k ∈ Zp, що задовiльняють
умову |µl(k)| < 2M , за наступною формулою:

Vl(k) =
{
λ ∈ C : |Re (λ− λl(k))| <

χ1

2
, |Im (λ− λl(k))| <

χ1

2

}
.

Кожна множина Vl(k)— це квадрат (рис.1) зi стороною χ1, центром λl(k) i
вершинами M−−, M−+, M++, M+− у комплекснiй площинi змiнної λ. Точки
M−−, M−+, M++, M+− зображають комплекснi числа λl(k) − (1 + i)χ1/2,
λl(k)− (1− i)χ1/2, λl(k) + (1 + i)χ1/2, λl(k) + (1− i)χ1/2 вiдповiдно.

Нехай множина Vl,2(k)=
{
µ∈C : e−χ1T/2≤

∣∣∣ µ

µl(k)

∣∣∣≤eχ1T/2,
∣∣∣ arg µ

µl(k)

∣∣∣≤χ1T/2
}

—

образ квадрата Vl(k) при вiдображеннi λ → ek̃λT , а множина Vl,1(k) є образом
концентричного до Vl(k) квадрата зi стороною 2χ1, тобто її можна задати за
допомогою формули Vl,1(k)=

{
µ∈C : e−χ1T≤

∣∣∣ µ

µl(k)

∣∣∣≤eχ1T ,
∣∣∣ arg µ

µl(k)

∣∣∣≤χ1T
}

, тодi

Vl,r(k) =
{
µ ∈ C : e−χ121−rT ≤

∣∣∣ µ

µl(k)

∣∣∣ ≤ eχ121−rT ,
∣∣∣ arg µ

µl(k)

∣∣∣ ≤ χ12
1−rT

}
.

Множина Vl,r(k) є частиною кiльця
{
µ ∈ C : e−χ121−rT ≤

∣∣∣ µ

µl(k)

∣∣∣ ≤ eχ121−rT
}

, яку

видно з початку координат пiд кутом χ12
2−rT (див. рис.2).
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Reµ

Imµ

0 µl(k)

χ1T/4

χ1T/4

χ1T/4

χ1T/4

χ1T
M−+

1

M++

1

M+−

1

M−−

1

M−+

2

M++

2

M+−

2

M−−

2

Vl,1(k)

Vl,2(k)

1

Рис. 2. Образи квадратiв з рис.1 при вiдображеннi λ→ ek̃λT .

Площа (мiра) множини Vl,1(k), яку назвемо винятковою множиною для за-
даного k, обчислюється за формулою

measVl,1(k) =
2χ1T

2π

(
π|µl(k)|2e2χ1T−π|µl(k)|2e−2χ1T

)
= χ1T |µl(k)|2

(
e2χ1T−e−2χ1T

)
.

Оскiльки e2χ1T < 2 i
ey2χ1T − ey1χ1T

y2 − y1
= χ1Te

y3χ1T ≤ χ1Te
y2χ1T , де y3 ∈ (y1; y2), то

measVl,1(k) = 4χ1T |µl(k)|2
e2χ1T − e−2χ1T

4
≤

≤ 4
(
χ1T |µl(k)|

)2
e2χ1T ≤ 4(2χ1TM)2e2χ1T < 32(χ1TM)2.

Об’єднаємо винятковi множини Vl,1(k) в одну виняткову множину

Vε =
∪
k∈Zp;

|µl(k)|≤2M

n∪
l=1

Vl,1(k)

i знайдемо оцiнку її мiри:

measVε =
∑
k∈Zp;

|µl(k)|≤2M

n∑
l=1

measVl,1(k) ≤ 32(TM)2
∑
k∈Zp

χ2
1. (19)

Враховуючи позначення χ1 та χ, отримуємо звiдси нерiвнiсть

measVε ≤ 32nT 2ζ(2η2)χ
2εM2 = επM2 = ε measOM .

Параметр µ вважатимемо елементом множини OM\Vε. Враховуючи формулу
(19), для мiри множини OM \ Vε запишемо наступну оцiнку:

meas (OM \ Vε) ≥ (1− ε)measOM .
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Теорема 4. Якщо η2 > p/2, то для всiх µ ∈ OM \Vε функцiя ρ(λ, t) в областi
Vl(k)× [0, T ] має оцiнку зверху

|ρ(λ, t)| ≤ θ√
ε
k̃−η2 , (20)

де θ = 8max{1, 1/|µ|}
√
2πnζ(2η2) > 20.

Доведення. Спочатку розглянемо випадок |µl(k)| ≥ 2M . У кожному квад-
ратi Vl(k) виконуються нерiвностi

|µl(k)|e−χ1T/2 ≤ |µ(k)| ≤ |µl(k)|eχ1T/2,

де e2χ1T = e2
√
εχT k̃−η2 < ek̃

−η2 ln 2 = 2k̃
−η2 ≤ 2, тому

3M/2<23/4M≤2−1/4|µl(k)|≤|µ(k)|≤21/4|µl(k)|.

Далi отримуємо

|ρ(λ, t)| =
∣∣∣ ek̃λ(k)T t

T

µ− µ(k)

∣∣∣ = |µ(k)| tT
|µ− µ(k)|

=
|µ(k)| tT

|µ(k)||µ/µ(k)− 1|
=

=
|µ(k)| tT −1

|µ/µ(k)− 1|
≤ 3max

{
1,

1

|µ(k)|

}
≤ max

{
3,

3

|µ(k)|

}
< max

{
3,

2

M

}
,

а також, враховуючи, що
k̃η2√
ε
> 1,

|ρ(λ, t)| < k̃η2√
ε
max

{
3,

2

M

}
. (21)

Розглянемо випадок |µl(k)| < 2M , тодi для числа µ(k) маємо три можливос-

тi: |µ(k)| ≤ |µ|
2

, |µ(k)| ≥ 2|µ| та
|µ|
2
< |µ(k)| < 2|µ|.

Нехай |µ(k)| ≤ |µ|
2

, тодi |µ− µ(k)| ≥ |µ|
2

i

|ρ(λ, t)| = |µ(k)| tT
|µ− µ(k)|

≤ |µ(k)| tT
|µ|/2

=
2|µ(k)| tT

|µ|
≤

≤ 2

|µ|
max{1, |µ(k)|} ≤ 2

|µ|
max

{
1,

|µ|
2

}
= max

{
1,

2

|µ|

}
,

а також

|ρ(λ, t)| ≤ k̃η2√
ε
max

{
1,

2

|µ|

}
. (22)

Нехай |µ(k)| ≥ 2|µ|, тодi |µ− µ(k)| = |µ(k)|
∣∣∣ µ

µ(k)
− 1
∣∣∣ ≥ |µ(k)|

2
i

|ρ(λ, t)| = |µ(k)| tT
|µ− µ(k)|

≤ |µ(k)| tT
|µ(k)|/2

= 2|µ(k)|
t
T
−1 = 2|µ(k)|

t−T
T ≤

≤ 2max
{
1,

1

|µ(k)|

}
= max

{
2,

2

|µ(k)|

}
≤ max

{
2,

2

2|µ|

}
= max

{
2,

1

|µ|

}
,
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а отже,

|ρ(λ, t)| ≤ k̃η2√
ε
max

{
2,

1

|µ|

}
. (23)

Розглянемо випадок
|µ|
2
< |µ(k)| < 2|µ|. Знаменник |µ−µ(k)| не менший, нiж

min |z1 − z2|, де z1 i z2 належать границям областей Vl,1(k) i Vl,2(k) вiдповiдно.
Даний мiнiмум досягається, якщо z2 = ek̃(λl(k)+(i+1)χ1/2)T , а z1 — проекцiя z2 на
промiнь z = arg λl(k)−χ1T i дорiвнює |µl(k)|e−χ1T/2 sin(χ1T/2). Оскiльки справ-
джуються наступнi оцiнки χ1T/2 < ln 2/4 < 1/4 < π/4 i sin x > 2

√
2x/π при

x ∈ [0, π/4], то sinχ1T/2 ≥ 2
√
2χ1T/2π =

√
2χ1T/π. Тому з |µl(k)|≥|µ(k)|e−χ1T/2

отримаємо |µ−µ(k)|≥|µl(k)|e−χ1T/2 sin(χ1T/2)≥|µ(k)|e−χ1T
√
2χ1T/π> |µ|χ1T/2π,

звiдки випливає

|ρ(λ, t)| = |µ(k)| tT
|µ− µ(k)|

≤ max{1, |µ(k)|}
|µ− µ(k)|

<
max{1, 2|µ|}
|µ− µ(k)|

≤ 2πmax{1, 2|µ|}
|µ|χ1T

≤

≤ 2π

χ1T
max

{ 1

|µ|
, 2
}
=

2π
√
εχk̃−η2T

max
{
2,

1

|µ|

}
=

2πk̃η2√
εχT

max
{
2,

1

|µ|

}
≤

≤ k̃η2√
ε
8
√
2nπζ(2η2)max

{
2,

1

|µ|

}
. (24)

Правi частини у формулах (21)–(24) оцiнюються числом
θk̃η2√
ε

. Таким чином,

нерiвнiсть (20) виконується для всiх µ ∈ OM \ Vε.
Теорему доведено.

Оскiльки λl(k) ∈ Vl(k) i
∣∣∣∣ ek̃λl(k)t

µ− ek̃λl(k)T

∣∣∣∣ = |ρ(λl(k), t)|, то оцiнка (14) виконуєть-

ся для всiх µ ∈ OM \ Vε.
Сформулюємо загальну теорему iснування та єдиностi розв’язку задачi (1),

(2) у просторi Hn
q (D

p).

Теорема 5. Нехай задача (1), (2) має єдиний розв’язок у просторi W′,
тобто виконуються умови теореми 1, µ ∈ OM\Vε. Тодi у разi φ0 ∈ Hψ(S

p),
φ1 ∈ Hψ−1(S

p), . . . , φn−1 ∈ Hψ−n+1(S
p), де ψ > q + pn/2, i для майже всiх

(стосовно мiри Лебега в R2p) векторiв (a0,n,0,...,0, . . . , a0,0,...,n) ∈ O
p
A iснує єдиний

розв’язок задачi (1), (2) з простору Hn
q (D

p), який неперервно залежить вiд
правих частин умов (2).

Доведення. З теореми 1 випливає iснування функцiй uk для всiх векторiв
k ∈ Zp. За теоремою 3 для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R2p) векторiв
(a0,n,0,...,0, . . . , a0,0,...,n) з множини O

p
A виконується оцiнка (13) для η1 > p(n−1)/2.

Згiдно з теоремою 4 для довiльного µ ∈ OM \ Vε виконується оцiнка (14) для
η2 > p/2. Таким чином, з теореми 2 випливає як iснування розв’язку задачi (1),
(2) з простору Hn

q (D
p), так i його неперервна залежнiсть вiд функцiй

φ0 ∈ Hψ(S
p), φ1 ∈ Hψ−1(S

p), . . . , φn−1 ∈ Hψ−n+1(S
p) для ψ > q + pn/2.

Теорему доведено.
5. Висновки. У роботi розглянуто нелокальну крайову задачу для рiвнян-

ня з частинними похiдними з оператором B = (B1, B2, . . . , Bp), де Bj ≡ zj
∂

∂zj
,
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j = 1, . . . , p, який дiє на функцiю комплексних змiнних. Введено шкали функ-
цiональних просторiв {Hq(S

p)}q∈R i {Hn
q (D

p)}q∈R. Розглядувана задача є неко-
ректною за Адамаром i її роз’язнiсть залежить вiд малих знаменникiв, якi ви-
никають в рядi, що зображає розв’язок даної задачi. Для розв’язання проблеми
малих знаменникiв використано метричний пiдхiд, який дав змогу отримати
оцiнки знизу для майже всiх (стосовно мiри Лебега) векторiв, складених з кое-
фiцiєнтiв рiвняння та крайових умов. Встановлено достатнi умови iснування та
необхiднi i достатнi умови єдиностi розв’язку задачi у просторi Hn

q (D
p).
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