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ПРО ЗВ’ЯЗОК МIЖ КОЛИВНIСТЮ РОЗВ’ЯЗКIВ НЕЛIНIЙНИХ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ ТА РIЗНИЦЕВИХ РIВНЯНЬ

It is established the conditions of preservation of oscillation of the solutions of non-linear differential
equations and non-linear difference equations provided that the corresponding solutions of linear
differential equations and linear difference equations have such property.

Отримано умови збереження коливностi розв’язкiв нелiнiйних диференцiальних та нелiнiй-
них рiзницевих рiвнянь, при наявностi такої властивостi у вiдповiдних розв’язкiв лiнiйних
диференцiальних та лiнiйних рiзницевих рiвнянь.

Вступ.
Важливим методом дослiдження диференцiальних рiвнянь є перехiд до рi-

зницевих рiвнянь, якi отримуються з диференцiальних замiною похiдної вiдпо-
вiдним рiзницевим вiдношенням. Iнтенсивне вивчення рiзницевих рiвнянь по-
чалося в другiй половинi XX столiття, яке було зумовлено в першу чергу роз-
витком технiчних наук та обчислювальної технiки. На сьогоднiшнiй день до-
слiдження даних рiвнянь залишається актуальною задачею, оскiльки вони є
зручними математичними моделями для багатьох прикладних процесiв - бiоло-
гiчних, економiчних, фiнансових. Це пов’язане з тим, що за реальними моделя-
ми ми спостерiгаємо непостiйно, а в конкретнi дискретнi моменти часу.

Якiснi властивостi розв’язкiв (стiйкiсть, обмеженiсть, перiодичнiсть тощо)
диференцiальних та вiдповiдних їм рiзницевих рiвнянь, а також зв’язок мiж
ними вивчалися в роботах багатьох авторiв [1, 3, 6, 7, 9, 10].

Питання збереження коливностi розв’язкiв при переходi вiд диференцiаль-
них до вiдповiдних рiзницевих рiвнянь розглядалося у роботах [2], [5].

Щодо нелiнiйних рiзницевих рiвнянь та коливностi їх розв’язкiв, вiдмiтимо
працi [11], [8].

Ця праця присвячена дослiдженню зв’язку мiж коливними властивостями
розв’язкiв нелiнiйних диференцiальних та вiдповiдних їм рiзницевих рiвнянь.
А саме, отримано умови, при яких iз коливностi розв’язку лiнiйної системи
рiзницевих рiвнянь випливає коливнiсть вiдповiдного розв’язку нелiнiйного ди-
ференцiального рiвняння. Вивчена також обернена задача.

Дана робота складається зi вступу та двох частин. В першiй частинi приво-
диться постановка задачi та необхiднi означення. Основнi результати викладенi
в другiй частинi.

1. Постановка задачi. Розглянемо нелiнiйне диференцiальне рiвняння:

ẍ+ p(t)x+ εf(t, x, ẋ) = 0, (1)

де ε > 0 – малий параметр, t ∈ [0, a].
Вiдносно функцiй f(t, x, y) та p(t) будемо вважати, що при x ∈ R1, y ∈ R1,

t ∈ [0, a]:
1) f(t, x, y) неперервна за сукупнiстю змiнних;
2) f(t, x, y) має лiнiйний рiст за x i y, тобто ∃N > 0 така, що виконується

нерiвнiсть
| f(t, x, y) |≤ N(1+ | x | + | y |);
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3) p(t) ≥ 0;
4) p(t) задовольняє умову Лiпшиця на [0, a].
Рiвняння (1) будемо розглядати при початкових даних x(0) = x0, y(0) = y0,

якi належать компакту (x0, y0) ∈ K, що не мiстить точку (0, 0).
При ε = 0 рiвняння (1) перетворюється до вигляду

ẍ+ p(t)x = 0. (2)

Вiдповiдне для (2) рiзницеве рiвняння має вигляд

△2
kx+ h2p(kh)x(kh) = 0, (3)

де △kx = x((k + 1)h) − x(kh), △2
kx = △k(△kx), k = 0, 1, 2, . . . , h > 0– крок

рiзницевого рiвняння.
Вiдповiднi до рiвнянь (2) i (3) системи запишемо у виглядi

dx

dt
= y,

dy

dt
= −p(t)x;

(4)

та {
xhk+1 = xhk + hyhk ,

yhk+1 = yhk − hp(kh)xhk,
(5)

де xh0 = x0, yh0 = y0, x(0) = x0, y(0) = y0.
Поряд iз системою (5) розглянемо i нелiнiйну систему{

xhk+1 = xhk + hyhk ,

yhk+1 = yhk − hp(kh)xhk − εhf(kh, xhk, y
h
k ).

(6)

Приведемо необхiднi в подальшому означення.

Означення 1. Розв’язки систем (4) та (5) назвемо вiдповiдними, якщо
x(0) = xh0 = x0, y(0) = yh0 = y0.

Означення 2. [5] Скажемо, що розв’язок xhk рiвняння (3) має в точцi tk
змiну знаку, якщо виконується одна з умов:

1) xhkxhk+1 < 0;
2) xhk = 0, xhk−1x

h
k+1 < 0.

Означення 3. [5] Якщо на деякому iнтервалi розв’язок xhk рiвняння (3)
має не менше двох змiн знаку, то його будемо називати коливним на цьому
iнтервалi.

Означення 4. [4] Розв’язок x(t) рiвняння (2) назвемо коливним на даному
промiжку, якщо вiн перетворюється в нуль не менше, нiж у двох точках.

У данiй роботi вивчаються умови, при яких iз коливностi першої компоненти
розв’язку системи (5) випливає коливнiсть вiдповiдного розв’язку (1) та умо-
ви, при яких iз коливностi розв’язку рiвняння (2) випливає коливнiсть першої
компоненти вiдповiдного розв’язку (6).
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2. Основнi результати. Приведемо результат про зв’язок мiж коливнiстю
розв’язку нелiнiйного диференцiального рiвняння та вiдповiдного розв’язку лi-
нiйного рiзницевого рiвняння.

Має мiсце теорема.

Теорема 1. При виконаннi умов 1) - 4) iснує таке ε0 > 0, що для довiльного
0 < ε < ε0 справедливе твердження:

якщо перша компонента розв’язку системи (5) має на iнтервалi [0, a] при-
наймi чотири змiни знаку, то вiдповiдний розв’язок рiвняння (1) коливний на
[0, a].

Доведення. Оскiльки початковi данi (x0, y0) рiвняння (2) лежать на ком-
пактi K, то з леми 2 [2] випливає, що iснує △ > 0 таке, що амплiтуда коливань
будь-якого розв’зку з початковими даними (x0, y0) ∈ K обмежена знизу:

Mx
k ≥ △.

Покажемо близькiсть розв’язкiв (1) i (2).
Запишемо рiвняння (1) у виглядi системи:{

ẋ = y,

ẏ = −p(t)x− εf(t, x, y).

Позначимо A(t) =

(
0 1

−p(t) 0

)
, z =

(
x

y

)
, z(0) = z0.

Тодi

ż =

(
ẋ

ẏ

)
= A(t)z − εf(t, z). (7)

Рiвняння (2) перепишемо у виглядi

ż1 = A(t)z1, (8)

де z1(0) = z0.
Позначимо X(t, s) – матрицант системи (8). Отже

z1(t) = X(t, 0)z0. (9)

Переписавши (7) в iнтегральнiй формi отримаємо

z(t) = X(t, 0)z0 + ε

∫ t

0

X(t, s)f(s, z(s))ds. (10)

З умови лiнiйного росту f(t, x, y) маємо також

| f(t, z) |≤ N(1+ | z |).

Тодi для вiдповiдних розв’язкiв рiвнянь (7) i (8) iз (9) та (10) отримуємо:

| z(t)− z1(t) |≤ ε

∫ t

0

CN(1+ | z(s) |)ds, (11)
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де ∥ X(t, s) ∥≤ C, t, s ∈ [0, a], C – деяка стала.
Оцiнимо тепер z(s). Iз (10) маємо

| z(t) |≤ C | z0 | +εNCa+ εNC

∫ t

0

| z(s) | ds,

що, з урахуванням леми Гронуола-Беллмана приводить при t ∈ [0, a] до оцiнки:

| z(t) |≤ (C | z0 | +εNCa)eεNCa.

Оскiльки z0 ∈ K, то ∃R > 0 така, що | z0 |≤ R. Тодi

| z(t) |≤ (CR + εNCa)eεNCa ≡ B,

де B – деяка стала.
Iз (11) тодi випливає нерiвнiсть

| z(t)− z1(t) |≤ ε

∫ t

0

CN(1 +B)ds ≤ εaNC(1 +B), (12)

що оцiнює близькiсть вiдповiдних розв’язкiв рiвнянь (1) i (2).
Можна показати, що якщо розв’язок системи (5) має три змiни знаку, то

вiдповiдний розв’язок рiвняння (2) коливний на [0, a].
Тодi якщо розв’язок системи (5) має чотири змiни знаку на [0, a], то розв’язок

(2) має принаймi три нулi на цьому iнтервалi. Звiдси iз оцiнки (12), леми 2 [2]
та вiдповiдностi розв’язкiв рiвнянь (1) та (3) випливає, що iснує ε0 > 0 таке, що
розв’язок нелiнiйного диференцiального рiвняння (1) має принаймi два нулi на
[0, a], тобто є коливним.

Наступний результат показує зв’язок мiж коливнiстю розв’язку лiнiйного
диференцiального рiвняння та вiдповiдного розв’язку системи нелiнiйних рi-
зницевих рiвнянь.

Теорема 2. При виконаннi умов 1) - 4) iснує таке ε0 > 0, що для довiльного
0 < ε < ε0 справедливе твердження:

якщо лiнiйне диференцiальне рiвняння (2) має принаймi чотири нулi на
[0, a], то вiдповiдний розв’язок системи нелiнiйних рiзницевих рiвнянь (6) має
коливну на [0, a] першу компоненту.

Доведення.
Встановимо оцiнку рiзницi мiж вiдповiдними розв’язками систем (5) i (6).

З позначенням φhk =

(
xhk

yhk

)
система (6) переписується у виглядi

φhk+1 = φhk + hA(kh)φhk − h

(
0

εf(kh, φhk

)
, (13)

де A(kh) =

(
0 1

−p(kh) 0

)
, φh0 = φ0.
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Аналогiчно з позначенням τhk =

(
xhk

yhk

)
система (5) набере вигляду

τhk+1 = τhk + hA(kh)τhk , (14)

де τh0 = φ0 = τ0.
Позначимо X(n, k) – матрицант системи (14). Отже

τhk = X(k, 0)τ0. (15)

Неважко бачити, що розв’язок системи (13) представляється у виглядi

φhk = X(k, 0)φ0 + hε
k−1∑
n=0

X(k − 1, n)f(nh, φhn). (16)

Iз (15) та (16) маємо

| φhk − τhk |≤ hε
k−1∑
n=0

X(k − 1, n)f(nh, φhn). (17)

З умови лiнiйного росту f(kh, xhk, yhk ) отримуємо :

| f(kh, φhk) |≤ N(1+ | φhk |),

звiдки маємо

| φhk |≤ C1 | φ0 | +hε
k−1∑
n=0

C1N(1+ | φhn |) ≤

≤ C1 | φ0 | +hεC1Na+ hε
k−1∑
n=0

C1N | φhn |,

де ∥ X(n, k) ∥≤ C1 при kh ∈ [0, a].
За дискретним аналогом леми Гронуола-Беллмана [3, стр.41] при kh ∈ [0, a]:

| φhk |≤ (C1 | φ0 | +hεC1Na)e
εC1Na.

Оскiльки φ0 ∈ K, то ∃M > 0 така, що | φ0 |≤M. Тодi

| φhk |≤ (C1M + hεC1Na)e
hεC1Na ≡ Q,

де Q – деяка стала.
Отже оцiнка (17) набирає вигляду

| φhk − τhk |≤ hε

k−1∑
n=0

C1N(1 +Q) ≤ hεC1N(1 +Q)a. (18)

З теореми 1 [2] випливає, що якщо розв’язок диференцiального рiвняння (2)
має на iнтервалi [0, a] принаймi три нулi , то iснує h0 > 0 таке, що вiдповiдний
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розв’язок рiвняння (3) коливний на цьому iнтервалi, тобто має не менше двох
змiн знаку.

Аналогiчно лемi 2 [2] можна показати, що iснує △1(h) > 0 таке, що амплiтуда
коливань будь-якого розв’язку (3) обмежена знизу

Mx
p (h) ≥ △1, (19)

де Mx
p (h) = maxk∈[p+1,m] | xhk |, tp i tm – двi послiдовнi точки змiн знаку.

Тодi iз (18), (19) випливає, що iснують ε0 > 0, h0 > 0 такi, що якщо розв’язок
лiнiйного диференцiального рiвняння (2) має чотири нулi на [0, a], то вiдповiд-
ний розв’язок системи нелiнiйних рiзницевих рiвнянь (6) має на цьому iнтервалi
принаймнi двi змiни знаку, тобто є коливним.
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