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НАПIВМАРКОВСЬКI ВИПАДКОВI ЕВОЛЮЦIЇ У СХЕМI
ДИФУЗIЙНОЇ АПРОКСИМАЦIЇ

The sufficient conditions for weak convergence of semi-Markov random evolutions in diffusion
approximation scheme to the diffusion process with restrictions in local characteristics of ”basic”
processes are obtained.

Одержано достатнi умови слабкої збiжностi напiвмарковських випадкових еволюцiй у схемi
дифузiйної апроксимацiї до дифузiйного процесу при обмеженнях на локальнi характеристи-
ки "базових"процесiв.

Вступ. У роботi розглянуто достатнi умови слабкої збiжностi напiвмарковських
випадкових еволюцiй ξε(t), t ≥ 0 у схемi дифузiйної апроксимацiї з малим пара-
метром ε → 0 до дифузiйного процесу ξε(t), t ≥ 0. Питанню слабкої збiжностi
для рiзних класiв випадкових процесiв присвячено роботи багатьох авторiв.
У роботах [1–3] розглянуто умови слабкої збiжностi для випадкових процесiв
у рiзних метричних просторах, у тому числi у просторi неперервних функцiй
C([0, 1]) та у просторi Скорохода D([0, 1]). Одним з перших результатiв, що
стосуються дифузiйної апроксимацiї є теорема Донскера ( [3], §16), в якiй роз-
глянуто умови слабкої збiжностi випадкового процесу

Xn(t) =
1

σ
√
n
S[nt]

при n → ∞ до вiнерового процесу на [0, 1], де Sn :=
∑
ξn, {ξk}∞k=1 – незалежнi

одинаково розподiленi випадковi величини, для яких Eξn = 0, Dξn = σ2. У
роботi [4] розглянуто умови слабкої збiжностi у схемi дифузiйної апроксимацiї
для напiвмарковської випадкової еволюцiї найпростiшого виду – однорiдного
руху зi змiнною швидкiстю X(t) = x +

∫ t
0
v(s)ds, де v(s) – однорiдний марков-

ський процес зi скiнченною множиною станiв у схемi дифузiйної апроксимацiї
у такому нормуваннi

Xε(t) = x+ ε

t/ε2∫
0

v(s)ds,

за умов, що усереднена еволюцiя тотожнiй 0.
Тому є доцiльним розглядати умови збiжностi випадкових процесiв, що ха-

рактеризують рiзнi природнi явища та вивчати властивостi реальних об’єктiв,
що характеризуються дограничними процесами, за допомогою абстрактних
об’єктiв, що описуються граничними процесами.

1. Постановка задачi та позначення. Розглянемо напiвмарковську ви-
падкову еволюцiю (НМВЕ) у Rd, що задається стохастичним адитивним фун-
кцiоналом [5,6]

ξ(t) = ξ(0) +

t∫
0

η(ds;x(s)) +

t∫
0

γ(ds;x(s)), t ≥ 0. (1)
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Однорiдний ергодичний марковський стрибковий процес перемикань x(t),
t ≥ 0 розглядається у стандартному просторi (E,E) зi стацiонарним розподiлом
π(B), B ∈ E та визначений напiвгрупою Qtφ(x) :=

∫
E
φ(y)Pt(x, dy), t ≥ 0 [6–

8], де Pt(x,A) := P{x(t) ∈ A|x(0) = x}. Напiвгрупа Qt, t ≥ 0 породжується
генератором Q:

Qφ(x) := q(x)

∫
E

P (x, dy)[φ(y)− φ(x)],

де P (x,A) := P{xk+1 ∈ A|xk = x} – ймовiрнiсть переходу для вкладеного лан-
цюга Маркова xk, k ≥ 0; q(x) – iнтенсивнiсть стрибкiв [6,7]. Позначимо через Π
– проектор марковського процесу x(t), t ≥ 0, R0 – його потенцiал (див. [6, 8]):

Πφ(x) =

∫
E

π(dx)φ(x), R0φ(x) :=

∞∫
0

(Qt − Π)φ(x)dt.

Напiвмарковськi процеси [6] η(t; x), t≥ 0, x∈E в евклiдовому просторi Rd,
d≥1 породжуються процесами марковського вiдновлення(ПМВ) (ηn, τn), n ≥ 0,
де ηn := η(τn;xn), xn := x(τn), τn, n ≥ 0 – моменти вiдновлення напiвмарковсь-
кого процесу. ПМВ задаються напiвмарковськими ядрами [6, 9]:

G(u, dv, t;x) := G(u, dv;x)Fu(t), u ∈ Rd, dv ∈ Rd, t ≥ 0, x ∈ E,

де умовнi розподiли приростiв вкладеного ланцюга Маркова ηn, n ≥ 0 визна-
чаються спiввiдношенням:

G(u, dv;x) := P{∆ηn+1 ∈ dv|ηn = u, xn = x},∆ηn+1 := ηn+1 − ηn;

умовна функцiя розподiлу часу перебування в станах θn+1 := τn+1 − τn рiвна

Fu(t) := P{θn+1 ≤ t|ηn = u} = P (θu ≤ t), t ≥ 0.

З вищенаведених означень зрозумiло, що розглядаються однорiднi напiвмар-
ковськi процеси. Позначимо через ν(t) := max{n : τn ≤ t} – рахуючий процес,
τ(t) := τν(t) [6, 9].

Випадковий процес (1) запишемо у розгорнутому виглядi:

ξ(t) = ξ(0) +

ν(t)∑
n=1

η(θn, x(τn−1))+

η(t− τ(t), x(τ(t))) +

ν(t)∑
n=1

γ(θn, x(τn−1)) + γ(t− τ(t), x(τ(t))),

де θn := τn − τn−1, n ≥ 0 – час перебування у станi.
Введемо позначення

mk(u) :=

∞∫
0

tkdFu(t), k = 1, 2; λ(u) := 1/m1(u);
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η(t) :=

t∫
0

η(ds;x(s)), γ(t) :=

t∫
0

γ(ds; x(s))ds;

G(x)φ(u) :=

∫
Rd

G(u, dv;x)φ(u+ v), u ∈ Rd.

Неперервна складова еволюцiї γ(t), t≥0 мiж моментами вiдновлення τn та τn+1

при умовi, що x(τn)=x, x∈E, задається напiвгрупами Γt(x), t≥0 з генераторами

Γ(x)φ(u) := a(u; x)φ′(u) +

∫
Rd

(φ(u+ v)− φ(u)− vφ′(u))Γ(u, dv; x). (2)

Припустимо, що a(u, x) ∈ C1(Rd × E), Γ – скiнченна мiра зi скiнченним 3-м
моментом.

Згiдно введених вище позначень

ξ(t) = ξ(0) + η(t) + γ(t).

Зауважимо, що випадковi процеси η(t) та γ(t) є однорiдними.
Розглянемо розширений ПМВ

ζn := (ξn, xn, τn) ,

де ξn :=ξ(τn), xn :=x(τn): Введемо поняття компенсуючого оператора(КО) [6,11]:

Означення 1. Компенсуючим оператором L ПМВ ζn, n ≥ 0 називається
оператор, що дiє на тест-функцiях φ та визначений спiввiдношенням

Lφ(u, x, t) := λ(u)E[φ (ξn+1, xn+1, τn+1)− φ (ξn, xn, τn) | (ξn, xn, τn) = (u, x, t)],

де φ – це такi функцiї, для яких права частина попередньої рiвностi має сенс.

Лема 1. КО ζn, n ≥ 0 задається формулою

Lφ(u, x, t) = λ(u)

 ∞∫
0

Fu(ds)QsΓs(x)G(x)φ(u, x, t+ s)− φ(u, x, t)


для u ∈ Rd, x ∈ E, t ≥ 0.

У роботi [10] можна знайти доведення даного результату.
2. Випадковi еволюцiї у схемi дифузiйної апроксимацiї. НМВЕ у

схемi дифузiйної апроксимацiї розглядається у схемi серiй з малим параметром
ε→ 0 (ε > 0) у такому нормуваннi:

ξε(t) = ξ(0) + ε3[ηε(t) + γε(t)], (3)

ηε(t) :=

t/ε6∫
0

η(ds; x(ε2s)), γε(t) =

t/ε6∫
0

γ(ds; x(ε2s)).

Тодi
∆ξεn := ξεn+1 − ξεn = ε3[∆ηεn +∆γεn].
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Тут, за означенням,

ξεn := ξε(ε6τn), η
ε
n := ηε(ε6τn), γ

ε
n := γε(ε6τn).

Введемо позначення

Gε(u, dv;x) := G0(u, dv; x) + ε2G1(u, dv;x), (4)

gk(u; x) :=

∫
Rd

vGk(u, dv;x), Gk(u; x) :=

∫
Rd

v2Gk(u, dv;x), k = 0, 1,

Γ(u; x) :=

∫
Rd

v2Γ(u, dv;x), µ(u) := λ(u)

∞∫
0

F
(2)

u (s)ds,

c(u; x) := a(u;x)g′0(u; x) + a(u;x)a′(u; x)µ(u);

b(u; x) :=
1

2

(
λ(u)G0(u; x) + Γ(u;x) + 2a2(u;x)µ(u) + 2a(u;x)g0(u;x)

)
.

Зауваження 1. В означеннi (4) G0 – це ймовiрнiсна мiра, G1 – заряд, та-
кий що G1(u,R

d;x) ≡ 0 та Gε(u, dv;x) ≥ 0 для всiх dv ∈ Rd. Можна предста-
вити також наступну конструкцiю для Gε:

Gε(u, dv; x) :=
G0(u, dv; x) + ε2G1(u, dv; x)

1 + ε2
,

де Gk, k = 1, 2 – ймовiрнiснi мiри.

Розглянемо умови слабкої збiжностi для НМВЕ у схемi дифузiйної апрок-
симацiї, що задається стохастичним адитивним функцiоналом (3):

Теорема 1. Нехай виконуються умови:

1) марковський процес переключень є рiвномiрно ергодичний зi стацiонар-
ним розподiлом π(B), B ∈ E;

2) виконуються умови балансу:

a(u;x) + λ(u)g0(u; x) ≡ 0, (5)

Πg1(u; x) ≡ 0; (6)

3) справедлива оцiнка

sup
u∈Rd

∞∫
0

s3Fu(ds) <∞;

4) оператори

lεφ(u) := ε−2

∫
Rd

(
φ(u+ εv)− φ(u)− εvφ′(u)− 1

2
ε2v2φ′′(u)

)
×

×(Γ(u, dv;x) +Gε(u, dv; x)),

є знехтуючими рiвномiрно по x ∈ E, u ∈ Rd для тест-функцiй φ ∈
C3(Rd) при ε→ 0:

sup
x∈E,u∈Rd

||lε(x)φ|| → 0, ε→ 0;
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5) збiжнiсть початкових умов та їх обмеженiсть:

ξε(0) → ξ0(0), sup
ε>0

E|ξε(0)| ≤ K <∞.

Тодi стохастичний адитивний функцiонал ξε(t), t ≥ 0 (3) слабко збiгається
при ε→ 0 до дифузiйного процесу ξ0(t), t ≥ 0, що визначається генератором

Lφ(u) = ĉ(u)φ′(u) + B̂(u)φ′′(u),

де

ĉ(u) :=

∫
E

π(dx)c(u; x), B̂(u) :=

∫
E

π(dx)b(u;x) + λ2(u)

∫
E

π(dx)g1(u;x)R0g1(u; x)

та задовольняє початкову умову

ξ0(0) = ξ0.

Зауваження 2. Умова (5) означає, що усереднена еволюцiя [10] тотожна
константа, тобто усереднена еволюцiя ρ(t), t ≥ 0 задовольняє диференцiальне
рiвняння

dρ(t)

dt
= 0.

Перед доведенням теореми 1, наведемо декiлька допомiжних тверджень. Для
цього визначимо випадковий процес ζε(t), породжений сiм’єю розширеного ПМВ

ζεn := (ε3ξ(τn), x(ε
4τn), ε

6τn). (7)

Має мiсце

Лема 2. КО (7) задається формулою

Lεφ(u, x, t) = ε−6λ(u)

 ∞∫
0

Fu(ds)Qε4sG
ε(x)Γεs(x)φ(u, x, t+ ε6s)− φ(u, x, t)


для обмежених неперервних тест-функцiй φ, де I – одиничний оператор, опе-
ратори Gε(x), x ∈ E визначенi наступним чином:

Gε(x)φ(u) :=

∫
Rd

Gε(u, dv; x)φ(u+ ε3v),

напiвгрупи Γεs(x), x ∈ E породжуються генераторами

Γε(x)φ(u) := ε3a(u;x)φ′(u) +

∫
Rd

(φ(u+ ε3v)− φ(u)− ε3vφ′(u))Γ(u, dv;x). (8)

Доведення леми 2 цiлком аналогiчне доведенню леми 2 з [10] тiльки з iншим
нормуванням, тому його тут наводити не будемо.

Розглянемо асимптотичне представлення КО Lε:
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Лема 3. В умовах теореми 1 компенсуючий оператор Lε на тест-функцiях
φ ∈ C3(Rd × E) має асимптотичне представлення

Lεφ(u, x) = ε−2Qφ(·, x) + ε−1C1(x)φ(u, ·) +B(x)φ(u, ·) + lεφ(u, x),

де
C1(x)φ(u) := λ(u)g1(u;x)φ

′(u),

B(x)φ(u) = c(u;x)φ′(u) + b(u;x)φ′′(u),

sup
u∈Rd,x∈E

|lεφ(u, x)| → 0 при ε→ 0, φ ∈ C3(Rd × E).

Доведення. Скористаємося лемою 2 та алгебраїчною тотожнiстю

abc− 1 = (a− 1) + (b− 1) + (c− 1) + (a− 1)(b− 1) + (a− 1)(c− 1)+

+(b− 1)(c− 1) + (a− 1)(b− 1)(c− 1).
(9)

Тодi

[Lεφ(u, x) = ε−6λ(u)

[∞∫
0

Fu(ds)Qε4sG
ε(x)Γεs(x)− I

]
φ(u, x) =

=ε−6λ(u)
∞∫
0

Fu(ds)[Qε4s−I]φ(u, x)+ε−6λ(u)
∞∫
0

Fu(ds)[Γ
ε
s(x)−I]φ(u, x)+

+ε−6λ(u)[Gε(x)−I]φ(u, x)+ε−6λ(u)
∞∫
0

Fu(ds)[G
ε(x)−I][Γεs(x)−I]φ(u, x)+

+lε1φ(u, x),

(10)

де lε1φ(u, x) вiдповiдає доданкам 4, 5 та 7 з правої частини алгебраїчної тотож-
ностi (9).

Розглянемо перший доданок правої частини (10):

ε−6λ(u)
∞∫
0

Fu(ds) (Qε4s − I)φ(x) = ε−2λ(u)
∞∫
0

Fu(ds)Q
s∫
0

Qε4s1ds1φ(x) =

= ε−2λ(u)Q
∞∫
0

F u(s)Qε4sdsφ(x) = ε−2Qφ(x) + lε2(u)φ(x),

де

lε2(u)φ(x) := ε−2λ(u)Q
∞∫
0

F u(s) (Qε4s − I) dsφ(x) = ε2λ(u)Q2

∞∫
0

F
(2)

u (s)Qε4sdsφ(x),

F u(s) := 1− F (s), F
(2)

u (s) :=

+∞∫
0

F u(s)ds.

Останню рiвнiсть можна отримати, використовуючи зв’язок напiвгрупи з гене-
ратором, що її породжує та замiну порядку iнтегрування у подвiйному iнтегра-
лi.
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Для другого доданка з (10), використовуючи замiну порядку iнтегрування
в подвiйному iнтегралi, отримаємо:

ε−6λ(u)
∞∫
0

Fu(ds)Γ
ε(x)

s∫
0

Γεs1(x)ds1φ(u) = ε−6λ(u)Γε(x)
∞∫
0

F u(s)Γ
ε
s(x)dsφ(u) =

= ε−6Γε(x)φ(u) + ε−6λ(u)Γε(x)
∞∫
0

F u(s)(Γ
ε
s(x)− I)dsφ(u).

Використовуючи означення Γε(x) (8) та формулу Тейлора, отримаємо, що
другий доданок (10) рiвний

ε−3a(u;x)φ′(u) +
1

2
Γ(u, x)φ′′(u) + µ(u)a2(u; x)φ′′(u)+

+µ(u)a(u;x)a′(u;x)φ′(u) + lε3(x)φ(u),

де lε3(x)φ(u) – знехтуючий член на тест-функцiях φ ∈ C3(Rd).
Скориставшись формулою Тейлора для 3-го доданку з (10), отримаємо:

ε−6λ(u) [Gε(x)− I]φ(u) = ε−6λ(u)

∫
Rd

Gε(u, dv; x)(φ(u+ ε3v)− φ(u)) =

λ(u)(ε−3g0(u; x) + ε−1g1(u;x))φ
′(u) +

1

2
λ(u)

∫
Rd

v2G0(u, dv; x)φ
′′(u) + lε4(x)φ(u),

де
lε4(x)φ(u, x) :=

:= ε−6λ(u)

∫
Rd

Gε(u, dv;x)

(
φ(u+ ε3v, x)− φ(u, x)− ε3vφ′(u)− 1

2
ε6v2φ′′(u)

)
.

Для четвертого доданка з (10), використовуючи формулу Тейлора дляGε(x)−
I та зв’язок напiвгрупи з її генератором для Γεs(x)− I, маємо

ε−6λ(u)

∞∫
0

Fu(ds) [G
ε(x)− I] [Γεs(x)− I]φ(u) =

= a(u;x)g0(u;x)φ
′′(u) + a(u; x)g′0(u; x)φ

′(u) + l5(x)φ(u),

де l5(x)φ(u) – знехтуючий член для тест-функцiй φ ∈ C3(Rd) при ε→ 0.
Згiдно побудови напiвгруп Γεt(x),Qε4t, t ≥ 0, x ∈ E та операторiвGε(x), x ∈ E

зрозумiла оцiнка

sup
u∈Rd,x∈E

|(l1 + l2(u) + l3(x) + l4(x) + l5(x))φ(u, x)| → 0 при ε→ 0

для тест функцiй φ ∈ C3(Rd × E).
Таким чином КО набуде вигляду

Lεφ(u, x) = ε−3C(x)φ(u, ·)+ε−2Qφ(·, x)+ε−1C1(x)φ(u, ·)+B(x)φ(u, ·)+ lεφ(u, x),
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де
C(x)φ(u) := (a(u;x) + λ(u)g0(u;x))φ

′(u).

Використовуючи умову балансу (5), отримуємо твердження леми 3. Лема 3
доведена.

Наслiдок 1. Вiрне представлення

c(u;x) := g0(u;x)a
′(u;x) + a(u;x)a′(u;x)µ(u).

Сформулюємо теорему 6.6 з [6], на якiй буде грунтуватися слабка збiжнiсть
для НМВЕ (3):

Теорема 2. Нехай:

1) сiм’я випадкових процесiв ξε(t), t ≥ 0, ε > 0 є вiдносно компактною;

2) iснує сiм’я тест функцiй φε(u, x) ∈ C3(Rd × E), для яких

lim
ε→0

φε(u, x) = φ(u);

3) рiвномiрна збiжнiсть КО:

lim
ε→0

sup
u∈Rd,x∈E

|Lεφε(u, x)− Lφ(u)| = 0;

4) збiжнiсть за ймовiрнiстю початкових умов

lim
ε→0

ξε(0) = ξ0(0),

та їх обмеженiсть
sup
ε>0

E|ξε(0)| < C.

Тодi має мiсце слабка збiжнiсть ξε(t) ⇒ ξ0(t), причому граничний процес ха-
рактеризується мартингалом

zt := φ(ξ0(t))−
t∫

0

Lφ(ξ0(s))ds.

Означення та умови вiдносної компактностi сiм’ї ймовiрнiсних мiр (випад-
кових процесiв) можна знайти в [1–3].

Доведення теореми 1. Для φ ∈ C(E) зрозумiле спiввiдношення

Πφ(x) =

∫
E

φ(x)π(dx) =: φ̂.

Проблема сингуляргого збурення (див. [6], Роздiл 5) для оператора Lε0 =
ε−2Q+ε−1C1(x)+B(x) розв’язується на збурених тест функцiях φε=φ+εφ1+ε

2φ2:

Lε0φ
ε = ε−2Qφ+ ε−1[Qφ1 + C1(x)φ] + [Qφ2 + C1(x)φ1 +B(x)φ]+
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+ε[C1(x)φ2 +B(x)φ1] + ε2B(x)φ2.

Згiдно твердженнь 5.2 та 5.10. [6] розв’язок проблеми сингулярного збурення
при виконаннi умови (6) для оператора Lε0 має вигляд

Lε0φ
ε(u, x) = Lφ(u) + εlε(x)φ(u)

на збурених функцiях φε(u, x) = φ(u) + εφ1(u, x) + ε2φ2(u, x), φ ∈ C3(Rd), де

L := ΠB(x)Π + ΠC1(x)R0C1(x)Π. (11)

Перевiримо умови теореми 2. Умова 4 теореми 2 спiвпадає з умовою 5 те-
ореми 1, тому вона виконується. Умови 2 та 3 теореми 2 виконується, якщо в
якостi граничного оператора взяти оператор (11) та φε = φ + εφ1 + ε2φ2, де
φk ∈ C3(Rd ×E), k = 1, 2. Для перевiрки умови 1 теореми 2 скористаємося тео-
ремою 1.4.6 з [2]. Згiдно цiєї теореми потрiбно довести, щоб випадковий процес

φ(ξε(t)) + Aφt

є невiд’ємним субмартингалом для φ ∈ C∞(Rd). Це неважко перевiрити (див.
[6], c. 204), якщо

Aφ = K sup
x∈Rd

max {|φ(u)|, |φ′(u)|, |φ′′(u)|} ,

де K > 0 – деяка константа.
Таким чином всi умови теореми 2 виконуються. Теорема 1 доведена.
Автори висловлюють щиру подяку академiку НАН України В.С.

Королюку за постановку задачi та цiннi зауваження щодо методiв її
розв’язання.
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