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ПРО ЕЛЕМЕНТИ ВЕЛИКОГО ПОРЯДКУ В РОЗШИРЕННЯХ
СКIНЧЕННИХ ПОЛIВ НА ОСНОВI ПОЛIНОМIВ КУММЕРА

We construct explicitly in any finite field of the form Fq[x]/(x
m − a) elements with multiplicative

order at least 2

⌊
3
√

(log2 5)2

2 m

⌋
.

Ми явно будуємо в будь-якому скiнченному полi вигляду Fq[x]/(x
m − a) елементи мультиплi-

кативного порядку принаймнi 2

⌊
3
√

(log2 5)2

2 m

⌋
.

Загальновiдомо, що мультиплiкативна група скiнченого поля є циклiчною.
Твiрну цiєї групи називають примiтивним елементом. Задача ефективної побу-
дови примiтивного елемента для заданого скiнченого поля є важкою в обчи-
слювальнiй теорiї скiнченних полiв. Ось чому розглядають менш обмежуюче
питання: знайти елемент великого мультиплiкативного порядку. У цьому ви-
падку не вимагається обчислити точний порядок елемента: достатньо отримати
нижню границю для порядку. Елементи великого порядку потрiбнi для низ-
ки застосувань. Такi застосування, зокрема, включають криптографiю, теорiю
кодування, генератори псевдовипадкових чисел та комбiнаторику.

У данiй роботi Fq позначатиме скiнченне поле з q елементiв, де q - степiнь
простого числа p.

Огляд вiдомих результатiв. Гао [8] дав алгоритм побудови елементiв ве-
ликого порядку для багатьох (згiдно з висловленою ним, проте не доведеною,
гiпотезою для всiх) загальних розширень Fqn скiнченого поля Fq з нижньою
границею для порядку exp(Ω((logm)2/ log logm)). Волох [16, 17] запропонував
метод побудови елементiв порядку принаймнi exp(Ω(logm)2)).

Для часткових випадкiв скiнченних полiв можна збудувати елементи, що
мають набагато бiльшi порядки.

Розширення, пов’язанi з поняттям гауссового перiоду, розглянутi в [2, 9, 10,
13]. Нижня границя на порядок дорiвнює exp(Ω(

√
m)). Цi розширення iснують

для нескiнченної кiлькостi чисел m, якщо для числа q справедлива гiпотеза
Артiна (див. [7]). Розширення на основi полiномiв Куммера розглянуто в [5, 6].
Узагальнення останнiх наведене в [7]. Розширення iснують для нескiнченної
кiлькостi чисел m без виконання будь-яких умов.

Розширення на основi полiномiв Куммера мають вигляд Fq[x]/(x
m − a). Їх

зокрема застосовують в криптографiї, що грунтується на спарюваннi [3]. У [5,6]
показано, як будувати елементи великого порядку в розширеннях Fq[x]/(xm−a)
при умовi q ≡ 1(mod m). У цьому разi отримано нижню границю exp(Ω(m)).
У [14] збудовано елементи великого порядку для таких розширень без умови
q ≡ 1(mod m). Нижня границя на мультиплiкативний порядок дорiвнює 2⌊

3√2m⌋.
Отриманi результати. У данiй роботi q, m та a - такi цiлi числа, що

розширення Fq[x]/(xm− a) iснує; m2 - порядок q за модулем m. У [14] доведено
(див. лему 4 далi ), що m = m1m2, де m1 - дiльник q − 1 (m1 ≥ 2).

Покладемо Fq(θ) = Fqm = Fq[x]/(x
m − a), де θ = x(mod(xm − a)) - клас

елемента x. Очевидно, що θm = a.
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У данiй роботi ми покращуємо отриману в [14] оцiнку. Розглядаємо будь-яке
розширення виду Fq[x]/(x

m − a), i будуємо в ньому елементи мультиплiкатив-

ного порядку принаймнi 2

⌊
3
√

(log2 5)2

2
m

⌋
. Iдея така ж, як i в [14]: якщо q − 1 має

великий дiльник m1, то використовуємо для побудови метод з [5]; якщо ж q− 1
не має великого дiльника m1, то тодi m2 є великим, i ми використовуємо для
побудови метод, аналогiчний до методу з [2, 13]. Наш основний результат - це
така теорема.

Теорема 1. Нехай b - ненульовий елемент iз Fq.
1. Якщо 2 ≤ m1 < 869, то елемент

γ =

{
θ + b, if m1 ≤

⌊
log2 5

√
m2

2

⌋
θm2 + b, if m1 >

⌊
log2 5

√
m2

2

⌋
має в полi Fq(θ) = Fq[x]/(x

m − a) мультиплiкативний порядок принаймнi

2

⌊
3
√

(log2 5)2

2
m

⌋
.

2. Якщо m1 ≥ 869, то елемент

γ =

{
θ + b, if m1 ≤

⌊
log2 5

√
m2

8

⌋
θm2 + b, if m1 >

⌊
log2 5

√
m2

8

⌋
має в полi Fq(θ) = Fq[x]/(x

m − a) мультиплiкативний порядок принаймнi

2

⌊
3
√

(log2 5)
2m

⌋
.

Ми беремо в обидвох випадках лiнiйний двочлен вiд певного степеня θ та всi
його спряженi, що також належать до пiдгрупи, породженої цим двочленом, i
будуємо їх рiзнi добутки. У першому випадку, коли q ≡ 1(mod m1), усi спряженi
вказаного лiнiйного двочлена також є лiнiйними двочленами. Iдея запропоно-
вана Берiзбейтiа [4] як вдосконалення алгоритму AKS [1] та розвинута в [5, 6].
У другому випадку, спряженi є нелiнiйними двочленами. Iдея запропонована
Гатеном та Шпарлiнскiм [9] i розвинута в [2, 10, 13]. Подiбно до [7] наш пiдхiд
будує елементи великого порядку для нескiнченної кiлькостi чисел m не спира-
ючись нi на яке припущення. Число m прямо не залежить вiд q, зокрема може
бути меншим вiд q.

1. Попереднi результати. Для простого числа k, νk(l) позначає найбiль-
ший степiнь k, що дiлить число l. Для натурального числа n, Z∗

n - це мульти-
плiкативна група цiлих чисел за модулем n.

У скiнченних полях характеристики два є лише один нерозкладний полiном
x− 1. Для випадку непарної характеристики, ми можемо перевiряти xm − a на
нерозкладнiсть, використовуючи [11, теорема 3.75]:

Теорема 2. Нехай m ≥ 2 - цiле число та a ∈ F ∗
q . Тодi двочлен xm − a

нерозкладний над Fq[x] тодi i тiльки тодi, коли виконуються такi умови:

1) Кожен простий дiльник m дiлить порядок e елемента a ∈ F ∗
q , але не

дiлить (q − 1)/e;

2) Якщо m ≡ 0(mod 4), то q ≡ 1(mod 4).
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Як розвиток теореми 2, маючи число q, Панарiо й Томсон [12], точно описали
для яких степенiв m iснують нерозкладнi двочлени, а також явно збудували
елемент a. У випадку q = 3 є єдине можливе розширення для m = 2. Якщо
q ≥ 5, то ми можемо збудувати розширення для нескiнченної кiлькостi m. Тому
ми приймаємо до кiнця даної статтi, що q непарне. Зрозумiло, що a ̸= 1.

У [14, лема 4] доведено таку лему.

Лема 1. Нехай m2 порядок q за модулем m. Тодi m = m1m2, де m1 є дiль-
ником q − 1, а пiдгрупа ⟨q⟩ групи Z∗

m може бути записана у виглядi ⟨q⟩ =
{i ·m1 + 1|i = 0, ...,m2 − 1}.

У [14, теорема 6] також доведено таку теорему.

Теорема 3. Нехай b ненульовий елемент з Fq. Тодi θ + b має в Fq(θ) =
Fq[x]/(x

m−a) мультиплiкативний порядок принаймнi такий, як число розв’яз-
кiв (e1, ..., em2−1) лiнiйної дiофантової нерiвностi

m2−1∑
i=0

(i ·m1 + 1)ei < m, (1)

для яких 0 ≤ e1, ..., em2−1 ≤ p− 1.

Таку нерiвнiсть для бiномiальних коефiцiєнтiв було отримано в [15, наслiдок
2.9, нерiвнiсть (2.13)] при s > 1 та t ≥ 2:(

st
t

)
> 1, 08444 · e−

1
8t t−

1
2

ss(t−1)+1

(s− 1)(s−1)(t−1)
. (2)

Лема 2. Нехай b - ненульовий елемент в Fq. Тодi θm2 + b має мультиплi-
кативний порядок принаймнi{

2m1 , if 2 ≤ m1 < 869
4m1 , if m1 ≥ 869

.

Доведення. Розглянемо спочатку випадок 2 ≤ m1 < 869. Згiдно з лемою 1
q ≡ 1(mod m1). Оскiльки полiном xm− a = (xm2)m1 − a нерозкладний над Fq, то
полiном ym1 −a також нерозкладний над Fq. Покладемо θ1 = θm2 та розглянемо
пiдполе Fq(θ1) = Fq[y]/(y

m1 − a) поля Fq(θ). Вiзьмемо θ1 + b та його спряженi
aiθ1 + b, i = 1, ...,m1 − 1. Збудуємо їх добутки

∏m1−1
i=0 (aiθ1 + b)βi , де βi ∈ {0, 1}

та
∑m1−1

i=0 βi ≤ m1 − 1. Очевидно, що всi цi добутки попарно рiзнi, а їх кiлькiсть
дорiвнює 2m1 − 1. Якщо m1 > 2, ми також беремо добуток (θ1+ b)

2, i отримуємо
2m1 рiзних добуткiв.

Розглянемо випадок m1 = 2. Зрозумiло, що 1, θ1 + b, aθ1 + b – це три рiзних
елементи. Доведемо, що (θ1 + b)2 або (aθ1 + b)2 є четвертим вiдмiнним вiд них
елементом. Ясно, що (θ1 + b)2 вiдмiнний вiд 1, θ1 + b. Якщо (θ1 + b)2 = aθ1 + b,
то θ21 + (2b − a)θ1 + b(b − 1) = 0. Оскiльки y2 − a – характеристичний полiном
для θ1, то маємо a = 2b. Елемент (aθ1 + b)2 вiдмiнний вiд 1, aθ1 + b. Якщо
(aθ1 + b)2 = θ1 + b, то a2θ21 + (2ab− 1)θ1 + b(b− 1) = 0, й a−1 = 2b. Таким чином,
a = ±1.

Оскiльки a ̸= 1, беремо a = −1 i будуємо добуток (θ1+b)(−θ1+b) = −(θ21+b).
Так як θ21 = −1, то добуток дорiвнює b+ 1 i є четвертим вiдмiнним елементом.
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Припустимо тепер, що m1 ≥ 869. Згiдно з [5, лема 2.1] θ1 + b має мультиплi-
кативний порядок L принаймнi

L ≥ max
0≤d−≤d≤m1

(
m1

d−

)(
d− 1
d− − 1

)(
2m1 − d− d− − 2
m1 − d− − 1

)
.

Покладемо d− = d = 1. Тодi L ≥ m1

(
2(m1 − 2)
m1 − 2

)
. Використовуючи нерiвнiсть

(2) (беремо s = 2 та t = m1 − 2 ≥ 867), отримуємо(
2(m1 − 2)
m1 − 2

)
≥ 1, 08444 · e−

1
8(m1−2) · 4m1−2

2
√
m1 − 2

.

Тодi L ≥ 1, 08444 · e−
1

8(m1−2) · m1

32
√
m1−2

4m1 . Оскiльки 1, 08444 · e−
1

8(m1−2) · m1 ≥
32
√
m1 − 2 для m1 ≥ 869, то маємо L ≥ 4m1 .

2. Елементи великого порядку. Ми явно будуємо далi елементи в Fq[x]/(xm−

a) порядку принаймнi 2

⌊
3
√

(log2 5)2

2
m

⌋
.

Лема 3. Число розв’язкiв лiнiйної дiофантової нерiвностi (1), для яких

0 ≤ e1, ..., em2−1 ≤ p− 1, принаймнi 5
⌊√

m2
2

⌋
.

Доведення. Нехай τ (2 ≤ τ ≤ p) цiле число, яке виберемо пiзнiше. Вiзьмемо
таке найбiльше цiле число α, що

∑α
i=0(i · m1 + 1)(τ − 1) < m. Нагадаємо, що

m1 ≥ 2. Оскiльки

α∑
i=0

(i ·m1 + 1)(τ − 1) = (τ − 1)(αm1 + 2)(α + 1)/2 < (τ − 1)m1(α + 1)2/2,

ми вибираємо α з нерiвностi (τ − 1)m1(α + 1)2 ≤ 2m, тобто α =
⌊√

2m2

τ−1

⌋
− 1.

Зрозумiло, що коли взяти ui ∈ {0, ..., p − 1} для i = 0, ..., α та ui = 0 для
i = α+1, ...,m2−1, то отримуємо розв’язок (1). Число таких розв’язкiв дорiвнює

τα+1 = τ

⌊√
2m2
τ−1

⌋
.

Для вибору τ дослiдимо функцiю f(τ) = τ

√
2m2
τ−1 (2 ≤ τ ≤ p) на максимум.

Запишемо з цiєю метою f(τ) = exp
(
ln τ ·

√
2m2

τ−1

)
. Тодi маємо

f
′
(τ) = τ

√
2m2
τ−1 ·

(
1

τ

(
2m2

τ − 1

)1/2

− ln τ · 1
2
·
(

2m2

τ − 1

)−1/2

· 2m2
−1

(τ − 1)2

)
=

= τ

√
2m2
τ−1 · 2m2

τ − 1
·
(
1

τ
− ln τ

2(τ − 1)

)
.

Якщо покладаємо f ′
(τ) = 0, то

(
1
τ
− ln τ

2(τ−1)

)
= 0. Точка 4, 92155 < τ0 < 4.921555

є точкою максимуму функцiї. Найближчим цiлим числом до максимуму є τ = 5.

Таким чином, число розв’язкiв нерiвностi (1) принаймнi 5
⌊√

m2
2

⌋
.
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Застосовуючи теорему 3 та лему 3, отримуємо таку лему.

Лема 4. Нехай b - довiльний ненульовий елемент з Fq. Тодi θ + b має в

Fq(θ) = Fq[x]/(x
m − a) мультиплiкативний порядок принаймнi 5

⌊√
m2
2

⌋
.

Тепер ми даємо доведення нашого основного результату - теореми 1.
Доведення. Спочатку даємо доведення для випадку 2 ≤ m1 < 869. Якщо

2m1 ≤ 5

⌊√
m2
2

⌋
, то будуємо згiдно з лемою 4 елемент γ = θ+ b з нижньою грани-

цею 5

⌊√
m2
2

⌋
на його порядок. Якщо 2m1 > 5

⌊√
m2
2

⌋
, то будуємо згiдно з лемою 2

елемент γ = θm2 + b з нижньою границею 2m1 на його порядок. Отже, можна
явно збудувати в полi Fq[x]/(xm − a) елемент з мультиплiкативним порядком

принаймнi максимум таких двох нижнiх границь: 2m1 та 5

⌊√
m2
2

⌋
. У найгiршому

випадку цi нижнi границi спiвпадають: 2m1 = 5

⌊√
m2
2

⌋
. Тодi m1 =

⌊
3

√
( log2 5)

2

2
m

⌋
i порядок є принаймнi 2

⌊
3
√

(log2 5)2

2
m

⌋
.

Тепер даємо доведення для випадку m1 ≥ 869. Якщо 4m1 ≤ 5

⌊√
m2
2

⌋
, то бу-

дуємо згiдно з лемою 4 елемент γ = θ + b з нижньою границею 5

⌊√
m2
2

⌋
на його

порядок. Якщо ж 4m1 > 5

⌊√
m2
2

⌋
, то будуємо згiдно з лемою 2 елемент γ = θm2+b

з нижньою границею 4m1 на його порядок. Таким чином, можна явно збудувати
в полi Fq[x]/(xm− a) елемент з мультиплiкативним порядком принаймнi макси-

мум таких нижнiх границь: 4m1 та 5

⌊√
m2
2

⌋
. У найгiршому випадку цi нижнi

границi спiвпадають: 22m1 = 5

⌊√
m2
2

⌋
. У цьому разi m1 =

⌊
3

√
(log2 5)

2

8
m

⌋
i порядок

є принаймнi 2
⌊

3
√

(log2 5)
2m

⌋
.

Далi розглядаємо певнi частковi розширення на основi полiномiв Куммера.
Приклад 1. Нехай q такий степiнь простого числа, що q ≡ 1(mod 4). Тодi

згiдно з теоремою 2 iснує таке розширення Fq2t = Fq[x]/(x
2t−a). Згiдно з теоре-

мою 1 γ має мультиплiкативний порядок принаймнi 2
⌊

3
√

(log2 5)
2·2t−1

⌋
. Ця границя

покращує попередню границю, отриману в [14]. Якщо ν2(q−1) мале, наприклад
при q = 5, то границя з [5] є малою.

Приклад 2. Нехай q такий степiнь простого числа, що q ≡ 1(mod 3). Тодi
згiдно з теоремою 2 iснує таке розширення Fq3t = Fq[x]/(x

3t−a). Згiдно з теоре-

мою 1 γ має порядок принаймнi 2

⌊
3
√

(log2 5)2

2
·3t

⌋
. Ця границя покращує попередню

границю, отриману в [14]. Якщо ν3(q−1) мале, наприклад при q = 7, то границя
з [5] є малою.
не є нi квадратом нi кубом у Fp. Тодi iснує таке розширення Fp2 [x]/(x

m − (a ±
b
√
−1),m = k/2, k = 2i3j. Такi розширення використовують у криптографiї,

що грунтується на спарюваннi [3]. Згiдно з теоремою 1 елемент γ має порядок

принаймнi 2
⌊

3
√

(log2 5)
2·2i−23j

⌋
.
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